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《现代 数学 基础 丛书》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ， 书 籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作用 . 
许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钴 研 或 参考 过 一 些 优 秀 书籍 ， 从 中 汲取 营 
养 ， 获 得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 ， 我国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 革命 的 
浩劫 已 经 破坏 与 中 断 了 十 余年 ， 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 着 . 
1978 年 以 后 ， 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 们 的 
参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 ， 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 了 多 
套数 学 从 书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 从 书 与 《现代 数学 基础 从 书 》 
更 为 突出 ， 前 者 出 版 约 40 卷 ， 后 者 则 逾 80 卷 ， 它 们 质量 其 高 ， 影 响 颇 大 ， 对 我 
国 数学 研究 、 交 流 与 人 培养 发 挥 了 显著 效用 

《现代 数学 基础 丛书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 ， 针 对 一些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 . 既 注 意 该 
领域 的 基础 知识 ， 又 反映 其 新 发 展 ， 力 求 深 入 浅 出 ， 简 明 扼要 ， 注 重创 新 . 

近年 来 ， 数 学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 ， 还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 . 我们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 丛书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 ， 编 辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 .我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 
展 ， 使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 作出 贡献. 


杨 世 
2003 年 8 月 
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本 书 较 系统 地 介绍 了 作者 在 非 线 性 耗 散 系统 方面 最 近 提 出 的 分 歧 与 跃迁 理 
论 及 其 在 物理 、 化 学 、 流 体 动力 学 和 地 球 物理 流体 动力 学 等 领域 中 的 应 用 . 同 
时 ， 对 传统 的 稳定 性 与 分 歧 以 及 相关 的 数学 基础 也 作 了 较为 详细 的 论述 . 

在 非 线 性 科学 中 ， 相 变 是 一 类 普遍 的 自然 现象 ， 它 广泛 地 存在 于 物理 、 化 
学 、 生 物 、 经 济 、 流 体 动力 学 及 地 球 物理 流体 动力 学 的 自然 运动 中 ， 所 谓 相 变 
就 是 系统 状态 的 跃迁 与 突变 .在 数学 中 ， 上 反映 和 描述 这 类 自然 现象 的 学 科 分 文 
就 是 非 线 性 演化 方程 动力 学 . 它 的 主要 研究 内 容 就 是 稳定 性 、 分 歧 与 混沌 . 最 
近 ， 作 者 在 非 线性 演化 方程 动力 学 领域 的 稳定 性 、 定 态 分 歧 、 动 态 分 歧 及 跃迁 
等 方面 提出 一 套 系统 的 理论 和 方法 ， 它 们 形成 一 个 统一 的 整体 ， 应 用 这 些 理论 
和 方法 ， 许 多 非 线 性 科学 中 长 期 存在 的 分 歧 和 相 变 中 一 些 困难 问题 变 得 可 以 理 
解 和 处 理 ， 特 别 地 ， 在 本 书 中 ， 我 们 广泛 讨论 了 许多 物理 、 化 学 及 流体 动力 学 
中 典型 偏 微分 方程 的 动态 分 歧 与 相 变 问题 ， 包 括 控制 相 分 离 的 Cahn-Hilliard 方 
程 ;描述 Belousov-Zhabetinsky 型 化 学 反应 的 Field-Noyes 方程 ; 控制 燃烧 问题 的 
Kuramoto-Sivashinsky 方程 ， 反 映 流体 稳定 性 的 复 Ginzburg-Landan 方程 ; 超 导 
体 的 Ginzburg-Landanu 方程 ， 热 对 流 的 Benard 问题 ， 同 轴 柱 体 间 Couette 流 稳 
定性 的 Taylor 问题 以 及 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环流 . 可 以 期 待 更 多 的 非 线性 科 
学 中 动态 分 歧 与 相 变 问题 能 够 被 处 理 与 理解 

第 一 章 主要 论述 了 微分 方程 与 自然 运动 之 间 的 联系 . 特别 突出 从 自然 角度 
去 理解 数学 、 再 从 数学 的 角度 去 理解 自然 这 一 双向 过 程 , 强调 从 自然 源泉 中 汲取 
数学 发 展 的 动力 这 一 宗旨 . 第 二 章 较 为 系统 地 介绍 了 必要 的 数学 基础 理论 与 知 
识 . 这 里 ， 作 者 采用 的 写作 方法 与 传统 的 形式 化 方式 有 所 不 同 ， 它 非常 重视 对 数 
学 实在 意义 的 揭示 , 重视 数学 的 直观 与 严谨 性 之 间 的 统一 . 第 三 章 讨 论 了 非 线性 
耗 散 系统 的 稳定 性 ， 较 系统 地 介绍 了 全 局 吸引 子 存在 性 理论 及 其 最 近 的 一 些 进 
展 . 全 局 吸引 子 的 存在 性 理论 与 书 中 提出 的 动态 分 歧 与 跃迁 理论 相 结 合 , 对 于 理 
解 非 线 性 科学 中 相 变 现象 ， 建 立 相 应 的 理论 起 到 了 十 分 重要 的 作用 . 第 四 章 首 
先 提出 了 线性 全 连续 场 谱 理论 ， 该 理论 在 后 面 发 展 的 分 歧 与 跃迁 理论 中 是 非常 
基本 的 . 建立 在 谱 理 论 基础 之 上 ， 这 里 介绍 的 Lyapunov-Schmidt 约 化 过 程 与 传 
统 的 观点 有 所 不 同 ， 古典 的 方法 是 对 算 子 的 临界 特征 子 空间 及 其 补 空间 的 直 和 
分 解 ， 而 这 里 采用 广义 特征 向 量 空间 与 其 补 空间 的 直 和 分 解 ， 利 用 这 种 分 解 可 
以 对 后 面 所 讨论 的 定 态 分 歧 理论 作 统一 处 理 . 特别 地 ,该 方法 在 新 建立 的 偶数 阶 
非 退化 奇 点 处 分 歧 理 论 起 到 关键 作用 ， 该 理论 不 考虑 临界 特征 值 的 代数 重 数 ， 
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这 是 与 传统 理论 的 一 个 很 大 区 别 . 在 第 五 和 第 六 章 中 , 作者 提出 了 非 线性 耗 散 系 
统 的 动态 分 歧 和 唉 迁 理 论 . 该 理论 的 条 件 与 结论 基本 上 是 根据 物理 、 化 学 、 生 物 
及 流体 动力 学 中 普遍 存在 的 相 变 现象 中 抽象 而 来 ， 因 而 这 些 理论 能 够 有 效 地 广 
泛 处 理 非 线性 科学 中 的 相 变 问 题 . 在 第 七 和 第 八 章 中 , 应 用 作者 建立 的 理论 讨论 
了 几 个 来 自 物 理 、 化 学 及 流体 动力 学 的 动力 系统 与 偏 微分 方程 的 分 歧 与 相 变 问 
题 ， 得 到 了 一 些 具 有 物理 意义 的 结果 . 

最 后 ， 借 此 机 会 ， 作 者 对 导师 陈 文 颗 教授 表示 深 深 的 感谢 . 先生 的 学 术 观 
点 与 远见 ， 以 及 对 数学 科学 的 献身 精神 对 我 们 的 数学 生涯 产生 重大 影响 .本 书 
得 到 了 四 川 大 学 人 才 引 进 基 金 的 资助 ， 对 此 我 们 表示 感谢 . 另外， 作者 对 科学 
出 版 社 吕 虹 老 师 的 支持 也 表示 真诚 的 感谢 . 


马 天 汪 守 宏 
2006 年 6 月 6 日 
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第 一 章 ”从 自然 观点 看 微分 方程 


81.1 目 然 定 律 与 方程 


物理 世界 给 人 类 提供 了 三 大 研究 课题 : 物理 背景 空间 、 相 互 作 用 与 运动 、 物 
质 结构 . 这 三 大 课题 构成 了 数学 强 有 力 的 自然 背景 . 另 一 方面 ， 根 据 Bourbaki 
学 派 的 观点 ， 数 学 具有 三 大 基本 结构 : 拓扑 结构 、 序 结构 、 代 数 结构 . 这 三 大 基 
本 结构 所 代表 的 三 类 重要 学 科 分 支 分 别 为 拓扑 与 几何 学 、 微 分 方程 、 群 论 及 其 表 
示 理 论 . 这 样 ， 物 理学 与 数学 给 出 下 面 三 个 基本 的 对 应 : 


物理 背景 空间 相互 作用 与 运动 物质 结构 与 对 称 
f \ / \ / \ 
拓扑 结构 一 一 拓扑 与 几何 学 序 结构 一 一 微分 方程 代数 结构 一 一 群 论 及 其 表示 


在 自然 中 ， 系 统 的 运动 都 要 遵守 一 定 的 规则 与 定律 . 而 微分 方程 可 视 为 自 
然 定 律 的 数学 表达 形式 . 简 而 言 之 ,方程 即 是 运动 规律 与 规则 . 

为 了 理解 这 种 观点 ， 下 面 给 出 三 个 例子 . 

例 1.1 扩散 方程 : 
对 =kAu+f(z,t). rENCR, t>0, (1.1.1) 
这 里 kk > 0 为 扩散 系数 ，A 是 拉 普 拉 斯 算 子 ，Q 是 RR 中 一 个 开 区 域 ，f 是 扩 
散 源 . 
扩散 运动 是 指 高 浓度 的 某 种 物质 朝 低 浓度 方向 运动 的 过 程 ， 如 热传导 、 烟 
雾 扩 散 等 ， 若 未 知 函 数 4 为 浓度 ， 则 扩散 方程 (1.1.1) 是 下 面 两 个 自然 定律 的 数 
学 表示 . 

(1) Fick 定律 :扩散 的 流量 9 与 浓度 的 梯度 负 值 成 正比 : 


=-kVu, k>0. (1.1.2) 


(2) 质量 守恒 定律 在 任 一 区 域内 质量 的 变化 率 等 于 单位 时 间 内 通过 该 区 域 

表面 的 通 基 与 扩散 源 /之 和 ， 令 z 点 为 一 无 穷 小 区 域 ， 则 在 z 点 该 定律 表示 为 

~ 

ot : ) 

这 里 表面 通 量 取 负 号 是 约定 流入 的 量 为 正 ， 流 出 z 点 的 量 为 负 ， 显 然 从 (1.1.2) 
和 (1.1.3) 便 可 得 到 方程 (1.1.1)， 


变化 率 ) = -div9( 通 基 ) + f (1.1.3) 
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例 1.2 Navier-Stokes 方程 : 


Ov 


Bt +(v:V)=uAv— Vp+j, TEW, (1.1.4) 


divv = 0, (1.1.5) 


Navier-Stokes 方程 是 流体 运动 的 控制 方程 ， 这 里 v = (v1,v2,v3) 是 定义 在 区 域 
Qc R3 上 的 流体 元 的 速度 ，j > 0 为 动力 黏 性 系数 ，2 为 压力 函数 ， /为 外 力 
密度 . 

方程 (1.1.4) 是 Newton 第 二 定律 的 数学 表达 : 


F=ma. (1.1.6) 


在 (1.1.4) 中 , 流体 元 的 质量 密度 被 单位 化 m = 1, 加 速度 a = {a1, a2,a3} 的 每 个 
分 其 为 


= tv i=1,2,3 (1.1.7) 
流体 元 所 受 力 为 
F=uAv— Vp+f, (1.1.8) 


其 中 jAv 为 流体 黏 性 引起 的 内 摩擦 力 ， 一 Vp 为 压力 差 ， f 为 外 力 密度 ， 这 样 
从 (1.1.6)~ (1.1.8) 即 可 得 到 方程 (1.1.4) 

一 个 向 量 场 v 在 z 点 的 散 度 divv(z) 的 实在 意义 就 是 由 向 量 场 v 确定 的 流 
穿 过 包含 z 点 的 无 穷 小 区 域 表面 的 通 量 ， 人 简单 地 说 就 是 进入 z 点 的 流量 减 去 流 
出 z 点 的 流量 .由 此 可 知 方程 (1.1.5) 就 是 质量 守恒 定律 : 通过 x 点 无 穷 小 区 域 
的 流体 通 量 等 于 该 点 区 域内 质量 密度 变化 率 ， 


2 = -divu， p 为 质量 密度 . 


当 考 虑 流体 为 不 可 压缩 时 ， dp/dt = 0, 即 流入 z 点 的 基 等 于 流出 的 基 ， 这 就 是 
方程 (1.1.5). 
例 1.3 经 济 周期 的 Kaldor 模型 : 


空 = k(I(2,y) — S(z,Y)), (1.1.9) 


81.2 运动 类 型 与 方程 分 类 ‘3: 


d 
= T(zx,y), (1.1.10) 


其 中 z 是 国民 经 济 总 收入 ， 9 为 实际 资本 存 时， > 0 为 常数 ， 了 T(z,y) 为 净 投 
资 函 数 ， S(x,y) 为 储蓄 函数 . 


方程 (1.1.9) 是 经 济 学 家 Keynes 理论 的 数学 表达 : 每 年 国民 收入 的 增 基 


与 社会 超额 需求 1 一 S 成 正比 .方程 (1.1.10) 表明 每 年 实际 资本 的 增 其 学 等 于 
净 投 资 了 
注 1.1 
社会 超额 需求 = 社会 总 需求 - 社会 总 收入 ; 
社会 总 需求 = 正常 消费 + 净 投资 
社会 总 收入 = 正常 消费 + 储 普 
在 本 书 中 ， 我 们 始终 突出 数学 的 自然 观 及 其 实在 意义 ， 也 就 是 说 我 们 强调 
从 自然 的 角度 去 理解 数学 和 从 数学 的 角度 去 理解 自然 这 一 双向 过 程 ， 因 此 我 们 
以 “方程 即 是 定律 ”这 一 观点 作为 本 书 的 开端 
上 述 三 个 例子 具有 典型 意义 ,特别 是 在 稳定 性 与 分 层 问 题 方面 ,在 文献 [59 
中 ， 具 体 给 出 了 关于 Kaldor 模型 的 投资 函数 与 储 普 函数 ， 并 且 证 明了 当 生产 技 
术 水 平 超过 菜 一 临界 点 时 ， 就 会 产生 经 济 周期 规律 ， 后 面 我 们 还 会 更 详细 讨论 
这 一 问题 


81.2 ”运动 类 型 与 方程 分 类 
$1.2.1 古典 的 分 类 


在 自然 界 中 , 有 许多 不 同 的 运动 类 型 . 但 是 我 们 所 遇 到 的 比较 典型 的 运动 大 
致 有 这 几 类 : 天 体 与 机 械 运 动 、 反 应 扩散 运动 、 遗 传 与 变异 、 化 学 反应 与 相 变 、 
流体 运动 、 波 的 传播 、 微 观 粒子 的 波动 性 等 ， 所 有 这 些 运 动 都 受到 微分 方程 的 控 
制 . 

在 另 一 方面 ， 以 下 是 微分 方程 的 几 种 典型 类 型 : 

常 微分 方程 : 


宁 和， 


uv = (W1,… ,vn) 是 n 维 向 量 场 . 


抛物 型 方程 : 


> -Au= f(z,u Vu), zeNcR, 
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= (Wyn f= (fr fn 


这 里 QC R"* 是 一 个 开 区 域 . 
双 曲 型 方程 : 


O2u n 
Fz Su= f(r,u, Vu), rENCR,, 


u = (U1 , Um), f= (有 户 …… ,fm). 


椭圆 型 方程 : 
一 Au = f(z,u,Vu), rEQY, 


vu 二 (Wl1,**: 和 f= (fi1,.…: ye 


大 致 上 讲 ， 自 然 界 中 不 同类 型 的 运动 与 受 控 方 程 的 分 类 有 如 下 关系 ， 天 体 
运动 与 机 械 运动 所 受 的 控制 方程 是 常 微分 方程 (Hamilton 系统 ). 

反应 扩散 运动 、 流 体 动力 学 、 化 学 反应 与 相 变 等 所 受 的 控制 方程 是 抛物 型 
的 (广义 意义 下 ) 偏 微分 方程 

波 的 传播 、 微 观 粒 子 的 波动 性 所 受 的 控制 方程 是 双 曲 型 的 . 


81.2.2” 耗 散 结构 的 方程 
在 自然 界 ， 还 可 以 从 另 一 角度 分 出 一 大 类 运动 ， 称 为 具有 耗 散 结构 的 运动 . 


这 类 运动 的 特点 就 是 伴随 着 运动 有 大 基 的 某 种 能 基 的 损耗 ， 使 得 必须 有 外 部 能 
源 补 充 才能 平衡 其 运动 . 描述 这 一 类 运动 的 方程 通常 称 为 具有 耗 散 结构 的 方程 
或 动力 系统 . 只 有 在 这 一 类 方程 中 分 歧 问 题 与 混沌 才 具 有 普遍 意义 在 这 里 ,我 
们 将 主要 考虑 这 类 方程 的 分 歧 及 稳定 性 问题 . 

具有 耗 散 结构 的 运动 在 自然 界 中 非常 普遍 . 如 上 面 提 到 的 反应 扩散 运动 、 流 
体 运动 、 化 学 反应 与 相 变 、 生 物 生 态 平 衡 、 带 阻尼 的 振动 等 都 属于 这 类 运动 . 因 
此 不 能 用 传统 的 上 述 分 类 来 刻画 具有 耗 散 结构 方程 . 但 是 一 般 具有 耗 散 结构 的 
微分 方程 都 能 够 被 归 为 如 下 满足 一 定 条 件 的 抽象 形式 ， 

令 有 H 和 可 是 两 个 Hilbert 空间 ，Hi C 是 一 个 稠密 与 紧 致 的 包含 嵌入 ， 
我 们 引入 下 面 非 线性 演化 方程 ; 


du 
— 二 Lu G(u, 和 ), 
| by (1.2.1) 


u(0) = y, 


这 里 以: R+ 一 HH 是 未 知 函 数 ，R+ = (0,0c)， 入 ER 是 实 参数 ，G :HixR 一 HH 
是 连续 映射 ， 满 足 


G(u,N) =o(llula) vAER, (1.2.2) 


31.2 运动 类 型 与 方程 分 类 “5. 


Ls : Hi 一 H 是 线性 全 连续 场 ， 它 满足 : 
Ls =—A+B,, 
4 : Hi 一 HH 是 线性 同 胚 且 特 征 值 具 正 实 部 ， (1.2.3) 
BA : Hi 一 H 是 一 个 线性 紧 算 子 . 
下 面 我 们 给 出 两 个 具有 耗 散 结构 方程 的 例子 .从 这 两 个 例子 也 可 以 看 到 如 


何 将 一 个 微分 方程 化 为 (1.2.1) 抽象 形式 的 过 程 . 
例 1.4 ” Navier-Stokes 方程 : 


2 = pAu ~ (u Vu— Vp+ Xf, rENCR, 


(1.2.4) 
ulan = 0, 


u(0, 7) = (zh)， 


这 里 fe IL2(Q, RI),yp € HH, 下 面 将 给 出 五 的 定义 . 
首先 ， 我 们 知道 对 任何 入 e R, 下 面 定 态 方程 在 有 H?(Q, R*) 中 存在 一 个 解 


LAu— (u:V)u— Vp+ Mf =0, 
divu = 0， (1.2.5) 
ulen = 0. 


令 va 是 (1.2.5) 的 解 ， 然 后 作 平 移 变换 
v 二 4 一 vA (是 (1.2.4) 的 解 )， gz) = Ptz) 一 


则 方程 (1.2.4) 等 价 于 如 下 形式 
二 =pAv- (wT) (vv (vv)v— vp, 
divv = 0, (1.2.6) 
vlan = 0, 
v(0,7) = 9(7). 
我 们 建立 如 下 空间 


H= {ue L’*(Q, Rs)ldivuw = 0,u:nlan = 0}, 


Hi= {ue H’(N,R)NH) vlan =0)}, 
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这 里 n 为 09 的 单位 法 向 基 , 由 Hodge 分 解 定理 ， LL?(Q, R")(n > 池 能 够 被 分 
解 为 如 下 两 个 子 空间 的 直 交 和 


[2*(0,R"*)= HE@G, 
H= {ue LL’(N,R")divy = 0,u. nlan = 0), 
G= {Vo ee12(0,R")lp € LOQ)}， 
GLH. 

这 样 ， 我 们 可 以 定义 一 个 正 交 投影 ， 称 为 Leray 投影 . 

已 :ZL(Q,R") 一 瑟 
现在 定义 映射 

L\,=—A+B,: Hi— HH G:Hi— HH 


如 下 : vu€ Hi， 


Bu = -Pl Vut (uv: V)v,), (1.2.7) 


| Au = 一 AP[Az]， 
Gu = —Pl(wu: VY)u), 


这 里 PP: EL2(m, R3) 一 古 是 Leray 投影 . 


由 (1.2.7) 可 以 看 到 方程 (1.2.6) 化 为 抽象 形式 (1.2.1). 条 件 (1.2.2) 显然 成 
立 ， 由 Sobolev 空间 的 紧 伐 入 定理 ， B、 是 一 个 线性 紧 算 子 ， 因 为 Stokes 方程 


~ LAu+ Vp=/, 
div = 0, 
ulan =0 
对 任何 fe L?(Q, RI) 存在 唯一 解 u €E Fi, 因而 算 子 4 : Hi 一 HH 是 一 个 线性 


同 胚 ， 进 一 步 我 们 可 以 看 到 ， 4 算 子 的 特征 方程 Au = Xu 对 应 于 如 下 形式 的 
Stokes 算 子 的 特征 方程 


— MAu+ Vp = Au， 
divu = 0, (1.2.8) 


ulan = 0. 


由 泛 函 分 析 中 对 称 紧 算 子 特征 值 理论 ， 我 们 知道 (1.2.8) 具有 可 数 无 穷 个 实 特征 


AL 和 和 A2 往 … 乏 从 入 Ak 一 十 00， 大 一 00， 


81.2 运动 类 型 与 方程 分 类 ss 


并 且 第 一 特征 值 Al 满足 

|Vul*dz 
min,eah Tf 一 一 ， 

2 
人 pa 
H= {ue HL(QN, R33)|divu = 0}. 

因而 入 > 0, 即 4 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 ,这样 我 们 看 到 Navier-Stokes 方程 
(1.2.4) 是 一 个 具有 耗 散 结构 的 微分 方程 . 


例 1.5 具有 阻尼 项 的 波 方程 : 


Ou Ou 
下 We 而 0 
Br 十 a Au+ Mt+g(r,u), TEQN, 


ulan = 0, 
u(z,0) = pp, uw{(7,0)= ww, 


这 里 c R3 是 一 有 界 开 区 域 ， a > 0 为 实数 ，% 是 未 知 标 基 函数 ， g(z,z) 是 
连续 函数 ， 满 足 


Al = 


(1.2.9) 


9g(z,z) = o(|z)). 
容易 看 出 方程 (1.2.9) 是 等 价 于 下 面 方 程 
du 
"i 
or = Au 十 Xu 一 au 十 9(Z,2)， (1.2.10) 
ulan = 0， 


u(z,0) = pp， v(x,0)=». 
取 空 间 
H = Hi(N) x L*(0), 
Hi = FH:(N)N HI(N) x FIN). 


然后 定义 映射 z 
了 三 一 4 十 吾 \ :五 一 万， G :万 1] 一 瑟 


如 下 : 对 任何 (wu € Hi (wv € H?(0) nN Hi(0),v € HL(N)), 


应 可 0 一 了 u) —V 
os -A al 人 本 一 人 Au 十 avV 
0 
aeo- ( 
入 2 
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0 
G(u,v) = | ) . 
g(x,u) 


显然 4 : Hl 一 互 是 满 映 射 并 且 是 一 一 的 .因而 4 是 线性 同 肝 ， 显然 B、 是 紧 
的 ，G 满足 (1.2.2). 最 后 我 们 考察 4 的 特征 值 . 
首先 考虑 Laplace 算 子 的 特征 值 问题 


一 Au = MA, 
(1.2.11) 
wlan = 0. 


我 们 知道 ， 特 征 值 问题 (1.2.11) 有 一 个 无 穷 的 实 特征 值 序列 : 
O<AA<A <M.…, 


而 且 对 应 的 特征 向 基 序 列 {eklk = 1,2,…} 构成 一 个 BB(Q) 和 元 <) 的 公共 正 
交 基 . 因而 对 任 (wwv) e H,w 和 > 能 够 表达 为 


oo DO 
人 一 > TREk, v= 》 YkEk- 
k=1 k=1 


这 样 4 的 所 有 特征 值 由 下 面 二 阶 抢 阵 的 特征 值 构成 ， 


0 一 1 
;ee 
入 (YX 


因而 得 到 4 的 所 有 特征 值 为 


G 士 Va? 4AK 
庆 = 一 > k = 1,2,.…,， 
即 4 的 特征 值 都 具有 正 的 实 部 .这 就 验证 了 具有 阻尼 项 的 波 方 程 是 一 个 耗 散 结 


构 的 方程 ， 具 有 阻尼 的 波 方程 一 般 是 描述 自然 界 中 各 种 振动 问题 ， 


81.3 ”方程 解 的 形态 


根据 自然 界 运动 的 各 种 不 同 特征 , 微分 方程 解 的 形态 有 许多 不 同 的 类 型 . 大 
致 上 人 们 普遍 关心 如 下 几 种 类 型 的 解 : 定 态 解 (也 称 为 稳 态 解 ) 、 全 局 解 、 爆 破 
解 、 周 期 解 、 行 波 解 、 正 解 (或 非 负 解 ) 、 弱 解 , 所 有 这 些 类 型 的 解 都 有 其 自然 背 
景 . 下 面 将 分 别 给 予 解释 . 


81.3 方程 解 的 形态 .9 ， 


”81.3.1 定 态 解 

对 于 演化 方程 (1.2.1), 下 面 方程 的 解 

Liu+G(u,M)=0 

称 为 (1.2.1) 的 定 态 解 ， 有 时 也 称 为 奇 点 或 平衡 点 . 

非 线性 演化 方程 定 态 解 对 于 理解 方程 的 动力 学 行为 起 到 非常 重要 的 作用 . 
所 谓 方程 的 动力 学 行为 是 指 方程 (1.2.1) 的 解 u(t, yp) 随时 间 趋 于 无 穷 大 (t 一 oo) 
时 的 行为 . 

经 常 地 ， 人 们 用 方程 (1.2.1) 的 流 来 理解 其 动力 学 行为 ， 所 谓 方程 (1.2.1) 在 
某 个 区 域 D C HH 的 流 是 指 下 面 的 集合 

®(t) = {u(t, p)| p € D，vl(t,y) 是 (1.2.1) 的 解 }. 


每 一 个 解 u(t, p) 是 流 B(t) 的 一 条 以 y 为 起 点 的 轨道 .方程 (1.2.1) 的 定 态 解 在 
很 大 程度 上 影响 了 它 的 流 ®(t) 的 拓扑 结构 . 

例如 ， 当 v(z) 是 某 个 二 维 流体 的 速度 场 时 ， 描 述 该 流体 流 的 方程 为 如 下 形 
式 


dz 
| 本 ?2 (1.3.1) 


那么 (1.3.1) 的 奇 点 ( 定 态 解 ) 就 是 该 流体 流 的 一 个 洲 涡 中 心 或 鞍点 .如 图 1.1 所 
示 . 


(a) 一 个 潍 涡 中 心 (b) 一 个 鞍点 
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§1.3.2 全 局 解 


从 自然 的 观察 中 我 们 知道 ， 一 个 无 生命 的 运动 无 论 时 间 延 续 多 久 都 在 继续 
发 生 . 从 数学 的 角度 看 ， 这 一 现象 意味 着 描述 该 运动 的 方程 在 任何 一 个 时 间 范 
围 内 解 都 存在 . 这 就 是 方程 全 局 解 的 概念 . 

更 严格 地 ， 方 程 (1.2.1) 存在 一 个 全 局 解 ， 或 整体 解 ， 是 指 存 在 一 个 连续 映 
射 

u : [0,00) 一 Hi, 


使 得 u(t) 满足 (1.2.1). 

一 个 描述 自然 运动 的 方程 一 定 具 有 一 个 全 局 解 . 因此 一 个 模型 是 否 合 理 ， 
其 整体 解 的 存在 性 是 一 个 重要 判 据 . 当然 这 是 指 一 般 情 况 . 对 于 那些 有 奇 性 的 
自然 现象 ， 这 个 原理 就 不 再 适用 ， 例 如 对 于 字 宙 中 的 黑 油 现象 ， 人 们 能 够 期 望 
Einstein 场 方 程 的 解 具有 奇 点 ， 这 就 是 下 面 要 说 的 爆破 解 的 现象 , 但 在 自然 界 中 
这 种 奇 性 现象 较 少 发 生 ， 
81.3.3 ”爆破 解 

爆破 解 与 全 局 解 的 概念 正好 相反 . 如 果 一 个 方程 具有 爆破 解 ， 那 么 它 一 定 
没有 整体 解 . 爆破 解 所 描述 的 自然 现象 比较 少 , 但 还 是 存在 ， 如 宇宙 中 的 黑洞 现 
象 ， 爆 破解 更 重要 的 是 它 的 数学 价值 ， 通 过 它 我 们 能 知道 存在 整体 解 的 方程 类 
范围 和 特征 . 

从 数学 的 定义 ， 爆 破解 是 指 某 个 方程 的 解 u(z,t)(z € 9) 在 某 时 刻 to > 0 和 
某 一 点 zo € 9 其 值 取 无 穷 大 ， 也 就 是 说 


lim w(zo;t) = oc. 
tft—to 


这 一 点 zo e Q 称 为 爆破 点 或 奇 点 . 
一 般 出 现 爆破 解 的 方程 都 缺乏 某 种 正定 性 例如， 下面 抛物 方程 


2 = Au+lulru zeEQd, 
ulan = 0, 


u(z,0) = %， 


当 p 大 于 某 个 值 po > 0 时 ,存在 p 使 得 该 方程 有 一 个 爆破 解 . 因为 这 一 项 juj?u 
在 方程 中 起 到 补充 能 基 的 作用 . 


81.3 方程 解 的 形态 RSTTL 


81.3.4 周期 解 

周期 运动 是 自然 界 中 一 种 普遍 现象 ， 如 天 体 运 动 、 波 的 振动 、 气 候 四 季 变 
化 、 经 济 周期 规律 等 ， 因 此 周期 解 的 存在 性 是 许多 演化 方程 的 公共 问题 . 

考虑 下 面 发 展 方程 初 值 问题 


du 
dD) (1.3.2) 
u(0) = y, 


这 里 FF 是 微分 算 子 或 向 量 场 ， 关 于 t 是 周期 的 . 
周期 解 问题 就 是 找 初始 条 件 y, 使 得 (1.3.2) 的 解 ul(z,t) 关于 t 是 周期 的 ， 
或 等 价 地 求 下 面 问题 的 存在 性 


du 
Et) (1.3.3) 
ut 十 70) = u(t)， 对 某 个 To > 0. 


在 求 周期 解 的 问题 上 ， 形 式 (1.3.2) 和 (1.3.3) 在 方法 和 观念 上 都 是 不 一 样 
的 . 对 于 (1.3.2), 周期 解 是 作为 一 个 特殊 的 不 变 集 来 考虑 ， 并 且 要 涉及 到 周期 解 
的 稳定 性 问题 ， 是 属于 动力 系统 范畴 . 而 (1.3.3) 则 是 将 问题 转化 为 方程 的 一 种 
关于 时 间 t 是 周期 的 特殊 边 值 问题 来 处 理 . 一 些 分 歧 理 论 如 Hopf 分 歧 对 问题 
(1.3.2) 就 有 效 ， 但 是 对 (1.3.3) 则 无 效 . 


$1.3.5 行 波 解 


行 波 解 问题 在 数学 中 广泛 引起 兴趣 是 由 孤立 子 问 题 兴 起 的 ，1834 年 ， 英 国 
科学 家 Russell 在 河流 中 发 现 抓 立波 现象 ， 如 图 1.2 所 示 ， 


1.2 


1895 年 ， Korteweg 和 de Vries 由 浅水 波导 出 的 KdV 方程 
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a Ye 
| ul(z,t) = asech To (Xx — ct), 
2 


sechz = 


中 发 现 孤 立 子 解 


ez 十 e-2 
这 是 一 个 形状 如 单 驼峰 的 行 波 解 ， 如 图 1.2 所 示 ， 

行 波 现象 是 波 的 传播 行为 ， 也 是 目 然 界 中 较为 普遍 的 现象 ， 如 海岸 边 的 冲 
击 波 行为 就 是 行 波 现象 ， 如 图 1.3 所 示 . 


p(T- ct) 


图 1.3 
波 的 传播 方式 非常 丰富 ， 一 个 演化 方程 


Ou 
A = F(u,t) 


的 行 波 解 一 般 是 如 下 形式 
uz,t) 二 Pt， 
这 里 ” 为 波形 函数 ， 9(z,t) 为 相 函 数 . 


81.3.6 ”正解 


有 许多 描述 物理 与 化 学 现象 的 量 是 没有 负 值 的 ， 如 气体 和 液体 浓度 、 质 基 
密度 等 . 在 生态 平衡 及 经 济 动力 学 模型 中 , 许多 基 也 是 取 非 负 值 的 . 因此 ， 关 于 
这 一 类 基 的 方程 ， 其 解 都 是 非 负 的 . 这 就 是 微分 方程 中 的 正解 问题 . 在 偏 微分 方 
程 中 ， 正 解 问题 只 在 椭圆 方程 和 抛物 方程 理论 中 发 生 ， 它 是 与 极 值 原理 紧密 相 
关联 的 . 

例如 ， 在 椭圆 方程 中 ， 正 解 问题 为 下 面 方程 


— Au= f(z,u), TEQY, 
ulan 一 0， 


u>0, vreQ 


解 的 存在 性 及 个 数 问题 . 这 里 f(x,z) 0, vreQn, z>0. 


81.3 方程 解 的 形态 和 过 


81.3.7 “ 弱 解 


弱 解 概念 的 出 现 极 大 地 推动 了 偏 微分 方程 现代 理论 的 发 展 ， 使 得 泛 函 分 析 
方法 、 Sobolev 空间 理论 、 正 则 性 理论 成 为 现代 偏 微分 方程 理论 的 主要 支柱 . 

弱 解 最 早 是 由 Sobolev, Schwartz 和 Fridrichs 等 人 在 20 世纪 40 年 代 提 出 . 
虽然 这 一 概念 是 从 数学 自身 发 展 的 需要 而 产生 ， 但 是 它 的 自然 意义 是 很 强 的 . 

我 们 从 一 个 简单 的 例子 开始 来 说 明 这 一 点 . 考虑 一 个 简 谐振 子 的 运动 : 一 根 ， 
长 度 为 1 的 弹簧 ， 其 固定 的 一 端 坐标 为 zx = 0, 另 一 端 系 一 个 质 基 为 m 的 小 球 ， 


如 图 1.4 所 示 . 
0 z=] 
1.4 
由 Newton 第 二 定律 和 Hooke 定律 ， 小 球 的 位 移 函 数 z(t) 满足 如 下 方程 
d2z 
mi +k(z—1)=0. (1.3.4) 

令 谐 振子 满足 周期 条 件 

z(t+T) = z(t). (1.3.5) 


方程 (1.3.4) 就 是 Newton-Hooke 定律 形式 ， 该 定律 要 求解 z(t) 必须 满足 二 
次 可 微 条 件 ， 这 就 是 古典 解 的 定义 . 

再 用 Hamilton 最 小 作用 原理 来 描述 谐振 子 的 运动 . 容易 看 到 谐振 子 的 动能 
为 


多 一 Fmi?, 


势能 为 
V = Dk(z 1 


Lagrange 动力 学 中 的 Hamilton 最 小 作用 原理 说 : 谐振 子 位 移 函 数 满足 一 次 
连续 可 微 和 条 件 (1.3.5) ， 并 且 是 下 面 汉 函 的 极 值 解 


T 
F(z(t)) = / L(z, i)dt, (1.3.6) 


这 里 FE(z,z) 是 Lagrange 密度 函数 ， 其 形式 为 


二 ni 5 人 _ 1)2. (1.3.7) 
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z(t) 是 证 函 (1.3.6) 的 极 值 解 的 数学 定义 为 ， z(t) 满足 下 面积 分 等 式 


TroLdy OL 
. | 疙 和 二 Bz 、 "| dt = 0, (1.3.8) 
这 里 y(t) 是 满足 yt+T) = y(t) 的 任意 连续 可 微 画 数 、 从 (1.3.7) 和 (1.3.8) 推 
得 ， z(t) 满足 


Tridr d 
[ : — k{z— | dt = 0. (1.3.9) 


方程 (1.3.9) 称 为 描述 简 谐 振子 运动 的 Hamilton 定律 形式 . (1.3.9) 也 是 问题 
(1.3.4) 和 (1.3.5) 的 弱 解 定义 ， Hamilton 定律 形式 的 解 只 要 求 一 次 可 微 就 够 了 . 
上 述 讨论 得 出 这 样 一 个 结论 : 问题 (1.3.4) 和 (1.3.5) 的 古典 解 就 是 Newton- 
Hooke 定律 形式 的 解 ， 而 弱 解 是 Hamilton 定律 形式 的 解 . 古典 解 和 弱 解 在 描述 
自然 运动 方面 的 差异 仅仅 是 不 同 自然 定律 的 选择 . 
再 用 双 曲 守恒 律 的 一 个 例子 继续 说 明 上 面 的 观点 ， 考 虚拟 线性 波 方 程 


Pan rER 


(1.3.10) 
u(x,0) = 9(7), 


这 里 a(w) 为 凿 的 函数 . 
由 隐 函 数 的 微分 法 可 验证 ， 问 题 (1.3.10) 的 解 wz,t) 可 由 如 下 隆 函 数 形式 
解 出 (局 解 解 ) 


u= 9(r — a(u)t). (1.3.11) 
给 定 初始 值 
1, Zz<0, 
由 (并 ) = | (1.3.12) 
0, zz>0. 


由 (1.3.11) 知 ， 问 题 (1.3.10) 此 时 根本 无 古典 解 . 
然而 根据 双 曲 守恒 定律 的 理论 ，(1.3.10) 所 描述 的 物理 现象 解 是 存在 的 . 它 
反映 的 是 矩形 波 的 行 波 现象 ， 这 种 解 具 有 间断 性 质 . 
由 定律 (1.3.10) 描述 的 波 的 传播 改 用 双 曲 守恒 律 描述 时 ， 满 足 如 下 方程 
| 5 / Rp a 
u(x,0) = $(z), 


这 里 
E(u) = fatwa zl,z2 € (一 00, 00) 为 任意 . 
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方程 (1.3.13) 称 为 双 曲 守恒 律 形式 ， 它 说 明 w(z.t) 在 区 间 (zi, zz) 内 总 基 的 变化 
率 等 于 通过 边界 的 流量 五 . 这 具有 守恒 意义 : 


流入 的 基 - 流出 的 其 = 区 域内 总 量变 化 率 . 


可 以 验证 ， 如 果 方 程 (1.3.13) 的 解 是 一 次 连续 可 微 的 ， 那 么 该 解 也 是 方程 
(1.3.10) 的 . 事实 上 从 下 面 过 程 就 能 看 到 这 一 点 ; 


广 utdr = 一 广 a(u)uzrdr = — .: a(u)du 
— = Ef Wa 
= E(u(z1,t)) — E(u(zx2,t)). 
因此 方程 (1.3.13) 的 解 可 视 为 (1.3.10) 的 弱 解 . 
方程 (1.3.10) 和 (1.3.13) 是 两 个 不 同 自然 定律 对 同一 物理 运动 的 数学 描述 . 


对 于 初始 条 件 (1.3.12), 用 定律 (1.3.10) 的 形式 描述 ,就 失去 效用 ,而 对 双 曲 守恒 
律 形式 (1.3.10) 却 有 如 下 解 


1，T< ct 
各 (和 (1.3.14) 
0，2Z > ct， 


这 里 C = E(1), 它 是 矩形 波 的 行 波 解 ， 如 图 1.5. 


图 1.5 
事实 上 ， 对 任意 zi,zz e R, (1.3.14) 的 积分 为 
LT2 Tl1, Ti1<Zz2<, 
I2 
/ u(z,t)dr = 4 ct 一 ZI1， ZI < ct < 2, 
I1 


0, ct <r1 < IT2， 


可 以 推出 


dad zz c, TZ1l < ct < Zz, 
1/ ul(z, t)dzr = a 
dt Z1 0，ctEl(zl,z2) 
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= E(u(z1,t)) ~ E(u(z2,t)), 


这 里 
E(1), T1< ct, 
E(u(z1,t)) 全 | 


0， Z1 > ct， 


E(u(z2,t)) = | E(1), Za < ct， 
0， T2 > ct 
这 就 验证 了 (1.3.14) 是 (1.3.13) 的 解 . 
对 于 双 曲 守恒 律 方程 初 值 问题 (1.3.13), 一 般 来 讲解 并 不 是 唯一 的 ， 这 需要 
加 上 某 些 具有 物理 意义 的 限制 条 件 ， 使 得 问题 具有 唯一 物理 解 . 在 数学 上 ， 这 方 
面 的 工作 是 由 P. D. Lax, O. A. Oleinik, E. Hopf 等 人 完成 的 . 


81.4 稳定 性 问题 


稳定 性 是 自然 运动 的 主要 特征 ,没有 稳定 性 ， 任 何 系统 都 将 没有 秩序 . 稳定 
性 的 种 类 很 多 ， 但 目前 为 止 能 用 数学 进行 广泛 研究 的 只 有 几 类 : 关于 方程 外 参 
变量 的 稳定 性 、Lyapunorv 稳定 性 (包括 吸引 子 ) 、 Kolmogorov 稳定 性 、 结 构 稳 
定性 . 这 里 我 们 只 介绍 Lyapunov 稳定 性 、 Kolmogorov 稳定 性 和 结构 稳定 性 . 


§1.4.1 Lyapunov 稳定 性 


考察 一 个 经 验 例子 .一 个 盛 有 水 的 水 桶 内 一 个 叶片 以 某 小 常 速度 在 水 中 进 
行 旋转 ， 将 水 桶 置 在 火 上 进行 加 热 ， 当 水 开始 翻滚 时 再 撤去 火 源 .可 以 观察 到 ， 
经 过 一 段 时 间 后 水 桶 里 的 水 将 不 再 翻滚 ， 而 是 变 为 以 常 速 度 在 桶 中 随 叶 片 而 稳 
定 地 旋转 ， 如 图 1.6 所 示 . 


> 
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这 一 自然 现象 在 数学 中 就 是 渐 近 Lyapunov 稳定 性 . 桶 Q 内 的 水 流速 度 场 
u(z,t) 满足 如 下 初 - 边 值 问题 : 


人 7 E 多， 


(1.4.1) 
divu = 0. 
u:nlan = 0, 二 lao = 0， (1.4.2) 
初始 条 件 为 
u(zZ,0) = ¥(7), Zz €Q, (1.4.3) 


这 里 f 为 旋转 叶片 产生 的 外 力 ， y(z) 为 撤去 火 源 那 一 刻 水 的 翻滚 速度 状态 ， 
n,7 分 别 为 边界 69 上 的 单位 法 癌 基 与 切 向 基 . 

令 uv(z,t 为 问题 (1.4.1)~(1.4.3) 的 解 ， 它 就 是 描述 桶 中 流体 运动 过 程 的 速 
度 场 ， 则 这 一 自然 现象 的 数学 表达 就 是 


lim w(z,t) = uo(7), 
tft—o0 


这 里 wo(z) 就 是 描述 经 过 一 段 时 间 后 桶 中 稳定 旋转 流体 的 速度 场 ， 它 是 问题 
(1.4.1)~(1.4.3) 的 定 态 解 ， 满 足下 面 方程 


— LAu+(u: V)u+ Vp= f(x), rT EQ, 
divt = 0, (1.4.4) 


Our 
二 0， 一 二 0, 


我 们 再 继续 观察 . 让 叶片 的 旋转 速度 加 大 ,经验 告 诉 我 们 ， 当 旋转 速度 高 达 
某 种 程度 后 ， 撤 去 火 源 的 水 就 不 再 渐渐 地 成 为 稳定 的 旋转 流体 ， 而 是 变 为 既 旋 
转 又 翻滚 的 流体 .但 是 不 管 初始 速度 p 有 多 大 ， 桶 内 流体 速度 会 降下 来 保持 与 
叶片 相应 的 速度 范围 内 ， 绝 不 会 发 生 水 的 流速 越 来 越 大 的 情况 . 

这 种 现象 从 数学 上 描述 ， 就 是 存在 一 个 集合 


DyCH= {uveEL(N,R)| divu =0; =0， 0 


使 得 对 任何 pe 互 , 问题 (1.4.1)~(1.4.3) 的 解 u(z,t,y) 满足 
im dist(w(Zz,t, yp), 械 ) =0, 在 五 范 数 下 . 


上 述 第 一 种 情况 称 为 渐 近 Lyapunov 稳定 性 ， 表 明 解 收敛 到 一 个 定常 状态 
第 二 种 情况 是 广义 Lyapunov 稳定 性 ， 表 明 解 收 到 一 个 有 界 集 上 . 当 集 合 荆 是 
紧 致 时 ， 颈 称 为 问题 (1.4.1)~(1.4.3) 的 全 局 吸引 子 . 
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81.4.2 ”Kolmogorov 稳定 性 


”Kolmogorov 稳定 性 直接 来 源 于 关于 太阳 系 稳定 性 问题 的 考虑 ， 即 太阳 系 的 
行星 经 过 充分 长 时 间 后 是 否 会 飞 出 太阳 系 ， 或 撞 到 太阳 及 其 他 行星 上 . 下面 就 
以 太阳 系 的 稳定 性 来 说 明 Kolmogorov 稳定 性 的 意义 . 

首先 介绍 描述 n 个 天 体 运 动 的 Hamilton 方程 若 每 个 天 体 有 2k 个 自由 度 
(1 < 3), 其 中 大 个 位 置 坐标 ， 大 个 动 基 (速度 ) 坐标 ， 则 nn 个 天 体 就 有 2nk 
个 自由 度 . 该 nn 个 天 体 的 总 能 量 是 这 2nk 个 自由 度 的 函数 ， 称 为 Hamilton 函数 


H = 万 (zl ,Tnk, Yi * ,Ynk), 


这 里 (z1,… ,Znk) 和 (i,… ,ynk) 分 别 为 n 个 星体 的 位 置 坐标 与 动量 坐标 . 此 
时 个 天 体 的 运动 满足 方程 

dzi OH dyi;s 0 

dt By’ dt bri a 

令 太 阳 系 有 m 个 行星 . 因为 每 个 行星 的 

质量 相对 于 太阳 系 非常 小 ， 所 以 先 不 考虑 行 
星之 间 的 相互 作用 ， 而 只 考虑 每 个 行星 与 太 
阳 之 间 的 作用 ， 并 且 假 设 太 阳 在 中 心 不 动 . 
只 有 两 个 


自由 度 ， 角度 9 和 角 动量 J = mr? 如 图 
和 1.7. 此 时 太阳 系 总 能 基 为 


Ho = > H;(0;, J;), 
zt 一 工 
这 里 FH; 为 第 ; 个 行星 与 太阳 作用 的 能 基 ， 
Hi(0i, Ji) = 57 /r?m: li 
其 中 mi 为 行星 质量 ，7; 为 行星 到 太阳 距离， 大 为 引力 常数 ，M 为 太阳 质量 . 
从 下 面 Hamilton 方程 


db OHo -1 -2, 
7 
dji _ _9Ho _ 

ot 00;  ” 


可 得 到 解 


| Ji(t) = Ji(0) = const, (1.4.5) 


0;(t) 一 wi(t) 十 8;(0), ui 二 mr ri 2 J:(0). 
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如 果 将 n 个 行星 视 为 一 个 在 2n 维 空间 R2" 中 运动 的 一 个 质点 a, 其 中 a 在 
R2" 中 的 坐标 a = (z1,… ,Zn ,Yn) 分别 与 这 n 个 星体 坐标 对 应 : zi = 
0i,yi 二 Ji, 则 (1.4.5) 告诉 我 们 ， 不 考虑 行星 之 间 相 互 作用 时 ， 在 R2n" 中 代表 行 
星 的 质点 a 运动 是 一 个 在 n 维 轮胎 面 上 环绕 的 轨道 线 ， 如 图 1.8. 


1.8 


也 就 是 说 ， 对 任何 初 值 a(0) s R*”,a(0) 冯 0, 质点 a 都 是 在 一 个 维 轮胎 面 
T" = S51 x S51x.….x5S! 上 进行 环绕 . 不 同 的 轮胎 面 代表 点 a 具有 不 同 的 能 基 . 

现在 再 考虑 各 行星 之 间 的 相互 作用 时 , 这 种 作用 相对 于 太阳 的 作用 很 小 , 因 
此 可 视 为 一 个 小 扰动 ， 其 Hamilton 函数 为 


H = Ho(0, J) + eHi(0, 7), (1.4.6) 


其 中 Hamilton 函数 Hi(9, J 了) 关于 9 是 周期 的 . 

所 谓 的 Kolmogorov 稳定 性 就 是 说 ， 在 小 摄 动 (1.4.6) 的 作用 下 ， 由 Ho(9, 了) 
所 确定 的 R2" 中 轨道 轮胎 面 (1.4.5) 大 多 数 都 不 会 消失 ， 它 们 只 是 发 生 一 些小 的 
形变 . 换 句 话说 , 太阳系 各 行星 仍然 会 绕 着 太阳 各 自作 周期 运动 ， 只 是 轨道 形状 
会 有 些 改变 . 

Kolmogorov 稳定 性 是 由 KAM 理论 所 支持 的 . 下 面 对 KAM 理论 进行 简单 
的 介绍 ， 

定义 1.1 令 M 是 一 个 2n 维 辛 流 形 ， 一 个 M 上 的 Hamilton 系统 五 称 为 
是 完全 可 积 的 ， 如 果 存 在 n 个 函数 五 = 日 , 2,… ,有 ECc(M), 使 得 

(1) dFi 入 .…AdF, 关 0, 并且 

(2) Poisson 括号 [所 i, ==0, vl <ign. 
这 里 两 个 函数 FG 的 Poisson 括号 定义 为 
8P8G 6G8F 
OriOy; OriOyi 


条 件 (1) 表示 由 f(z)= 常数 (i = 1,… ,n) 所 确定 的 等 值 面 马 上 法 向 量 线 
性 无 关 ， 条 件 (2) 意味 着 每 个 等 值 面 ; 是 关于 Hamilton 流 不 变 的 . 
下 面 三 个 定理 构成 KAM 理论 的 一 个 完整 概貌 . 


[F,G] = 
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定理 1.1 一 个 Hamilton 系统 瑟 在 M 上 是 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 对 每 一 
点 TE MM, 存在 局 部 坐标 (9, J), 使 得 在 (2,.7) 坐标 下 


H = H(i,.… ,Jn). 


定理 1.2(Liouville-Arnold 不 变 轮胎 定理 ) 令 及 e C~(M) 是 完全 可 积 的 
Hamilton 系统 ， 记 


M: = {Tz € MI| Fi(z) = VRi(7z) 线 性 独立 ，1 < i < n}. 


则 下 面 结论 成 立 
(1) M; 是 日 的 Hamilton 流 Bs 的 不 变 流 形 ， 而 且 每 一 个 M; 的 连通 分 支 
是 微分 同 胚 于 T"-* x R*, 特别 地 ， 若 Mz 是 紧 的 ， 则 Mz 同 胚 于 m” 维 轮胎 T™. 
(2) Bs 是 拓扑 共 轿 于 一 个 像 (1.4.5) 的 线性 流 ， 即 By 可 表示 为 


i 一 wit + const., .J; = const.. 


定理 1.3(KAM 定理 ) 设 fo 为 M 上 完全 可 积 的 Hamilton 系统 ， 其 不 变 
流 形 为 n 维 轮胎 T", 则 对 如 下 的 Hamilton 薄 数 


H= Ho(J) +éeHi(y,0), (1.4.7) 


若 Hi(J,9) 关于 9 是 周期 的 ， 且 Ho 是 非 退 化 的 : 


det ( 人 关 0， 在 M 上 ， 
则 当 < 一 0 时 ， Hamilton(1.4.7) 在 M 中 的 不 变 轮胎 集合 的 测度 趋 于 Ho 在 M 
中 不 变 轮胎 集合 的 测度 . 被 保留 下 来 的 不 变 轮胎 都 是 非 共振 的 , 即 Ho 的 线性 流 
0; = wit 的 频率 比 wi/w; 为 无 理 数 . 

事实 上 ， 关 于 太阳 系 Ho 是 退化 的 ， 因 为 摄 动 Hamilton 函数 应 该 是 Hl = 
Hi(J?,9,7), 这 里 > 为 行星 到 太阳 距离 . 但 是 92 Ho0/6707; = 0. 
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在 自然 界 中 比较 典型 的 结构 稳定 性 例子 就 是 海洋 中 偶 极 子 流 及 双环 流 (dou- 
ble gyre) 现象 ， 

所 谓 海洋 的 偶 极 子 流 及 双环 流 现象 是 指 在 一 些 海湾 域 中 发 现 有 如 图 1.9 所 
示 的 环流 结构 ， 偶 极 子 的 海流 结构 如 图 1.10 所 示 . 偶 极 子 流 及 双环 流 现象 一 般 
是 在 一 个 较 大 尺度 范围 内 发 生 ， 而 偶 极 子 流 可 以 是 在 较 小 扩 度 的 海流 中 出 现 . 

从 海洋 学 的 观察 中 我 们 知道 ， 这 些 流 的 结构 是 稳定 的 . 也 就 是 说 , 在 任何 小 
的 外 在 影响 下 ， 如 风力 和 船只 行驶 等 ， 其 流 的 拓扑 结构 不 发 生变 化 而 只 是 形状 
有 些 变化 ， 从 这 些 自然 现象 转化 为 数学 问题 就 是 向 基 场 的 结构 稳定 性 . 


81.4 稳定 性 问题 21 ， 


后 
局 加 


图 1.9 ” 偶 极 子 流 及 双环 流 现象 , 已 , 己 是 两 个 海岸 边界 鞍点 


图 1.10 “一 个 偶 极 子 流 的 结构 


在 81.3.1 中 , 我 们 介绍 了 向 基 场 流 的 概念 , 即 向 其 场 全 体 轨道 构成 的 集合 . 
因而 向 其 场 与 流 之 间 有 一 个 对 应 关系 .通常 说 向 量 场 的 拓扑 结构 就 是 指 其 对 应 
流 的 拓扑 结构 . 这 样 所 谓 的 向 其 场 结构 稳定 性 是 指向 基 场 在 任 一 个 小 摄 动 v = 
4 二 suo 下， 和 ww 的 流 都 有 相同 的 拓扑 结构 . 

为 了 更 好 地 理解 结构 稳定 性 问题 ， 下 面 从 数学 上 给 出 向 基 场 结构 稳定 性 的 
严格 定义 . 

令 M 是 一 个 n 维 光滑 流 形 ，C"™(TM) 是 定义 在 M 上 所 有 "7 次 连续 可 微 的 
向 其 场 并 配 以 Cr 范 数 (7 > 1). 

定义 1.2 两 个 向 基 场 u,v e Cm"(TM) 称 为 是 拓扑 等 价 的 ， 如 果 存 在 一 个 同 
胀 :AM 一 M, 使 得 vw 映 久 的 轨道 到 wv 的 轨道 并 且 保 定 问 . 

定义 1.3 ”一 个 向 量 场 ve Cr(TM) 被 称 为 是 结构 稳定 的 ， 如 果 存 在 一 个 4 
的 邻 域 OC C" (TM), 使 得 对 任何 ve 0O,u 和 w 是 拓扑 等 价 的 . 

关于 一 般 向 其 场 的 结构 稳定 性 定理 最 完备 的 就 是 二 维 流 形 上 的 Peixoto 定 
理 . 在 高 维 流 形 上 Palis 和 Smale 只 给 出 结构 稳定 性 的 充分 条 件 ， 更 主要 的 是 稳 
定向 基 场 的 集合 在 Cr(TA) 空间 中 不 稠密 . 下面 介绍 Peixoto 定理 . 
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定理 1.483 一 个 向 量 场 uw € C1(TM) 是 结构 稳定 的 充分 必要 条 件 是 
(dimM = 2): 

(1) 4 仅仅 有 有 限 个 奇 点 和 闭 轨 道 并 且 是 双 曲 的 ; 

(2) 没有 连接 鞍点 的 轨道 ; 

(3) 非 游 荡 集 仅仅 由 奇 点 和 财 胃 道 构成 . 
进一步 ， 所 有 结构 稳定 向 量 场 的 集合 在 C1(TM) 中 是 一 个 开 笛 集 . 

所 谓 游荡 集 Q C M 是 指 对 任 一 点 zo € Qw, 存在 一 个 邻 域 N C M(xo € 六 )， 
使 得 过 zo 点 的 轨道 zltzo)& N vi > 对 了 充分 大 . 

应 用 Peixoto 定理 不 能 够 描述 海洋 偶 极 子 流 及 双环 流 环流 及 偶 极 子 流 的 结 
构 稳定 性 .因为 海洋 流 的 洲 涡 中 心 是 非 双 曲 奇 点 且 周 围 奢 轨道 是 无 穷 多 ， 

因为 流体 的 速度 场 是 不 可 压缩 的 ， 因 此 考虑 流体 流 的 结构 稳定 性 必须 是 在 
不 可 压缩 场 的 摄 动 下 ， 在 文献 [62] 中 ， 具 有 各 种 边界 条 件 的 二 维 不 可 压缩 向 基 
场 及 Hamilton 场 的 结构 稳定 性 定理 都 被 证 明 . 在 本 书 第 八 章 将 对 Dirichlet 边界 
和 自由 边界 条 件 下 的 结构 稳定 性 定理 给 予 介 绍 . 


81.5 分 歧 现 象 


分 层 是 自然 运动 中 的 普遍 现象 ， 它 所 描述 的 是 一 个 稳定 的 定 态 运 动 状态 当 
某 种 参数 超过 一 个 临界 值 时 就 会 跃迁 到 另 一 种 运动 状态 .在 下 面 给 出 的 几 个 例 
子 中 ， 我 们 能 够 从 自然 现象 来 理解 分 野 的 概念 ， 


§1.5.1 ”对称 磁场 中 的 择 


考虑 一 个 在 对 称 磁 场 中 的 平面 单 摆 运 动 . 令 单 摆 的 杆 长 ! = 1, 杆 的 一 端 系 
了 一 个 质量 m = 1 的 小 铁 球 ， 小 铁 球 以 杆 的 另 一 端 为 中 心 在 半径 为 1 的 圆周 上 
运动 ， 有 摩擦 阻力 . 另外 在 单 摆 两 侧 对 称 地 有 两 个 具有 相同 磁场 的 磁 板 . 这 两 块 
磁 板 到 摆 的 垂直 线 距 离 7 是 相等 的 , 而 且 7 远大 于 1, 即 7 之 1, 如 图 1.11 所 示 . 


图 1.11 在 一 个 对 称 磁场 的 摆 
从 直观 上 看 ， 当 两 侧 磁场 强度 入 小 于 某 个 临界 值 xo, 即 入 < Xo, 在 引力 和 摩 
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擦 力 的 作用 下 ， 这 个 摆 将 逐渐 在 0 = 0 的 位 置 停止 下 来 ， 这 里 9 是 摆 的 杆 与 垂 
线 之 间 的 夹 角 . 但 是 ， 当 入 超过 Xo(A > Xo) 时 ， 在 中 心 位 置 的 两 侧 将 对 称 地 出 
现 两 个 平衡 位 置 土 9、 关 0(A > Xo), 使 得 小 球 在 磁场 、 引 力 和 阻尼 的 作用 下 将 在 
土 9、 中 任 一 个 位 置 静 止 下 来 ， 小 球 在 土 9、 中 哪 一 个 位 置 停 下 来 取决 于 它 的 初始 
状态 .另外 ，.0、 一 0 当 入 一 和 0. | 

这 是 一 个 典型 的 动态 分 歧 例 子 ， 现 在 我 们 来 看 如 果 从 数学 上 反映 这 一 分 歧 
现象 ， 这 个 单 摆 运 动 满足 下 面 初 值 问题 


d20 db 

a 一 一 9sin0 十 cosb， 
0(0) 一 Cl， 

(0) 一 CQ2， 


这 里 大 > 0 是 阻尼 系数 ， 9 是 引力 常数 ，f 是 磁力 . 
由 库仑 定律 及 7 > 1, 了 能够 被 表达 为 


f=Fs -hh 
A _ A 
(rsin0)? (r+sin0)? 
4ArA sinO 


~Asing, 入 = 4Ar 一 3， 
这 里 A 是 磁场 强度 ， 这样， 运动 方程 能 够 被 表示 为 
ad20 d0 


= 一 一 0sin0 二 和 sinbcos0. 
~ 那么 运动 方程 化 为 

dri 和 

es 

dt (1.5.1) 

dx2 . 

一 Kz2 一 9Sinzl 十 入 SinTZlCcosTrl， 
其 初始 条 件 为 

Zl(0) 一 Ql1)， 22(0) 一 CQ2。 ls 

由 Taylor 展开 


入 sin Zl cos XT1 一 9Sinzl 一 (入 一 9g)zZl 一 (4 一 9g)zz + ol|lzll3). 
在 z=0 的 附近 系统 (1.5.1) 可 表达 为 


dz1 m | 
ss bs 
| dt (1.5.3) 


dr 1 
= (A— gr1— kz2 — (4X— 9)z1 十 o(lza| ). 
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0 1 
寺 


一 K 士 Vi 一 4(9 一 入) 
和 + 二 i 


它们 具有 负 实 部 . 在 这 种 情况 下 , 平衡 点 z = 0 是 方程 (1.5.3) 的 渐 近 稳定 奇 点 . 
当 和 =g 时 ,方程 (1.5.3) 变 为 


当 和 和 <g 人 时 ， 和 矩阵 


有 两 个 特征 值 


此 时 (1.5.4) 的 特征 值 为 
Ni = 0， 》a = 一 上 


平衡 点 为 临界 状态 . 在 3.4.2 节 中 我 们 将 验证 ，z = 0 是 一 个 (1.5.4) 的 局 部 渐 近 
稳定 的 平衡 点 ， 由 吸引 子 分 歧 定理 ( 见 85.3), 关于 对 称 磁场 中 单 摆 运 动 控制 方程 
可 以 得 到 如 下 动态 分 歧 定 理 . 

定理 1.5 存在 z=0 的 一 个 邻 域 UC Re, 使 得 下 面 结论 成 立 . 

(1) 当 和 <g 时 ，Zz=0 是 (1.5.1) 在 UV 中 渐 近 稳定 的 奇 点 ， 如 图 1.12(a) 所 
个; 

(2) 当 入 >g 时 , 方程 (1.5.1) 从 (z, A) = (0,9) 处 分 岐 出 两 个 平衡 点 ( 士 OA, 0)， 
它们 是 局 部 渐 近 稳定 的 . 


(a) 当 入 <g 时 ，Z =0 是 一 个 吸引 子  (b) 当 入 > 9 时 ， 系 统 分 歧 出 两 个 吸引 子 ( 士 PA,0) 
图 1.12 


31.5 分 装 现 象 ‘25 . 
进一步 ， 这 个 开 集 U 能 够 被 分 解 为 两 个 开 集 UF 和 U2, 就 如 图 1.12(b) 所 
示 ， 
UVU=D+, UNU=2. 0eT= OUr*NOU, 
(0,,0) e U?, (-0,,0) e UZ, 
使 得 对 于 初 值 (1.5.2), 我 们 有 
lim (z1(t, a), 22(t, a)) = (6,0)， 当 (a 92) < ew 


lim (zi(t, a), z2(t, a)) = (-0,0)， 当 (@1, 02) € U2, 


这 里 (zx1(t,Q),z2(t,a)) 是 问题 (1.5.1) 和 (1.5.2) 的 解 . 

事实 上 ,， 当 入 > 9 时 ，z = 0 有 两 个 特征 值 和 1<0 和 Xs > 0, 因而 z=0 有 
一 个 一 维稳 定 流 形 ， 它 就 是 定理 中 的 T= 9U? N 9U2. 械 将 U 分 为 两 个 开 集 UT 
和 U2, 分 别 为 分 歧 平 衡 点 (9、,0) 和 (0、,0) 的 吸引 域 . 

再 从 传统 定 态 分 歧 理论 来 考察 对 称 磁场 中 单 摆 运 动 的 分 歧 现 象 ， 以 便 对 比 
动态 分 歧 与 定 态 分 岐 的 差别 . 考虑 (1.5.1) 的 稳 态 方程 


ZL2 三 0, 
| (1.5.5) 


— kr2 ~ 9sinzi + Asinr1cosr = 0. 


显然 zx = (x1,7T2) = (kn,0),k = 0, 土 1,… 是 方程 (1.5.5) 的 平凡 解 ， 而 且 (1.5.5) 
的 非 平 凡 解 满足 


COS T] 二 A， za 一 0， (1.5.6) 


这 样 ， 从 (1.5.6) 我 们 看 到 ， 当 入 < 9g 时 ， (1.5.5) 仅仅 有 平凡 解 ， 即 方程 (1.5.1) 
没有 定 态 分 歧 . 而 当 入 > 9g 时 ， (1.5.5) 从 (z,A) = (0,9) 处 分 歧 出 两 个 非 平凡 解 


vi(N) = (zi ;22) = (: 2 9 


+ 
容易 验证 ， 在 这 两 个 非 平 凡 解 ， (1.5.5) 的 Jacobi 矩阵 的 特征 值 实 部 都 是 负 的 . 
因而 z+(》) 是 方程 (1.5.1) 两 个 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 点 .这样 ， 我 们 便 得 到 定 态 
分 歧 定理 ， 

定理 1.6 方程 (1.5.5) 从 (z,A) = (0,9) 处 分 歧 出 严格 的 两 个 解 z+{(A) = 
(+ arccos A， 0) 对 入 > g, 并 且 rzx(A) 是 方程 (1.5.1) 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 . 

很 清楚 ， 定 理 1.4 比 定理 1.5 更 精细 ， 从 定理 1.4 我 们 不 仅 知 道 分 时 出 两 个 
平衡 解 ， 而 且 知 道 这 两 个 平衡 解 的 吸引 域 . 同时 ， 一 般 说 来 ,分歧 解 的 稳定 性 的 
验证 也 常常 是 一 个 非常 困难 的 何 题 . 
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§1.5.2 ”Kaldor 模型 的 经 济 周期 


我 们 现在 再 从 Kaldor 模型 来 观察 经 济 周期 现象 . 81.1 中 介绍 了 Kaldor 模 
型 ， 它 有 如 下 形式 


(1.5.7) 
Y= I(r,y,N), 
这 里 为 社会 总 收入 ，y 为 社会 总 资本 ， 和 为 生产 技术 参数 ， 7 为 投资 函数 
5 为 依 著 函数 

我 们 首先 需要 根据 经 济 规则 给 出 投资 函数 7 和 依 车 函数 S 的 具体 数学 表 
达 ， 对 每 一 种 技术 参数 X 社会 经 济 都 存在 一 个 平衡 状态 (z0,y0),zo > 0 > 0 
这 个 状态 连续 地 依赖 于 》 由 经 济 规律 ， 在 平衡 春 (zo 加 ) 的 邻 域 ， 了 和 8 满足 


| = 1(0,y,N) Ste,y,N\), 


ol oI O05 O05 
Bz >0 By <0 Pr > 0, A 0. 
再 根据 投资 边际 递减 律 及 储蓄 边际 规律 


Be Dn 
Oy Or ne 》 Ox? 0 Ov? y Vy0 


由 这 些 条 件 ， 在 (zo,yo) 的 邻 域内 ， 工 和 3 取 如 下 形式 


T=a\(z — 7x0) — ar(y — yo)’, 
S=b(z— zo)+ca(y — Yo) + By(z — Zo) + yr(Y — yo)’, 


这 里 aa,ba,cs>0 连续 地 依赖 于 Na 3,Y>>0 是 常数 ， a、 代表 投资 意愿 ， by 
代表 储蓄 意愿 . 
这 样 ， Kaldor 模型 (1.5.7) 化 为 如 下 形式 


= =ka(z— 7z0)— ca(y — yo) — br(y 一 yo) 一 位 三 +0) 
: (1.5.8) 
一 QAX(Z 一 Z0 ) 一 ar(y yo) 


这 里 从 = a 一 以 ,0 一 Ga 十 了， 
从 数学 的 观点 ， 如 果 (1.5.8) 线性 部 分 的 矩阵 4 其 特征 值 61 (入), 52( 入 ) 满足 


< 0， 入 < 和 0， 
ReBi( 和 ) 一 0， 入 一 入 0， 1 一 1,2, 


>0,， 入 > No. 
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对 某 个 Xo e R, (1.5.8) 就 可 能 在 ((z,y), 入 ) = ((zo, yo), Xo) 处 发 生 分 歧 ， 特 
别 地 ， 如 果 Bi(Xo)(i = 1,2) 是 一 对 虚数 ， 则 (1.5.8) 在 ((zo, yo), Xo) 处 一 定 分 歧 
出 一 个 周期 轨道 ， 称 为 Hopf 分 歧 . 

对 应 于 (1.5.8) 线性 部 分 的 矩阵 为 


A、 人 人 
a、 0 
pp k\ 土 Vk ~ haacs 一 
令 Mo € RR 是 一 个 临界 技术 参数 ， 满 足 


< 0， 入 < 入 0， 
ks =as—bs$ =0, 入 = NN, (1.5.9) 


>0,， 入 >0. 


其 特征 值 由 下 式 给 出 


那么 我 们 能 够 看 到 ReB4 (入) < 0, 当 入 < Xo, 此 时 方程 (1.5.8) 的 平衡 点 (Zo, yo) 
是 局 部 渐 近 稳定 的 . 当 入 = Xo 时 ， B+(Xo) = 士 iVaxocxs 是 一 对 虚数 ， 因 而 
(1.5.8) 在 ((zo, yo), 和 0o) 处 一 定 发 生 Hopf 分 野 . 为 了 证 明 在 ((zo,yo), Xo) 分 歧 出 
的 周期 轨道 是 一 个 吸引 子 ， 即 是 Lyapunov 渐 近 稳定 的 ， 需 要 验证 在 入 = Xo 处 
(zo,) 是 (1.5.8) 渐 近 稳定 平衡 点 .这 等 价 于 下 面 事 实 : 方程 (1.5.8) 非 线性 项 
的 散 度 在 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 是 非 正 的 . 这 一 点 能 够 很 清楚 地 看 到 ， 对 任何 
(Zz 一 Z0)? 十 (y 一 yo)? <e,(z,y) 关 0, 这 里 e >0 充分 小 ， 有 


[or(y yo) By(z — zo)] + 地 [az 一 四 


=— [3By(z — zo0)? + 3az(y — yo)*] — 65t(y — yo)” <0. 

这 样 ， 可 以 将 (1.5.8) 的 分 歧 总 结 成 下 面 定理 . 

定理 1.7 今 Ao € RR 是 一 个 临界 参数 满足 (1.5.9), 那么 有 下 面 的 结论 : 

(1) 当 入 < Xo 时 ,方程 (1.5.8) 的 平衡 点 (zo,yo) 是 局 部 渐 近 稳定 的 ; 

(2) 当 Xo < 入 时 , 方程 (1.5.8) 从 ((z,y), 入 ) = ((zo,yo), 和 0) 分 歧 出 一 个 稳定 
的 周期 轨道 . 

现在 ， 我 们 能 够 从 定理 1.6 来 解释 社会 经 济 的 动态 行为 ， 从 经 济 学 的 观点 ， 
一 个 稳定 的 周期 轨道 代表 了 社会 经 济 体 系 的 周期 波动 行为 ， 当 工业 技术 水 平 参 
数 和 < 和 0 时 ， 社 会 生产 力 水 平 低 下 ， 投 资 利率 及 社会 收入 都 较 低 .因而 投资 意 
愿 比 储蓄 倾向 要 弱 ， 即 a、 < ba. 这 样 ，k、 = a、 一 b、 < 0, 在 这 种 情况 下 就 像 定 
理 1.6 所 陈述 的 那样 ， 社 会 经 济 是 在 平衡 点 周围 波动 发 展 ， 即 是 一 种 自给 自足 稳 
定 平衡 的 状态 . 
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当 技 术 参 数 入 > Xo 时 ， 新 的 技术 给 投资 带 来 高 额 利 润 ， 使 得 社会 投资 意愿 
超过 储蓄 的 倾向 ， 即 k、 = a、 一 5、> 0, 此 时 社会 经 济 发 展 方式 发 生 了 根本 变化 ， 
从 过 去 自给 自足 的 稳定 平衡 发 展 路 变 为 周期 波动 的 发 展 模式 . 这 就 是 我 们 今天 
看 到 的 情况 . 


81.5.3 ”流体 的 边界 层 分 离 与 内 部 分 离 


边界 层 分 离 与 内 部 分 离 是 人 们 非常 熟悉 的 一 种 自然 现象 ,我们 经 常 可 以 观 
察 到 , 在 一 个 河流 中 有 时 从 河 边 上 或 者 河 的 内 部 会 突然 产生 一 个 洲 涡 . 如 果 这 个 
洲 涡 从 边界 上 产生 ， 如 图 1.13(a) 和 (b) 所 示 , 就 是 所 谓 的 边界 层 分 离 (boundary 
layer separation). 如 果 这 个 流 涡 是 从 内 部 发 生 ， 如 图 1.14(a) 和 (b) 所 示 ， 就 是 
所 谓 的 内 部 分 离 (spin off). 


C—O 
z, 09 


(a) 当时 间 上 < to 时 ， 在 边界 xo € 9Q 点 附近 是 一 个 平行 流 


90 


了 Tu 
(b) 当 t0 <t 上 时， 从 zo e 699 生出 一 个 涂 涡 


图 1.13 

边界 层 分 离 与 内 部 分 离 在 地 球 物理 流体 动力 学 中 是 一 个 非常 普遍 和 重要 的 
现象 , 如 海湾 流 的 边界 层 分 离 、 高 山 边 的 大 气 环流 分 离 以 及 龙卷风 形成 等 . 这 些 
行为 经 常 对 大 气 和 海洋 环流 产生 重大 影响 ， 从 而 影响 地 球 的 气候 与 环境 的 变化 . 

按 数学 的 观点 ， 边 界 层 分 离 与 内 部 分 离 现象 实质 上 对 应 于 两 种 不 同类 型 分 
歧 的 发 生 . 我 们 知道 ,流体 动力 学 分 为 两 个 不 同 分 支 ， Euler 动力 学 与 Lagrange 
动力 学 . Euler 动力 学 主要 研究 控制 速度 场 的 流体 动力 方程 及 其 数学 与 物理 性 
质 ， 在 数学 上 属于 偏 微 分 方程 领域 ,而 Lagrange 动力 学 主要 关心 流体 速度 场 的 
轨道 及 其 拓扑 结构 ， 属 于 有 限 维 动力 系统 范围 . 当 流 体 发 生 边 界 层 或 内 部 分 离 
时 ， 首 先是 流体 动力 方程 由 于 某 种 外 参 变量 A 的 变化 而 发 生 分 歧 ， 方 程 的 解 从 
一 种 稳定 状态 跃迁 到 另 一 种 稳定 状态 . 这 就 是 前 面 介 绍 的 那些 传统 类 型 的 分 歧 . 
原来 稳定 状态 的 解 wo 的 拓扑 结构 是 如 图 1.13(a) 或 图 1.14(a) 所 示 的 平行 流 . 当 
跃迁 到 另 一 状态 wo 十 vs 时 ， 从 wo 到 wo 十 va 这 中 间 速 度 场 的 拓扑 结构 发 生 了 
变化 ， 从 边界 或 内 部 分 歧 出 一 个 小 涡 . 这 第 二 种 分 歧 称 为 结构 分 歧 . 因此 ， 要 完 


81.5 分 歧 现 象 “0 


全 理解 边界 层 分 离 和 内 部 分 离 问 题 ， 就 必须 走 Euler-Lagrange 动力 学 相 结合 
道路 . 
一 一 一 一 一 


-一 一 > 一 


了 Zn 
-一 一 一 一 一 一 


(a) t < te 时 ， zo 附近 是 一 个 管 形 流 


(b) to < 上 时， 从 zo 生出 一 个 洲 涡 
1.14 


边界 层 分 离 是 流体 动力 学 中 一 个 著名 的 问题 ， 物理 学 家 工 . Prandtl 在 1904 
年 最 早 注意 和 研究 这 一 现象 .而 内 部 分 离 也 是 流体 动力 学 中 引 人 关 注 的 一 个 重 
大 问题 .然而 近 一 百年 来 在 这 两 个 问题 上 一 直 没 有 建立 合适 的 数学 理论 去 研究 
它们 . 

最 近 ， 在 文献 [24,25,62,64,67] 中 ， 关 于 边界 层 和 内 部 分 离 问 题 从 Lagrange 
动力 学 方面 给 出 了 一 套 完整 的 数学 理论 ， 下 面 将 分 别 对 这 两 个 问题 的 结构 分 歧 
理论 给 予 简单 的 介绍 . 最 后 , 我 们 也 将 从 Euler-Lagrange 动力 学 艳 合 理论 的 角度 
去 分 析 和 讨论 这 两 个 问题 . 

1. 边界 上 的 结构 分 歧 

令 Cr(TM) 是 所 有 定义 在 M cC R? 上 的 7 次 连续 可 微微 量 场 空间 , 7 > 1,M 
是 一 个 开 集 ， 记 

BTM)= {ueEC (TM)| divu = 0, vlan = 0}. 


令 wb e B5(TM) 是 一 个 单 参数 族 向 量 场 ， 并 且 在 t = 如 的 一 个 邻 域 有 
如 下 Taylor 展开 
u(x,t) = uo (7) + (t— to)u! (x) + O((t ~ to)"), 
u(r) = u(z, to), (1.5.10) 


ul (7) ue to) | 
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假设 zo e 9M 是 一 个 边界 上 的 点 ， 
8uo(zo) 


ind ( 答 ,o) = 0, (1.5.12) 
2 le0) #0, | (1.5.13) 
另外 对 uw? = 一 (ud ud), 又 假设 : 
uy (Xo0) 
Fe 0, (1.5.14) 


这 里 n,7 分 别 是 8M 的 单位 法 向 其 和 切 向 景 ，ind 表示 Bu? /On 在 zo 的 指标 . 

对 于 条 件 (1.5.11)~(1.5.14) 解释 如 下 . 

注 1.2 条 件 (1.5.11) 称 为 Prandtl 条 件 ， 是 边界 层 分 离 的 必 要 条 件 . 条 件 
(1.5.12) 是 等 价 于 没有 wo(z) 在 AM 内 的 轨道 连接 到 zo. 条 件 (1.5.13) 表明 靠近 
边界 流 的 加 速度 比较 大 . 

注 1.3 条 件 (1.5.14) 是 一 个 技术 性 假设 ， 它 能 保证 从 边界 上 分 上野 出 的 洲 误 
是 唯一 的 . 另外 条 件 (1.5.11) 和 (1.5.12) 意味 着 02u9(z0)/97On = 0. 同时 (1.5.14) 
能 以 类 似 的 高 阶 导数 条 件 替代 .因此 (1.5.14) 实质 上 是 如 的 局 部 解析 性 ， 它 是 
能 被 流体 速度 场所 满足 的 . 

下 面 定理 给 出 不 可 压缩 流 的 边界 层 分 离 基 本 特征 . 

定理 1.8 今 4(:,t)€ Bs(TM)(r > 1) 满足 条 件 (1.5.11)~(1.5.13), 那么 有 如 
下 结论 : 

(1) 当 t<to( 或 to <t) 时 ， 由 w(x,t) 所 描述 的 流 在 zo € 0M 附近 是 一 个 平 
行 流 ， 如 图 1.13(a) 所 示 . 

(2) 当 to < 或 t<to) 时 ，w(z,t) 有 一 些 洲 涡 从 (z,t) = (zo,to) 处 分 歧 出 
来 . 

(3) 如 果 条 件 (1.5.14) 成 立 ， 则 从 (zo,to) 处 分 歧 出 的 洲 涡 是 唯一 的 ， 如 图 
1.13(b) 所 示 . 

我 们 需要 强调 的 是 在 边界 层 分 离 中 ,条件 (1.5.14) 具有 一 般 性 的 性 质 ， 即 在 
所 有 在 zo 点 具有 边界 层 分 离 的 向 量 场 集合 中 ， 满 足 (1.5.10)~(1.5.14) 条 件 的 问 
基 场 是 开 稠 集 ， 因 而 在 自然 界 观 察 不 到 两 个 以 上 洲 涡 从 边界 上 分 歧 出 的 现象 . 

2. 内 部 结构 分 歧 


令 Wu(-,t) € B5(TM)(r > 1) 在 t= to 有 Taylor 展开 (1.5.10). 假设 zo E MM 
是 wo(z) 孤立 内 部 奇 点 ， 即 uw (zo) = 0, 并 且 


ind(uw0,zro) = 0, (1.5.15) 
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Dui(zo) Oui(zo) 
0 Ozl Or» : 
Du (zo) = Bud(zo) Oud(zo) 0, (1.5.16) 
Or1 OT2 
即 w? 在 zo 的 Jacobi 不 是 零 矩阵 ， 及 
ul (zo0) “€2 zz 0， (1.5.17) 
这 里 ez 是 满足 下 面 关 系 的 单位 向 基 
| Du? (zo0)es = ael (a #0), (1.5.18) 
Dau? (xo)ei = 0. 
另外 ， 又 假设 存在 某 个 偶数 m > 2, 使 得 
Or (ud (x0) €2) 0， l<k<m, 
一 一 一 一 一 一 一 二 1.5.19 
9efi 下 k= +n 9 


我 们 将 对 条 件 (1.5.15)~(1.5.18) 给 出 解释 . 
注 1.4 条 件 (1.5.15) 和 (1.5.16) 意味 着 向 基 
场 wo(z) 在 zo 点 的 邻 域 有 如 图 1.15 所 示 的 拓扑 
结构 ， 即 连结 zo 点 的 两 个 轨道 Ti 和 Ta 是 在 zo 


点 相 切 满足 (1.5.18) 的 单位 向 量 ei(Du?(zo) 的 T, Tr， 
特征 向 量 ) 是 Ti 和 Ts 的 公共 切 向 量 ， es 与 el 
正 交 . 条 件 (1.5.17) 表明 流体 在 zo 点 的 加 速度 与 图 1.15 
el 不 平行 . 
我 们 有 如 下 内 部 结构 分 歧 定 理 . 


定理 1.9 令 wb e B5(TM)(r > 1), 如 (1.5.10) 所 给 ， 并 满足 条 件 
(1.5.15)~(1.5.17). 那么 下 面 结论 成 立 : 

(1) 当 上 < t 如 (或 上 > to) 时 ， 由 w(z,t) 在 zo EE M 的 附近 所 描述 的 流 是 一 个 
管 形 流 ， 如 图 1.14(a) 所 示 . | 

(2) 当 t > 如 (或 上 < to) 时 ， wl(z,t) 有 一 些 中 心 (也 就 是 洲 涡 ) 从 (z,t) = 
(zo,to) 处 分 歧 出 来 . 

(3) 这 些 中 心 被 一 个 闭 的 延 拓 轨 道 y(t) 所 围 ， 并 且 Y(t) 当 t 一 如 时 收缩 到 
To. 

(4) 如 果 条 件 (1.5.19) 也 被 满足 ,那么 从 zo 分歧 出 来 的 中 心 是 唯一 的 ， 如 图 
1.14(b) 所 示 . 

正如 条 件 (1.5.14) 在 定理 1.7 中 具有 一 般 性 (genericity) 性 质 ， 这 里 条 件 
(1.5.19) 在 定理 1.8 中 也 具有 一 般 性 性 质 ， 其 证 明 可 参见 文献 [62]. 
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3. Euler-Lagrange 动力 学 耦合 理论 

上 面 两 小 节 介 绍 了 流体 的 边界 层 与 内 部 分 离 Lagrange 动力 学 理论 . 正如 前 
面 提 到 ， 要 完整 地 理解 边界 层 与 内 部 分 离 这 两 个 典型 流体 力学 问题 ， 就 必须 对 
它们 建立 一 个 Euler-Lagrange 动力 学 耦合 理论 . 这 一 小 节 将 以 黏 性 剪 切 流 为 基 
本 稳 态 流 提 出 一 个 研究 方案 . 

考虑 下 面 Navier-Stokes 方程 


(1.5.20) 


2 + (u Vu = pAu— Vp, en 
divu = 0, 


这 里 Q = {(z1,7X2) € R20 < zz < 工 } 是 一 个 带 形 区 域 . 方程 (1.5.20) 描述 了 9 
中 一 个 如 图 1.16 所 示 的 平行 剪 切 流 . 


1.16 
在 带 形 区 域 Q 中 的 一 个 平行 剪 切 流 能 被 表达 为 


10 三 {a(x2),0}. 


令 wo 是 (1.5.20) 的 一 个 定 态 解 , 则 容易 验证 uo = {a(z2),0} 中 的 函数 满足 
常数 ， 即 是 一 个 函数 
azT2) 一 入 1Z2 十 和 2T2 十 入 3. 


将 和 (1 < i < 3) 视 为 参 变 量 入 的 函数 ， 这 样 a = a(z2, 入). 作 平 移 变换 


UL 二 VY 二 Uo， 
将 4 代入 (1.5.20) 可 得 
Ov1 Oa Dul cc op 
= LAv1 一 本 9 Bz» (2 Vv Or 
-4 au Op (1.5.21) 
及 =HAm 一 aza， NE (v + V)v2 0z2” 


divv = 0. 
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方程 (1.5.21) 配 以 下 面 边界 条 件 


V 一 0 在 T2 二 0, L, 
(1.5.22) 
: 在 zi 方向 是 周期 的 


平行 剪 切 流 的 稳定 性 研究 就 是 考虑 当 和 变化 时 方程 (1.5.21) 和 (1.5.22) 的 
分 歧 问 题 ， 其 关键 就 是 考虑 下 面 特征 值 问题 


oal(z2， 和) ， Oul en 
— LAuil 十 6 2 十 2 三 LA)ua， 
一 AAu2 十 a(Z2， NE + gr = PW, (1.5.23) 
div = 0. 配 以 边界 条 件 本 


如 果 (1.5.23) 存在 特征 值 8;( 和 ) 满足 条 件 : 


<0，A 和 < AXo 
ReBi(A) 4 =0, A=X, 1<i<m, 
(1.5.24) 


>0,， 入 > No, 
ReBj;(M0) <0, m+1<), 


那么 问题 (1.5.21) 和 (1.5.22) 就 有 可 能 在 和 = 和 o 处 发 生 分 歧 . 

所 谓 关于 边界 层 与 内 部 分 离 的 Euler-Lagrange 动力 学 斐 合理 论 就 是 考虑 ， 
如 果 问 题 (1.5.21) 和 (1.5.22) 在 入 = 和 0 处 发 生 分 层 ， 其 分 疏解 可 能 是 定 态 解 或 
周期 解 等 等 令 va(z,t) 是 分 歧 解 而 且 是 稳定 的 ， 则 有 


li = 
Hm vA(7) = 


va 连续 依赖 于 和 , 并 且 主 要 是 由 Bi 的 特征 向 基 所 控制 . 因而 va 的 拓扑 结构 一 定 


含有 洲 涡 ， 如 图 1.17 所 示 . 


图 1.17 
这 样 ， 当 Xo < 入 时 ,方程 (1.5.20) 就 有 一 个 新 的 稳定 状态 


u(x, 入) = va 十 uo. (1.5.25) 
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我 们 能 够 注意 到 ，?wx 的 任 一 个 洲 涡 上 都 存在 一 条 曲线 1, 如 图 1.17 所 示 , 使 
得 va 在 1 上 的 zx2 方向 分 量 为 零 ， 即 在 ! 上 wa 与 wo 平行 但 方向 相反 . 因而 存 
在 和 > 和 0, 及 jo > 0, 使 当 入 > 和 A 和 ,0 <p< po 时， 解 (1.5.25) 一 定 分 歧 出 一 个 
洲 涡 . 这 是 由 结构 分 歧 定 理 (定理 1.8) 所 保证 的 . 用 同样 的 原理 也 可 讨论 边界 层 
分 离 问 题 . 

需要 说 明 , 平行 前 切 流 的 稳定 性 问题 是 流体 动力 学 中 一 个 非常 重要 课题 . 在 
”这 方面 已 有 丰富 的 理论 ， 它 们 都 是 主要 集中 在 (1.5.23) 的 特征 值 问题 上 . 
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在 大 气 物理 中 ,人 们 都 知道 气象 的 中 短期 预报 相对 而 言 较为 准确 , 然而 长 期 
预报 是 无 法 做 到 . 这 个 事实 所 对 应 的 就 是 混沌 现象 . 20 世纪 60 年 代 初 ， 由 气象 
学 家 Lorenz 发 现 的 奇异 吸引 子 便 能 解释 这 种 情况 . 从 Lorenz 奇异 吸引 子 人 们 
可 以 看 到 大 气 物 理 流 体 的 动力 学 行为 对 初 值 具 有 高 度 敏 感性 . 也 就 是 说 , 气象 的 
观测 值 与 实际 情况 不 管 有 多 么 相近 ， 经 过 较 长 的 时 间 后 ， 预 报 的 气象 状况 与 真 
实 的 状态 有 着 很 大 的 差别 . ER RN 使 得 人 
类 对 气候 的 长 期 预报 成 为 不 可 能 的 事 . 

为 了 更 好 地 理解 这 种 解释 ， 我 们 在 下 面 介绍 Lorenz 方程 及 其 奇异 吸引 子 . 

在 一 个 高 度 为 0 < zz < 互 的 大 气 层 内 ， 由 于 地 面 zz = 0 的 温度 To 大 于 上 
界面 zz = 的 温度 了, 热流 上 升 ， 寒流 下 降 ， 造 成 大 气 中 上 下 对 流 的 运动 ， 如 
图 1.18 所 示 . 


图 1.18 ”大气层 的 对 流 运动 


事实 上 ， 这 种 大 气 的 热 对 流 运动 就 是 我 们 后 面 将 要 系统 介绍 的 Rayleigh- 
Benard 对 流 的 一 种 形式 . 

我 们 从 数学 上 考察 这 一 问题 . 因为 这 种 对 流 在 (x1, zz) 的 垂直 截面 上 都 具有 
相似 性 ， 因 而 可 以 近似 地 用 平面 运动 进行 描述 ， 其 控制 方程 就 是 Navier-Stokes 
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方程 与 热传导 方程 的 耦合 ， 称 为 Boussinesq 方程 : 


Dul 有 Op 
BF + (WV)u = Auil 一 Br 


Ou2 A Op 
i + (UV)u2 = vAu2 一 B72 十 agT, 


Co Oa 
Or1 Dr 


元 + (wu VT = FAT， 


(1.6.1) 


其 中 , T 为 温度 函数 , u = (wi1,u2) 为 速度 场 ,9 为 重力 加 速度 ,v 为 动力 黏 性 系 
数 ,a 为 热膨胀 系数 ，x 为 热传导 系数 . 
对 于 大 气 对 流 运动 ， 在 边界 zz = 0 和 zz = 豆 上 取 自 由 边界 条 件 
unlen = u2|zs=0,8 = 0, 
Our 
On 


T|z,.=0 To, 了 |>: = 时 一 1. 


问题 (1.6.1) 和 (1.6.2) 是 大 气 对 流 的 原始 方程 . 气象 学 家 们 通常 采用 等 价 的 
流 函 数 形式 的 方程 .在 平面 区 域内 ， 无 散 度 场 可 表示 为 一 个 Hamilton 场 


Ou1 
一 一 一 4 上 一 0， | .6.2 
lan Bo 120 五 ( ) 


这 里 水 = (x,t) 称 为 流 函数 ， 再 令 


T2271 十 (H = xT2)To 
H 


. + 0(7,t). 


经 无 基 纲 化 后 ， 问 题 (1.6.1) 和 (1.6.2) 可 等 价 地 化 为 如 下 形式 


DA O00 2 
二 + [vw, Avw] = 站 十 OA“ UV， 


o0 Ov 
去 十 以 ,9] = Ro 十 人 Ab， 


(1.6.3) 


边界 条 件 为 
Vy x nss=0,F8=0 一 0, 
Avlzs=0,H = 0, (1.6.4) 


0|z,=0,H 一 0， 


其 中 [.,,] 为 Poisson 括号 定义 为 


上 上 ff 
2 Drlar Drl Or2’ 
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常数 o = ~ 称 为 Prandtl 数 ， R。 = agH3(To 一 世 ) /vk 称 为 Rayleigh 数 . 


大 气 对流 运 动 关于 空间 zi 坐标 可 以 视 为 近似 周期 的 . 再 由 边界 条 件 (1.6.4)， 
将 少 和 9 进行 Fourier 展开 . 为 了 方便 , 令 高 度 互 = 1, 水 平 对 流 尺度 为 0< zl < 1. 
将 少 和 9 的 Fourier 级 数 作 近似 截断 取 如 下 形式 


. TZ1 . 
| v= z(t) sin 一 Sin XX2, 


7Tzl . (1.6.5) 
0 = y(t) cos 7 sin7z2 一 z(t) sin 2772. 


将 (1.6.5) 代入 (1.6.3) 作 适 当 整 理 ， 比 较 系 数 可 以 得 到 如 下 的 Lorenz 方程 


dr 

dt 

jp yz2 
ee 


2 
其 中 有 = [一 亲 必 一 KTD -7), 大 > 0 为 常数 


在 上 面 Lorenz 方程 中 ， Lorenz 取 c = 10,! = V2 .8 = >,h 二 28. 下 面 我 
们 分 析 Lorenz 方程 随 温差 参 变量 /= k(To 一 了) 的 变化 而 发 生 的 分 歧 与 混沌 现 
象 . 

考虑 Lorenz 方程 


dr 
as 10w, 
去 10z 十 10y 


党 = WT—Y— LZ, (1.6.6) 
Eg 
dt 3 Y 


首先 ，Lorenz 方程 在 全 局 上 是 稳定 的 , 即 存 在 有 界 区 域 Q C R*, 使 得 (1.6.6) 
解 的 轨道 都 从 9 外 部 吸收 到 9 内 ， 事 实 上 Q 就 是 由 球面 


z+ +z- (00+) =7 
所 围 区 域 ， 这 里 7 半径 取得 充分 大 ， 取 Lyapunov 函数 
V=7+y + (2 (10+4)), 


则 4 <0,Vv(z,y,2) € 到 /0. 


但 是 当 py 大 到 一 定 程度 时 ， Lorenz 方程 就 会 出 现 怪 吸 引子 ， 即 发 生 混 沌 现 
象 . 下 面 我 们 介绍 这 种 情况 . 
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.37 . 
当 <1 时 ，(1.6.6) 只 有 一 个 平衡 点 (z,yz) = 0,0 点 的 Jacobi 矩阵 为 
一 10 100 
六 一 H = 
8 
0 0— 3 


该 平衡 点 的 特征 值 为 


一 11 土 Vll2 一 40(1 一 
和 A3 二 一 


co1 oo0 


因此 /< 工时 ，(z,yz) =0 是 一 个 稳定 的 平衡 点 ， 
当 J 1 时，A 的 特征 值 满足 


< 
入 十 = 0， 当 A = 1， 
>0， 当 A> 1， 


入 - ,和 3 < 0， 在 二 1 附近 . 
这 样 ， 方程 (1.6.6) 从 〈(z,y,z),H) = (0,1) 处 在 > 1 的 一 侧 分 层 出 两 个 新 的 平 
衡 点 


P = (x,y,z) = (Ve- 1),V 3h 1),4— 上 
P= (z,y2) = 名 =(h “1 = 向 3(h 1) ! . 


不 难 验证 ， Pi 和 已 是 两 个 稳定 的 平衡 点 ， 而 0 点 是 不 稳定 平衡 点 ， 此 时 大 气 
运动 有 两 种 对 流 状态 对 应 着 平衡 点 Pi = (zo,yo, 2z0), PP = (一 Xo, 一 Yo, z0): 


.有 TI ， 
| Ww1 = Xo sin 9 Sil TT2, 


TZ] . . 
1 = Yo Cos a sin nx2 一 z0Sin27rr2， 


. TZ1 . 
wz = 一 Z0 sin sin nz2, 
TX1 . E 
| 0» = —Yo Cos sin nr2 — zo sin 27rTZ2. 
和 w2 对 应 的 大 气 环流 如 图 1.19(a) 和 (b) 所 示 ， 这 就 是 Rayleigh-Benard 对 
流 . 


进一步 ， 当 jy 增 大 到 jo = 证 ~ 24.7 时 ， 可 以 计算 出 平衡 点 P,P 处 的 


Jacobi 矩阵 出 现 一 对 特征 值 入 和 入 , 并 且 Re 和 在 jo 处 从 负 值 变 到 正 值 . 
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< 0， KH < Ho) 
ReA 一 小 凡 一 HA0， 
>0， pk> HAo. 
因而 在 jo = 人 处 发 生 Hopf 分 歧 ， 而 且 分 歧 出 的 周期 轨道 是 稳定 的 . 


I, 立 ， 


(a) 1 的 对 流 图 . (b) wz 的 对 流 图 
图 1.19 


Z) 


由 数值 计算 表明 ， 当 jy > 25 时 ， 稳 定 的 周期 轨道 消失 ， 整 个 系统 出 现 奇异 
吸引 子 . 其 吸引 子 特征 为 : 

(1) 解 的 轨道 绕 着 每 个 平衡 点 周围 进行 盘旋 ， 盘 旋 的 半径 由 小 到 大 ， 然 后 再 
一 次 地 接近 该 平衡 点 进行 新 一 轮 的 盘旋 . 

(2) 解 的 盘旋 环绕 数 完全 是 随机 的 ， 每 一 次 的 环绕 数 与 前 后 的 环绕 数 没有 任 
何 关 系 ， 且 每 次 盘旋 的 曲面 也 不 一 样 . 

(3) 解 的 渐 近 行为 对 初 值 具 有 高 度 敏感 性 . 不 管 两 个 初 值 多 么 靠近 ， 经 过 一 
段 时 间 后 ， 两 个 解 之 间 产 生 很 大 的 差异 . 

毫 无 疑问 ， Lorenz 奇异 吸引 子 的 发 现 对 数学 和 气象 学 都 产生 了 很 大 的 影 
响 ， 但 是 ， 我 们 必须 注意 如 下 几 个 事实 : 

(1) Lorenz 方程 是 由 从 大 气 环流 的 Boussinesq 方程 作 截 断后 产生 出 来 . 我 们 
必须 注意 到 这 种 截断 与 实际 误差 太 大 ， 因 而 不 能 真实 地 反映 大 气 环流 运动 . 

(2) 在 大 气 环流 中 ， 温 差 ( 即 Rayleigh 数 ) 要 发 生变 化 ， 当 环流 进行 到 一 定 
时 间 后 Rayleigh 数 就 会 下 降 到 临界 值 之 下 ， 使 环流 终止 . 因而 如 果 有 混沌 发 生 ， 
其 时 间 不 会 长 久 . 

(3) 在 Lorenz 方程 中 ， 不 管 4 有 和 多大， 总 是 存在 零点 的 一 个 二 维 全 局 稳定 
流 形 (整修 z 轴 在 下 内 )，T 将 RS 分 为 两 个 开 集 U1 和 Uo, 使 得 两 个 分 岐 出 的 
平衡 点 己 e 四, Pp € Uz. 因而 UV 和 Us 是 两 个 不 变 集 ， 环 绕 中 盘旋 的 轨道 不 
能 够 跑 到 U2 区 域 . 同 理 在 UV 的 轨道 也 不 能 进入 区 域 ， 这 个 理论 结论 与 数 
值 计 算 的 结果 是 不 一 致 的 . 

(4) 虽然 数值 计算 表明 Lorenz 吸引 子 是 非常 没有 规则 . 然而 理论 分 析 才 是 
真正 可 靠 的 . 现在 仅仅 能 够 从 理论 上 严格 地 证 明 Lorenz 吸引 子 的 分 形 维 数 小 于 
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2.7, 然而 我 们 并 不 知道 它 是 否 大 于 2， 只 有 证 明 它 是 大 于 2 时 ， 才 能 完全 肯定 
Lorenz 吸引 子 是 奇异 的 ， 

然而 我 们 还 是 有 理由 相信 ， 一 般 耗 散 结构 经 过 若干 次 分 野 后 ， 就 会 有 混沌 
发 生 . 也 就 是 说 其 吸引 子 的 拓扑 结构 变 得 非常 复杂 而 无 法 用 数学 描述 . 


81.7 评 注 


§1.1 关于 经 济 周期 的 Kaldor 模型 取 自 G. Gabisch 和 了 H. Lorenzl23l, 但 是 
Kaldor 在 给 出 该 模型 时 ， 并 没有 给 出 投资 和 储蓄 函数 的 具体 形式 . Kaldor 模型 
的 具体 形式 (1.5.8) 由 T. Ma 和 S. Wang 给 出 [52l. 

§1.2 具有 耗 散 结构 的 方程 概念 已 被 许多 作者 引用 过 . 如 R. Temamlesl, 关 
于 Navier-Stoks 方程 及 其 泛 函 框架 可 参阅 R. Temam 的 经 典 著作 [89}. 

§1.3 ”首先 在 非 线性 抛物 方程 中 发 现 爆破 现象 的 是 H. Fujital?2], S. Kaplanl35| 
对 有 界 区 域 的 初 边 值 问题 的 爆破 现象 进行 了 讨论 . 在 非 线 性 双 曲 方程 中 首先 发 
现 爆 破 现象 的 是 J. B. Kellerl41l. 

关于 能 解 是 不 同 自 然 定律 的 选择 这 一 观点 是 来 自 陈 文 贬 教 授 在 1985 年 的 一 
个 学 术 报 告 . 本 书 将 这 一 观点 更 明确 化 . 

拟 线性 波 方程 (1.3.10) 的 例子 可 参见 文献 [12]. 关于 双 曲 守恒 律 的 进一步 研 
究 可 参见 文献 [33, 43, 44, 77, 78]. 

§1.4 ”Lyapunov 稳定 性 是 一 个 非常 古典 的 概念 ， 在 许多 常 微 分 方程 的 标准 
教科 书 中 都 能 够 看 到 ， 对 无 穷 维 动力 系统 的 吸引 子 理论 可 参见 文献 [45, 98]. 

关于 Kolmogorov 稳定 性 的 KAM 理论 可 见 V. Arnold 的 经 典 著作 外 

Peixoto 结构 稳定 性 定理 在 1962 年 被 巴西 数学 家 M. Peixoto 所 证 明 lS4. 在 
一 般 高 维 流 形 上 结构 稳定 性 定理 是 由 J. Palis 证 明 [so. 对 于 二 维 不 可 压 维 流 的 
结构 稳定 性 定理 可 参阅 文献 [62, 63, 66]. 

§1.5 对称 磁场 中 摆 的 例子 和 经 济 周 期 的 Kaldor 模型 的 分 歧 讨 论 由 Ma 和 
Wang 给 出 5534. 关于 流体 的 边界 层 分离 和 内 部 分 离 可 参见 文献 [24, 25, 62, 64, 67]. 

81.6 关于 Lorenz 奇异 吸引 子 及 其 分 析 可 参见 文献 [46, 98]. 
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82.1 有 反 函 数 与 隐 函 数 定理 


反 函 数 与 隐 函 数 定理 在 非 线 性 演化 方程 稳定 性 及 分 歧 理 论 中 起 到 非常 基本 
的 作用 . 这 里 介绍 两 个 定理 ， 并 给 出 直观 的 解释 . 


§2.1.1 反 函 数 定理 


令 Xi,Xa 为 Banach 空间 ， QC Xi 为 一 开 集 ， 开 :0 一 Xo 是 一 个 连续 可 
微 的 映射 下面 给 出 的 就 是 古典 的 反 函 数 定理 . 

定理 2.1 今 zo € ,如 果 下 在 xo 点 的 导 算 子 DF(zo) : X1 一 X2 是 一 个 
线性 同 构 ， 则 存在 zo 的 一 个 邻 域 UC Q 及 yo = F(zo) 的 一 个 邻 域 VC Xo, 使 
得 下 :U 一 V 是 一 个 同 胚 . 

反 函 数 定理 的 实在 意义 ”对 于 过 zo 点 的 任 一 条 曲线 1,FF 映 1 为 过 yo = 
F(z0) 点 的 一 条 曲线 ! = F(1)， 导 算 子 DF(zo) 将 曲线 ! 在 zo 点 的 切 向 基 
TE Xi 映 到 必 = FU) 在 yo 点 的 切 向 晤 7 € Xz, 如 图 2.1 所 示 . 


ds (六 
一 一 一 全 


图 2.1 
一 个 布 满 zo 点 某 个 邻 域 U 的 过 xo 点 曲线 族 的 全 体 切 向 基 将 布 满 整 个 切 空 
间 Xi. DF(z0) : Xi 一 X2 是 同 构 的 ， 这 意味 着 下 将 一 个 布 满 zo 点 邻 域 U 的 
过 zo 点 曲线 族 映 到 一 个 布 满 yo 一 个 邻 域 V 的 过 yo 点 曲线 族 ， 而 且 映 射 是 一 
一 的 .因此 下 :UU 一 V 是 一 个 同 肽 ， 如 图 2.2 所 示 . 


9 (XX 
———> 
图 2.2 
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定理 2.1 的 证 明 不 失 一 般 性 ,假设 zo = 0 及 yo = 0, 即 


F(0) = 0. 
这 样 ， 在 zo =0 附近 已 有 如 下 Taylor 展开 
F(x) = DF(0) :z+ GI(7), (2.1.1) 
G(z) = olll z |). (2.1.2) 


定理 2.1 的 成 立 等 价 于 下 面 方程 对 任何 ye Xs 及 上 y | 充分 小 下 面 方程 
在 zx=0 邻 域内 有 解 


F(7)=Y. (2.1.3) 


由 (2.1.1), 方程 (2.1.3) 等 价 于 


T= Az, 
(2.1.4) 
| Ar= DF (0)y — DF (0)G(z). 


由 (2.1.2) 得 


| Az1 — Az2 | = | DF "(0)G(z1) ~ DF™ (0)G(z2) | 
< | DF (0) :i DG(z2) | :lz1 ~ z2 


1 
< 5 | T1~— XT? |， 


对 zi 上 和 x2 充分 小 . 
这 样 ， 由 压缩 不 动 点 定理 ， 能 够 推 得 对 每 个 给 定 ye X2 及 ‖y | 充分 小 ， 
方程 (2.1.4) 有 唯一 不 动 点 ， 因 而 方程 (2.1.3) 有 解 . 定理 证 毕 . 


§2.1.2” 隐 流 数 定理 


观察 一 个 自然 现象 ， 取 空 间 R? 中 一 个 柱 体 D = B x 了 ,BC R? 为 一 开 集 ， 
I = (a,b) C R1, 如 图 2.3 所 示 . 

想象 着 将 体 D 压缩 到 水 平面 R? 中 一 个 开 集 B 上 ， 使 得 该 柱 体 的 每 一 高 度 
为 vy = wo 截面 无 折合 地 覆盖 B. 从 直觉 上 我 们 知道 ， 对 每 一 点 Pe B, 在 柱 体 中 
唯一 地 有 一 条 曲线 7 被 压缩 到 已 点 上 . 

这 一 自然 现象 用 数学 语言 来 描述 如 下 : 

D 被 压缩 到 区 域 B 上 ， 用 数学 语言 表达 就 是 存在 一 个 连续 映射 : 


F:BxI—B. (2.1.5) 
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Wms 


SSIS 


y, 截面 


图 2.3 
每 一 个 w 截面 在 压缩 过 程 中 无 折 辣 地 履 盖 B 意味 着 下 面 映射 是 一 个 同 胚 
F(.,y) :Bx {yo}— B. (2.1.6) 


曲线 7 与 每 个 y 截面 B x {y} 只 交 于 一 点 (7,y). 这 一 现象 表明 ?7 能 够 用 函 


yy: fy), a<y<db. (2.1.7) 
曲线 7 被 压缩 到 已 点 的 数学 含义 为 : 函数 z = f(y) 满足 下 面 方程 
F(x,y)=P. (2.1.8) 


由 反 函 数 定 理 ， 条 件 (2.1.6) 能 够 被 下 面条 件 取代 
DsF(z,y0) : 已 ”一 R* 是 同 肽 ， vz € BB. 


这 样 ， 上 述 过 程 就 被 总 结 成 下 面 的 结论 . 

结论 ”对 一 个 映射 (2.1.5), 若 对 每 一 个 y € (a,b),F 关于 zx € B 的 导 算 子 
DsF(z,y) : R? 一 R? 是 一 个 同 胚 ， 那 么 对 任 一 给 定 的 Pe B, 方程 (2.1.8) 有 唯 
一 解 (2.1.7), 并 且 f(y) 是 连续 的 . 

这 个 结论 被 推广 就 是 下 面 古 典 的 隐 范 数 定 理 . 

今 X,Y,Z 是 Banach 空间 ，UCcXxy 是 一 个 开 集 ， 并 且 下 :U 一 2 是 一 
个 映射 .假设 (zo,yo) EU 满足 


F(zo,yo) = 0. (2.1.9) 
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考虑 方程 
F(x,y) = 0. (2.1.10) 


在 (zo,yo) 附近 的 可 解 性 , 
定理 2.2( 隐 函数 定理 ) 令 eC*(U,z) 是 上 次 连续 可 微 映 射 / > 1), 并 且 
满足 (2.1.9). 假设 下 在 (zo0,yo) 处 关于 z 的 导 算 子 DzF(zo,yo) :X 一 2 是 一 个 
线性 同 构 ， 那 么 有 如 下 结论 : 
(1) 存在 zo 和 vyo 的 一 个 邻 域 了 C 天 和 W CY, 使 得 对 Vy € W, 方程 
(2.1.10) 有 一 个 唯一 解 
r= By) EV. 


(2) 映射 B:W 一 V 是 次 连续 可 微 的 ， 特 别 地 ， 如 果 下 是 解析 的 ， 则 鲁 


也 是 解析 的 . 
(3) 如 果 下 关于 yy 的 m 阶 导数 在 (zo,yo) 处 为 零 ， 即 


Dy F(xo, yo) = 0， 


那么 这 个 隐 函 数 更 满足 


d’ $ (yo) a 


即 ®(y) = oll| y — yo ||™). 

隐 函 数 定理 的 几何 意义 考虑 这 种 情况 , X = R",Y = R*,2Z = R". 令 
Di(1 ig<n) 为 R"+* 中 过 点 Zo = (zo,y0) e R"t* 的 nn 个 n+k 一 1 维 超 曲面 . 
容易 看 到 ， 这 ”个 超 曲面 在 Zo e R"+* 的 某 个 邻 域内 的 交集 是 一 个 天 维 曲面 的 
充分 条 件 是 这 n 个 超 曲 面 在 Zo 点 的 法 向 基线 性 无 关 ， 如 图 2.4 所 示 . 


图 2.4 T= END 
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另 一 方面 ， 从 直观 上 我 们 知道 ， 一 个 过 20 = (zo,yo) 点 在 R"+* 空间 中 的 天 
维 光滑 曲面 荆 在 yo E R* 的 某 个 邻 域 W C R* 内 能 用 y € W 作为 参 变量 的 函 


数 形式 z = B(y) es R" 表达 出 来 ， 其 充分 条 件 为 忆 在 20 的 切 空间 r 与 R* 不 正 
交 ， 即 任何 工 的 法 向 量 与 R" 不 正 交 ， 如 图 2.5 所 示 . 


人 
r=p (YER" 
> 
| 
| 
| 
| 


Y= R: 


图 2.5 

现在 回 过 来 看 隐 函 数 定理 .首先 方程 (2.1.9) 和 (2.1.10) 决定 了 R*+* 中 n 

个 过 点 20 = (zo,Vo) 的 nn 十 上 一 1 维 超 曲 面 ， 即 (2.1.10) 的 分 其 表示 
F(z,y)=0, lg<ign 

确定 了 mn 个 过 (zo,yo) 的 等 值 面 上 ;Dz F(zo0,yo) : R* 一 R" 是 同 构 这 一 条 件 意味 
着 

(1) n 个 梯度 向 量 VFi(zo, vo) 线性 无 关 ; 

(2) 每 个 向 量 Vi(zo,yo) 到 X= R” 投影 不 为 零 . 

因为 VFi(zo,Vyo) 为 台 ; 在 点 (zo,yo) 的 法 向 量 ， 因而 由 性 质 (1) 推出 ， 交 集 


pp 


在 (zo,yo) 的 某 个 邻 域 内 为 一 k 维 曲面 ,从 性 质 (2) 可 推 得 ， 这 个 曲面 也 可 用 
函数 形式 表达 


D:r= By ER", yeWcCRK.. 


这 就 是 隐 范 数 定理 的 实在 意义 ， 
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82.2 ”拓扑 度 理论 基础 


拓扑 度 方法 主要 应 用 于 数学 中 各 类 方程 解 的 存在 性 判定 问题 上 ， 它 在 分 析 
中 已 成 为 有 力 的 工具 ， 当 映射 是 定义 在 R* 空间 中 时 ， 其 拓扑 度 称 为 Brouwer 
度 ; 当 映 射 是 定义 在 无 穷 维 Banach 空间 上 的 全 连续 场 时 ， 称 为 Leray-Schauder 
度 . 

Brouwer 度 有 许多 种 定义 方式 , 但 总 的 来 说 分 为 拓扑 和 分 析 两 类 方法 . 拓扑 
方法 的 优点 在 于 使 人 们 容易 理解 拓扑 度 的 实在 本 质 ， 而 且 不 需要 Sard 定理 . 分 
析 方 法 的 优点 在 于 避免 使 用 拓扑 学 中 的 概念 . 

在 这 里 ， 我 们 将 先 用 分 析 方 法 定义 Brouwer 度 ， 然 后 再 用 拓扑 方法 解释 其 
实在 意义 ， 为 此 我 们 先 对 Sard 定理 作 一 介绍 . 


82.2.1 Sard 定理 


Sard 定理 是 用 分 析 方 法 定义 拓扑 度 的 基本 工具 . 它 在 数学 其 他 领域 有 许多 变 
形 定理 . 例如 , 在 微分 拓扑 中 有 Thom 横 截 性 定理 , 在 微分 动力 系统 中 有 Kupka- 
Smale 定理 ， 而 对 无 穷 维 空间 上 的 Fredholm 算 子 有 Sard-Smale 定理 . 更 重要 的 
是 从 Sard 定理 的 基本 思想 中 演化 出 许多 普遍 性 (genericity) 理论 . 

定义 2.1 仿 Qc R" 是 一 个 开 集 ，f es C1(Q,R").p € R" 称 为 f 的 一 个 
正则 值 ， 若 下 面条 件 之 一 成 立 : 

(1) f7"(p) = 9, 即 f(z) =p 在 Q 内 无 解 ; 

(2) 或 者 对 Yr e f-!(p), 其 Jacobi 矩阵 Df(z) 可 道 . 
否则 ，p 称 为 f 的 临界 值 . 

下 面 给 出 Sard 定理 . 

定理 2.3 令 QcR" 为 一 开 集 ，f eC (Q,R"), 则 所 有 f 正则 值 内 点 的 集 
合 是 R* 中 开 笛 集 ， 因 而 f 的 临界 值 集合 在 R" 中 有 和 零 测度 . 

Sard 定理 的 直观 解释 : 一 个 映射 f :0 一 R" 能 够 直观 地 理解 成 空间 9 到 
R" 中 一 个 集 Q 上 的 覆盖 ， 如 图 2.6 所 示 . 图 中 Q 被 折 生 地 覆盖 到 Q 上， 将 
中 的 9a 上 映 到 9 中 的 2 十 02, 将 922 映 到 Qs 上 ， 将 3 映 到 02 十 94, 将 其 
折 登 线 和 lz 映 到 1 和 六 上. 在 数学 上 ，f :一 R" 的 临界 值 集合 就 是 由 所 
有 像 1 和 1s 这 样 的 折 辣 点 集合 构成 ， 从 直观 上 可 以 看 出 ， 折 到 点 集合 的 维 数 小 
于 n, 因而 f 的 临界 值 在 R* 中 具有 零 测度 . 

Sard 定理 的 证 明 只 需 证 明 f 正则 值 的 集合 在 R" 中 是 稠密 的 即 可 . 如果 
定理 不 成 立 ， 则 一 定 存在 一 个 开 集 DC f(Q), 使 得 D 是 由 f 的 临界 值 组 成 ， 记 
Do = 广 !(D), 则 Do 是 一 个 开 集 ， 且 


f :Do 一 DD 满 射 ， [2 人 到 
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图 2.6 在 映射 f 下 ， 9 被 覆盖 到 Q 上 


detDf(x)=0, vz € Do, 12.2.2] 


这 里 det 4 表示 和 抢 阵 4 的 行列 式 . 

我 们 对 空间 维 数 n 用 归纳 法 证 明 . 显然 当 n = 1 时 定理 成 并 , 否则 由 (2.2.2) 
可 推出 f'(z) = 0 在 开 区 Do, 这 意味 着 f 在 Do 是 常 值 ， 与 (2.2.1) 矛盾 . 

假设 定理 对 n 一 1>1 成立 我们 将 证 明 对 n 也 成 立 ， 用 反 证 法 ,假设 定 理 
在 Rn 中 不 真 ， 则 (2.2.1) 和 (2.2.2) 成 立 ， 我 们 将 推出 矛盾 . 

不 失 一 般 性 ， 假 设 z = 0e Do, 使 得 


f(0)=0. (2.2.3) 


对 于 映射 Df(0) : 久 一 YX = R* 和 YY = R" 能 够 被 分 解 两 个 线性 子 空间 
之 和 
X=X1@BX2, Y=Y®Y,, 


dimxX] 一 dimy1 一 711， dimX。 一 dimy?2 一 也 一 人 


并 且 和 矩阵 Df(0) 能 够 被 表达 为 


pfO=| 全” 
A 
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使 得 
Ai: Xi— YY, i=1,2, 


而 且 hz 是 一 个 (n 一 m) x (n 一 m) 阶 非 奇 异 矩 阵 . 
这 样 映射 了 在 X =0 附近 可 表达 为 f = (FG): 


F(z,y) = 417 十 hi(z, y), (2.2.4) 


G(zZ, y) 427 十 ha2z(T， y), (2.2.5) 


这 里 ze Xi,y € X2, hi(z,y) = ol|z| + |y|),i = 1,2. 
不 妨 假设 m <m, 否则 Df(z) = 0,vYz € Do, 这 意味 着 f 在 Do 是 常 值 映 射 ， 
与 (2.2.1) 矛盾 . 由 隐 范 数 定理 ， 从 (2.2.3) 和 (2.2.5) 推出 ， 存 在 一 个 函数 


y= Bz),，zEX1I， |z|<6， 对 某 个 56> 0， 
这 里 B(z) = o(|z|), 使 得 
G(x, PB(T)) =0, vz| <6, ZE Xl1. (2.2.6) 


记 B= {(z,(z))|z € Xi,|z| < 60), 则 BC Do 是 同 胚 于 Xi = Rm 的 一 个 m 维 
开 曲 面 ， 并 且 在 xz = 0 处 与 Xi 相 切 . 在 X 中 作 局 部 坐标 变换 p :一 为 


T=7, Y=y-$(7), 
则 yp 将 曲面 B 映 到 r' 平面 上 . 为 了 简便 ， 对 新 坐标 省 去 上 一 撤 . 这样， 在 新 坐 
标 下 
B= {(7x,0)€ X| ze€ Xi, lz| <é6} CD,o, 

方程 (2.2.6) 为 

G(z,0) =0, zeéeXi, |z|<5. (2.2.7) 

这 样 ， 由 (2.2.4) 和 (2.2.7), 有 

fla= Ai+hi(,0): BNX1— YY. 

由 归纳 假设 ， 对 Ve > 0, 存在 ze Xi1,|z| < ,使 得 z 是 fs 的 正则 点 ， 即 
41 + Daja(z,0) : Xi 一 了 

是 可 逆 的 .因而 由 (2.2.4) 、 (2.2.5) 和 (2.2.7), 有 


Al 十 Dzhil(z, 0) * 
» 0 


Df(z,0) = 
EN | Az 十 D,h2l(z, 0) 
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当 z 一 0 时 ，Dyha(z,0) 一 0, 而 且 42 是 可 道 矩 阵 ， 因 而 当 jz| 充分 小 时 ， 
Djf(z,0) 是 一 个 可 逆 矩 阵 ， 这 与 (2.2.2) 矛盾 ， 因而 定理 得 证 . 

需要 强调 指出 ， 这 里 使 用 的 Sard 定理 证 明 方法 对 无 穷 维 Banach 空间 上 的 
Fredholm 算 子 也 是 有 效 的 . 也 就 是 说 ,该 方法 可 以 用 来 证 明 如 下 面 所 述 的 Sard- 
Smale 定理 . 

令 X,Y 是 可 分 Banach 空间 ，F :对 一 Y 是 一 个 C1 映射 , 我 们 说 下 是 一 个 
Fredholm 算 子 ， 若 对 每 一 点 zE X, 其 导 算 子 DRF(z) : X 一 了 都 是 Fredholm 算 
子 . p EY 称 为 的 正则 值 , 若 F-1(p) = C 或 都 对 Yz e F-1(p), DF(z):X 一 Y 
是 满 射 . 

下 面 给 出 的 是 关于 Fredholm 算 子 的 Sard-Smale 定理 ， 

定理 2.4(Sard-Smale 定理 ) 令 下:X 一 Y 是 一 个 C1 零 指 标 Fredholm 算 
子 ， 则 下 的 正则 值 在 Y 中 稠密 进一步， 若 yE 并 是 下 正则 值 ， 则 F-*(y) 是 
离散 的 . 

Sard-Smale 定理 在 微分 方程 领域 有 许多 应 用 ?21,59. 其 证 明 的 关键 是 导 算 子 
可 作 分 解 : DF(zo) = 41 四 42 及 


X= Xi1BX, Y=Y@Y, dimXl = dim < co， 
41 : X1 一 了 1， 
42 : Xa 一 到 是 可 逆 的 ， 
于 是 定理 2.3 的 证 明 方 法 是 有 效 的 . 
82.2.2 ”Brouwer 度 定义 一 一 分 析 方 法 
令 QC Rn 是 一 个 有 界 开 集 ， 下 :89 一 R" 一 个 连续 映射 ，p € R" 且 
pF(80). 拓扑 度 理 论 是 基于 下 面 方程 解 的 个 数 估 计 而 引入 的 . 
F(z)=p，7ZED, peRr 为 给 定点 . (2.2.8) 


在 方程 (2.2.8) 中 涉及 三 个 对 象 ， 映射 f, 定义 域 9 和 给 定点 PE R". 下 面 引 入 
的 拓扑 度 将 每 组 三 元 素 (f, Q,p) 与 一 个 整数 相对 应 ， 称 其 为 映射 f 在 区 域 0 内 
关于 p 点 的 Brouwer 度 ， 其 严格 定义 如 下 .， 

定义 2.2 对 每 组 三 元 素 (FQ,p),p 4 FF(609), 定义 Brouwer 度 如 下 : 

(1) 如 果 Fe C1(9, R"), 并且 pe R" 为 F 的 正则 值 ， 则 


deg(F, 0,7) = 2 sign det DF'(7), 
rEF -1(p) 


这 里 detDF(z) 是 窍 阵 DF(z) 的 行列 式 ; 
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(2) 如 果 FE C1(Q, R"), 并 且 pe€ R" 是 下 的 一 个 临界 值 ， 那 么 由 Sard 定 
理 ， 我 们 能 够 取 环 的 一 个 正则 值 me R", 使 得 |pi 一 p| < dist(p, F(8Q)), 然后 定 
义 
deg(F, 0, p) deg(F, 9, p1)- 


(3) 如 果 下 es C(, R") 是 一 个 连续 函数 ， 取 一 个 C1 函数 看 < C1(f, R")， 
使 得 
up IF(z) — F(zx)| < dist(p, F(00)), 


然后 定义 Brouwer 度 为 
deg(F, 0,7) 一 deg(hi, 0, p). 


在 上 述 定义 中 , 要 保证 Brouwer 度 的 合理 性 , 还 需要 证 明 , 在 定义 (2) 和 (3) 
中 ， Brouwer 度 与 正则 点 pz 和 C1 函数 三 的 选择 无 关 . 其 证 明 较 为 繁杂 ， 我 们 
将 在 下 面 应 用 拓扑 方法 来 表明 这 一 点 . 


82.2.3 ” 流 形 上 Brouwer 映射 度 


首先 介绍 球面 上 映射 度 的 概念 ， 然 后 再 延伸 到 一 般 闭 紧 流 形 上 Brouwer 映 
射 度 . 流 形 上 映射 度 的 概念 对 于 直观 理解 有 界 开 区 域 上 Brouwer 度 起 到 直接 作 
用 . 在 后 面 我 们 将 始终 采用 拓扑 观点 . 

记 5"7 为 n 维 球面 ，f : 5" 一 5S" 是 连续 映射 , 下面 从 直观 的 角度 分 析 球 面 
映射 的 特征 . 

先 从 欧 氏 空间 R" 的 定向 开始 ， 经 验 表 明 ， 当 Er C R"t1 时 ，R" 将 R"+! 
分 为 两 部 分 ，R" 的 上 方 (zn+1 > 0) 和 R" 的 下 方 (zn+1 < 0). 这 样 ， 当 从 R"+! 
中 来 考察 R* 时 ， 就 可 以 赋予 一 个 定向 ， 其 R" 的 上 表面 定义 为 正定 向 ， 下 表面 
定义 为 负 定 向 ， 如 图 2.7 所 示 ， 


图 2.7 R" 上 表面 为 正定 向 (十 ), 下 表面 为 负 正 向 (一 ) 


然而 ， 数 学 的 严格 定义 必须 从 R" 自身 特征 考虑 ， 就 是 由 R" 坐标 系 来 确 . 
定 . 给 定 R" 一 个 坐标 系 克 = (Zz1,… ,zn), 并 令 其 代表 R" 的 正定 向 ， 则 任 一 坐 
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标 系 Y = {yi,… ,yn} 与 羡 之 间 有 如 下 关系 
了 = AX， 4 为 一 个 n xn 阶 可 道 矩 阵 . 


若 det 4 > 0, 则 YY 代表 Rn 正定 向 ， 当 det 4 < 0, 则 Y 代表 负 定 向 ， 也 就 是 
说 ,在 R* 上 ， 将 所 有 坐标 系 分 为 两 类 一 类 定义 在 R" 正定 向 ， 另 一 类 为 负 定 
向 . 

一 个 n 维 球面 5" 同 胚 于 R"*+{00}, 这 里 {00} 为 无 穷 远 点 . 将 R" 的 定向 视 
为 5" = R"* 二 {00} 的 定向 时 , 就 赋予 了 5" 的 一 个 定向 . 直观 上 就 是 S" C R"1+1 
将 R"™+1 分 为 两 个 部 分 : 5" 所 围 的 球体 内 部 和 球体 外 部 。 5” 的 外 面 为 正定 向 ， 
内 面 为 负 定 向 . 

现在 回 过 来 看 S"” 上 的 映射 f: R* +{co} 一 下 +{col, 且 Joo) = oo. 由 反 
函数 定理 ， 对 zo e R", 若 det Djlzo) > 0, 则 了 将 xzo 的 某 个 邻 域 UV 映 到 f(zxo) 
在 S" 的 一 个 邻 域 V 上 ， 并 保持 定向 不 变 ， 若 det Df(xo) < 0, 则 了 将 芝 反 定 
向 地 映 到 上 . 

图 2.6 很 好 地 反映 了 一 个 映射 f 保定 向 与 反 定 向 的 几何 特征 . 在 图 2.6 中 ， 
映射 f 将 Qi 和 ms 的 上 表面 分 别 映 到 81 十 人 5 和 85 十 93 的 上 表面 上 , 而 将 9。 
的 下 表面 映 到 Q 的 上 表面 上 . 因而 f 在 Qi 和 ?2 上 是 保定 向 的 ， 在 Q2 上 是 
反 定 阿 的 . 

用 数学 语言 表达 图 2.6 所 示 现 象 就 是 


> 0, TE 01 十 13， 
detDjfz)js =0，zElli+l2， 
<0, rEN,. 


再 来 考察 图 2.6 所 示 上 映射 的 形变 .在 f 映射 下 区 域 Qs 被 折合 地 和 窗 盖 三 
次 ， 其 中 两 次 是 正 向 节 盖 ， 一 次 是 反 向 覆盖 .如果 视 正 向 覆盖 与 反 向 屠 盖 相抵 
消 , 那么 5 本 质 上 被 正 向 地 覆盖 一 次 . 这 一 事实 可 用 映射 的 形变 来 说 明 . 图 2.8 
表明 ， 区 域 9 能 够 被 连续 地 拉平 而 无 折 有 登 地 正 问 牙 盖 Q' 一 次 ， 也 就 是 说 ， 可 以 
从 f 连续 地 形变 到 映射 g, 9 将 9 保定 向 地 映射 到 9 

这 种 连续 地 从 一 个 有 折合 的 覆盖 拉平 为 无 折 辣 的 覆盖 过 程 在 数学 上 称 为 从 
f 到 9 的 同 伦 . 更 严格 地 ， 同 伦 有 下 面 的 数学 定义 . 

定义 2.3 令 XY 是 两 个 拓扑 空间 ， 和 9g :XX 一 Y 是 两 个 连续 映射 . 
一 个 连续 映射 

H:Xx[0,1]—Y 

称 为 是 从 f 到 9 的 一 个 同 伦 ， 如 果 


H(zx,0)= f(z2), H(z,1)= g(x), VYz € XX. 
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中 


图 2.8 


再 观察 映射 有 : S" 一 5S" 的 同 伦 特征 . 在 图 2.9 中 ， 映 射 户 将 每 一 个 包围 
zo 点 的 一 1 维 闭 曲面 保定 向 地 映 到 一 个 包围 yo = 户 (zo) 点 的 n 一 1 维 闭 曲 面 
上 ,， 即 有 是 一 个 保 向 地 将 5" 覆盖 到 S" 上 一 次 的 映射 而 在 图 2.10 中 ， 户 将 
每 个 包围 zo 点 的 闭 曲面 保 向 地 映 到 两 个 包围 yo = 户 (zo) 点 的 闭 曲面 上 ， 即 fo 
是 一 个 保 向 履 盖 S" 两 次 的 映射 从 直观 上 我 们 能 够 观察 到 ， 图 2.10 中 的 两 次 
保 向 覆盖 映射 户 无 法 在 S* 上 通过 连续 形变 到 一 次 覆盖 映射 户 , 这 就 是 说 ， 所 
与 fi 是 不 同 伦 的 . 


29 f(D)=! 


图 2.10 0a) = 0,f(02) = 0,f(71) = f(z2)=Y 
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可 见 ， 球 面 上 一 个 映射 f 的 覆盖 数 表征 了 该 映射 的 同 伦 类 ， 即 如 果 f,9 : 
Sm 一 39" 是 同 伦 的 上 ~9, 则 了 将 3" 覆盖 到 5* 数目 与 g 相同 ， 这里， 如 果 # 
是 保定 向 的 ， 则 覆盖 数 为 正 ， 若 是 反 定向 的 则 为 负 ， 如 果 fj(S") 在 S"” 上 可 缩 到 
一 点 上 ， 则 覆盖 数 为 零 ， 

这 样 ， 对 于 一 个 球面 映射 有: S" 一 5", 我 们 从 几何 直观 上 介绍 了 覆盖 数 的 
概念 ， 这 个 概念 在 数学 上 就 称 为 Brouwer 映射 度 ， 记 为 

deg(f) = K， 
k 是 一 个 整数 代表 f 的 覆盖 数 . 覆盖 数 的 概念 可 以 推广 到 一 般 映射 f :M 一 N， 
这 里 M 和 N 是 两 个 n 维 可 定向 闭 紧 流 形 ， 或 可 定向 无 边 紧 流 形 . 

上 面 对 Brouwer 映射 度 的 介绍 不 符合 数学 的 严格 性 要 求 ， 它 只 是 帮助 我 们 
理解 映射 度 的 概念 . 一 般 闭 紧 流 形 上 映射 度 概念 最 早 由 L. E. J. Brouwer 在 1912 
年 提出 ， 其 严格 的 定义 需要 用 到 同调 群 的 概念 . 下 面 给 出 严格 的 数学 定义 ， 

定义 2.4 令 M,N 为 两 个 可 定向 n 维 闭 紧 流 形 ，f : M 一 NN 为 连续 映 
射 . ae Hn(M) 和 8 € Hn(N) 分 别 为 M 和 NN 的 n 维 同调 群生 成 元 则 有 
所 (a) = kB, 其 中 大 为 整数 ， 定 义 为 f 的 映射 度 ， 记 为 

k = deg(f), 
这 里 有 : Hn(M) 一 Hn(N) 为 f 的 诱导 同 态 . 

对 于 流 形 上 映射 度 有 如 下 定理 . 

定理 2.5 ” 今 M,N 为 两 个 n 维 可 定向 闭 紧 流 形 ， f,g : M 一 NN 为 连续 映 
射 ， 车 f 与 9 是 同 伦 的 ， 则 


deg(f) = deg(g). 
82.2.4 ” Brouwer 度 一 一 拓扑 方法 


给 出 流 形 上 映射 度 的 概念 后 ， 就 可 以 用 拓扑 方法 讨论 Brouwer 度 理论 . 

今 9 Cc Rn 为 有 界 开 集 ，F : Q 一 Rn 为 连续 映射 ,不 失 一 般 性 ， 考 虑 
p= 二 0€ Rn 的 情况 . 下 面 对 (f,9,0) 用 拓扑 方法 引入 Brouwer 度 概念 . 

令 6Q = To 二 Y Ti, 这 里 每 个 Ti(0 < 7 < mm) 为 99 的 连通 分 支 ， 而 且 
Ti(1 ig m) 在 To 的 内 部 ， 如 图 2.11 所 示 . 


图 2.11 
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假设 0 4 F(69), 则 由 映射 FF 可 诱导 出 从 09 到 以 p = 0 为 中 心 的 单位 球面 
5S" 上 映射 f : 00 一 5" 如 下 : 


fi:Ti— 5S! 0<igm, 
(2.2.9) 
Ee TEL;. 


Taz) hh 
定义 2.5 今 04 F(8Q), 则 对 (FQ,0) 定义 Brouwer 度 为 


deg(F, 1,0) = deg(fo) — - Dest) 


这 里 所 由 (2.2.9) 定义 ， deg(fi) 如 定义 2.4. 

这 里 必须 说 明 一 下 ， 有 限 开 集 Q C R" 的 边界 90 不 一 定 是 流 形 ， 但 是 00 
是 可 定向 的 有 限 闭 单 复 形 ， 因 而 映射 度 概念 在 89 上 仍 有 效 . 

下 面 分 几 种 情况 讨论 Brouwer 度 的 实在 意义 . 

情况 1。 当 Q 同 胚 于 一 个 n 维 球体 时 ， 不 失 一 般 性 ， 考 察 Q = BR(zo) 是 
一 个 以 zo 为 中 心 RR 为 半径 球体 . 设 F(T0) = 0, 且 下 在 Ba(zo) 中 只 有 唯一 零 
点 Z0. 

在 这 种 情况 下 ， 可 诱导 出 一 族 球 面 映射 : 


ee (2.2.10) 


这 里 
F(r,0) 


fr(9) = EG,0) 
其 中 (7,9) e BR(zo) 为 球 坐 标 . 换 句 话说 ， BR(zo) 是 由 zo 点 及 一 族 半径 为 
r(0 <r < RR) 的 同心 球面 S"-1 构成 ， 式 (2.2.10) 表明 ja 与 fr(0<"7< RR) 是 同 
伦 的 ， 因 而 由 定理 2.5 得 


9 € Sn 一 


deg(F,0,0)= deg(fr)=k, VO<r<R. 


我 们 知道 上 = deg(f;) 的 意义 就 是 f 将 每 个 同心 球面 S"-1 C BR(zo) 大 次 覆盖 到 
一 个 包围 p = 0 点 的 曲面 了 ,上 ( 一 0, 当 一 0). 因此 ， (9,0) 的 拓扑 度 
实质 上 就 是 下 将 Br(7zo) 上 次 覆盖 地 映 到 p=0 的 一 个 邻 域 上 . 
当 p = 0 是 :Bra(z0) 一 R" 的 正则 值 时 , 从 上 一 节 的 分 析 可 知 fr : 5" 一 
S"-1(0 <r < RR) 的 覆盖 数 为 1 或 者 -1 等 价 于 detDF(zo) > 0 或 者 < 0, 即 
5 detDF(zo) > 0, 


本 2.2.11 
EC = deg(fr) 加 detDF(z0) < 0 Se 
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情况 2， 0Q = Br(zo) 及 p=0 9g FF(Q). 在 这 种 情况 下 , 由 图 2.12 可 以 看 出 ， 
由 (2.2.9) 定义 的 下 的 归 一 化 映射 了 的 像 (0) 在 3S"” 上 可 缩 为 一 点 .因而 有 


deg{(F, 1,0) = deg(f)=0. 
f@Q) 


b 
a 
F Ff 
> > > 
p=0 


2.12 ab = f(0) 


情况 3，Q 的 边界 9Q 只 有 一 个 连通 分 支 , 并 且 Q 可 分 解 为 Q = UR1Bx, BiN 
Bi = @, 每 个 Bk 同 胚 于 一 个 开 球体 . 
对 于 这 种 情况 , 当 Bin Bi = 了 T 关 儿 时 ,TT 在 0B;i 的 定向 与 它 在 6B; 上 的 定 
向 相反 ， 如 图 2.13 所 示 . 若 p=0 9g F(0Q) 时 ， 则 研 的 诱导 映射 f :900 一 5" 
的 覆盖 数 为 
deg(f) = 》 deg(fx). 


k==1 


9 及 i 
2.13 
由 定义 2.5, 这 个 等 式 意味 着 
deg(F, 1,0) = 》 deg(f:) = 》 deg(F, Bx:,0), (2.2.12) 
k=1 开 一 】 


这 里 :8B 一 Sm"-! 定义 为 
FPF(s) 
fr(2) = TECz)T F(z) ， TEOB,. 


情况 4 Qc R" 为 任 一 有 界 开 集 . 令 69 = To+ ;iTy, 其 中 Tj(1 <j< 
m) 在 To 的 内 部 ，Q = UX1B, Binn Bi = 8, 每 个 Bk 同 胚 于 一 个 开 球体 . 


8$2.2 拓扑 度 理论 基础 J . 


记 DD=Q+ i 9, 其 中 9; 是 由 Ti 所 围 区 域 . 令 天 是 已 从 人 到 万 的 
连续 延 拓 ， 则 D 如 情况 3, 其 边界 9D = To. 由 (2.2.12) 式 有 


N mm 
deg(F, D,0) = > deg(F, B;,0) + 》 deg(F, Q;,0). 
j=]1 t==] 
因而 得 到 
N 本 m 
>_ deg(F, B;,0) = deg(F', D,0)— >》 deg(F, (2;, 0) 
j=1 


i 二 1 


= deg(f) — 2 deg(fi) (由 定义 2.5). 


由 于 望 = 下 在 To = 08D 和 T;= 060; 上， 因而 
deg(f) = deg(fo), deg(fi) = deg(fi). 


于 是 得 到 


N ™ 
2 deg(F, B;,0) = deg(f0) - >_ deg(fi) 


j=1 i=1 


= deg(F, ,0) (由 定义 2.5)， 
即 


N 
deg(F, 0,0) = 》 deg(F, B;, 0). (2.2.13) 
j=1 


当 Dp=0 是 下 的 正则 值 时 ， 取 玉 的 零点 在 这 些 开 球 B;(1 < 7 < N) 中 ， 则 
由 (2.2.11) 和 情况 2 及 (2.2.13) 得 到 
deg(F, 0,0) = >》， sign det DF (7x). (2.2.14) 
rEF- (0) 
从 上 述 各 种 情况 可 以 看 出 ， 映 射 有: 9 一 R" 在 点 pE R" 的 拓扑 度 实在 本 
质 就 是 f 将 0 映 到 p 邻 域 上 的 覆盖 数 . 特别 地 ， 从 公式 (2.2.13) 可 以 看 到 f 在 
Q 上 的 覆盖 数 等 于 f 在 2 上 所 有 球体 B;(1 < 7 < N) 上 覆盖 数 的 代数 和 .从 公 
式 (2.2.14) 可 知 关于 拓扑 度 的 定义 ， 分 析 方 法 与 拓扑 方法 是 等 价 的 . 


82.2.5 Brouwer 度 的 基本 性 质 


从 Brouwer 度 的 定义 、 定 理 2.5 及 公式 (2.2.13) 直接 得 到 下 面 拓 扑 度 的 三 条 
茎 本 性 质 . Brouwer 度 的 其 他 所 有 重要 性 质 都 可 以 从 这 三 条 基本 性 质 推出 . 
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定理 2.6 令 OcRn 为 一 有 界 开 集 ， 下 :0 一 R" 连 续 ，p&R(n). 则 
Brouwer 度 deg(F 2,p) 有 如 下 三 个 基本 性 质 : 

(1) 规范 性 . 
1, pE€Q, 
0, pgQ. 


(2) 区 域 可 加 性 . 若 Qi1,Q2 为 9 中 两 个 不 相交 的 开 子 集 ,， 且 p44 FF(9/(Q1U 
人 02)), 则 


deg(id, 1,p) = | 


deg(F, 0, p) 3 deg(F, 01,7) 二 deg(F, 02,D). 


(3) 同 伦 不 变性 . 设 瑟 :0 xf0,1] 一 R? 连续 ,又 设 p:[0,1] 一 R" 连续 上 且 
p(t) ¢ H(O0,t), vO < t <1. 车 H(z,0) = F(z), H(z,1) = G(z),z € 0, 则 有 


deg(F, 1, p0) = deg(G, 0, p1), 
这 里 po = p(0),p1 = p(1). 
应 用 定理 2.6 直接 推出 如 下 结果 . 
定理 2.7 Brouwer 度 具 有 如 下 重要 性 质 : 
(1) Kronecker 存在 性 定理 . 如果 deg(F,,p) 去 0, 则 方程 F(z)=p 在 内 
一 定 有 解 ; 
(2) 切除 性 质 ， 如 果 De 92 是 一 个 闭 集 ， 且 p 4 F(D), 则 
deg{(F, ,pn) = deg(F, 2/D,p); 
(3) 连通 区 域 性 质 ， 今 p : R! 一 R" 连续 ， 对 所 有 te R1,p(t) #¥ F(6Q), 有 
deg( 古 2, p(t)) = 常数 ; 
(4) 边界 性 质 、 若 FG € C(W, R") 及 Flan = Glaen, 则 
deg(F, 10,7) = deg(G, 1, 7); 
(5) Poincare-Bohl 定理 . 令 已 GeC(Q, Rn). 若 
tF(r)+(1—tG(r)#Fp, vireod, Ogtel1, 


则 有 
deg(F. 1,7) = deg(G, ,7p); 
(6) 锐角 原理 . 令 0€ Q, 并 且 内 积 
(F(z),7) >0, Yr€0Q, 


则 有 
deg(F, ,0)=1. 
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82.2.6 ”Brouwer 度 的 主要 定理 


在 这 里 介绍 Brouwer 度 的 四 个 基本 定理 , 它们 在 后 面 的 讨论 中 将 是 有 用 的 . 
这 四 个 定理 是 约 化 定理 、 乘 积 定理 、 Borsuk 定理 和 偶 映 射 定理 ， 

定理 2.8( 约 化 定理 ) 令 Rm C R"(n > m),Q Cc R" 是 一 个 有 界 开 集 ， 
9 EC(Q, PR). 如 果 pEF(80), 这 里 下 = id 一 g, 那么 有 


deg(F, 0,p) = deg(G. NN R™,p), (2.2.15) 


其 中 G = Flonam. 
证 明 为 了 简单 ， 只 考虑 p 是 G :NNnR™ 一 Rm 的 正则 值 情况 ， 否 则 取 C? 
正则 函数 通 迫 G 即 可 .由 


F(z) > (G1(r).: I :Gm(T), Tm+1, ue ,Tn ) 


DC(Z) * 
DF(z) = | ) 


其 中 了 为 (n 一 m) x (n 一 m) 阶 恒 等 矩阵 ， 因 而 有 


detDF(z) = detDG(z)， VreNQ. 


我 们 知道 


这 样 ， 由 拓扑 度 定义 得 到 (2.2.15). 定理 得 证 . 
约 化 定理 在 直观 上 比较 清楚 ，G 映 Qc Rm 到 7p 的 一 个 邻 域 Vc Rm 上 ， 
履 盖 数 等 于 G@ 记 = 王将 柱 体 QR =Qx (-1,1) 映 到 Vx (-1,1) 上 的 覆盖 数 . 
定理 2.9( 乘 积 定 理 ) 今 Q,D cC R"* 是 有 界 开 集 ，F € C(W,R"),G € 
C(D,R"), 且 FF(N) CD. 邻 D; 是 D/F(9Q1) 的 连通 区 域 , 如 果 $4 GoF(80)U 
G(8D), 那么 


deg(G oO F, 2, p) 2 deg(C， Dr:,p)deg(F, 02, Dk): 
天 
其 中 pk e Dk. 由 连通 区 域 性 质 deg( 下 ,pk) 与 pk 无 关 . 


证 明 令 G-ip) CUNDkO = FF-!1(Dk), 这 里 D; 为 连通 开 集 ， 由 区 域 
可 加 性 得 


N 
deg(G o FQ,p) = >_ deg(G o F, Qx,p). 


二 1 


只 需 证 明 


deg((7 O 二 OQ, D) = deg(G, Dk p)deg(F, Ox, Pk). (2.2.16) 
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令 f:6 一 9B-(pk),9g:9B-(pk) 一 9B-(p) 分 别 为 和 G 类 似 (2.2.9) 的 
诱导 映射 ， 其 中 B,(z) 是 以 z 为 中 心 7 为 半径 球体 . 由 定义 2.5 得 


deg(G o F, OQx,p) = deg(f ° 9), 


deg(F, OQ,pk) = deg(f), 
deg(G, Dk,p) = deg(9). 
由 同调 映射 的 乘积 法 ， 则 


(Go FPF) = GoF,.: Hn (O02.) Hn(0B.), 


得 到 
deg(go f) = deg(g). deg(f), 
即 fo9 将 6Q; 映 到 9B,(p) 的 覆盖 数 等 于 9 映 90k 到 0B.(px) 覆盖 数 与 f 映 
9B.(pk) 到 8B.(p) 覆盖 数 的 乘积 ， 这样 就 证 得 (2.2.16) 式 . 
定理 2.10(Borsuk 定理 ) 令 Qc R 是 一 个 有 界 开 集 , 0€E 0,F e TY 
如 果 关于 z=0 是 对 称 的 ， 即 ze R=> -x EQ 并且 


下 (一 Z) = —F(7)AA0, VYvz € 0%, 


则 deg(F 0,0) = 奇数 
证 明 ”由 拓扑 度 的 边界 性 质 ， 不 妨 设 下 : 9 一 R" 为 奇 映射 , 为 了 简单 ， 设 
FF 为 C1 映射， 而且 P=0 是 下 的 正则 值 ,此 时 有 


deg(F,M,0)=sign detDF(0)+ >, sign detDF(+z). 
: rEF~1(0), x#0 


由 于 下 是 奇 函 数 ， 故 DF(z) 关于 z 是 偶 函 数 ， 即 
DF(z) = DF(-z). 


因而 
deg(F, 1,0) = sign det DF(0)+2 》， sign det DF'(7X) 
+tTEF-1(0), x#0 
是 一 个 奇数 .定理 证 毕 . 
定理 2.11( 偶 映射 定理 ) 令 Q c R", 如 定理 2.10, F €& C(Q,R") 是 偶 映 
射 ， F(x) = 下 (-zZ) 关 0,Yze 00. 则 有 


deg(F, 人 ,0) = 偶数 . 
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证 明 为 了 简单 ， 取 下 :9 一 外 是 C1 偶 映射 . 令 pe R" 及 |p| > 0 充分 
小 ， 使 得 p 是 正则 值 ， 则 


deg(F,®,0) = deg(F,N,p)= > sign detDF(+7). 
rEF-!(p) 


因为 下 为 偶 函 数 ， DF(-z) = -DF(z), 并 且 


or | detDF(z)，n = 奇数 ， 
det DF'(z), n 二 偶数 ， 
故 有 
0, 当 Nn 二 奇数 ， 
deg(F0,0) 一 19 > ”detDF(z)， 当 n= 偶数. 
+r€EF-!1(p) 
定理 得 证 ， 


82.2.7 Leray-Schauder 度 


Leray-Schauder 度 是 Brouwer 度 到 无 穷 维 Banach 空间 上 全 连续 场 的 推广 . 
今 针 是 一 个 Banach 空间 ，Q Cc XX 是 一 个 有 界 开 集 . 一 个 映射 下 : 0 一 六 称 为 
紧 映 射 或 者 全 连续 映射 ， 若 下 是 连续 的 ， 并 且 映 9 的 任何 子 集 到 X 中 的 一 个 
相对 紧 集 上 . 

当下 :0 一 是 一 个 紧 映 射 时 ， 定 义 下 面 映 射 为 一 个 全 连续 场 


f=id—-F:0— X. 


我 们 知道 ， 对 于 一 个 全 连续 映射 下, 存在 有 限 维 空间 X。C X 及 连续 映射 
Fn 一天， 使 得 


sup | F(z)— F(z) l=0 当 nn 一 o0. [D7 ) 
rE 


定义 2.6 ” 令 X, CX 是 有 限 维 空间 ，p Ee Xn, 且 FF :0 一 Xn 满足 
uy | F(z) — Fn(7) ||< dist(p, f(00)), 
ZE 
那么 对 全 连续 场 f = id 一 FF 在 上 关于 pe 六 定义 Leray-Schauder 度 


deg(f, ,7p) = deg(fn, Nn, 7), 


这 里 fh = id 一 ,Qn = QQN AX,. 
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由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 和 (2.2.17), 可 以 不 困难 地 证 明 ， 存 在 N > 0 充 
分 大 ， 使 得 对 一 切 n > N, Brouwer 度 deg( 思 ,QQ,p) 是 一 个 常 值 ， 而 且 与 X; 和 
F, 的 选择 无 关 . 因而 Leray-Schauder 度 被 很 好 地 定义 . 

对 于 Leray-Schauder 度 同样 有 下 面 三 个 基本 性 质 . 

定理 2.12 对 于 一 个 全 连续 场 f = id 一 下, Leray-Schauder 度 有 如 下 三 个 
基本 性 质 : 

(1) 规范 性 . 

1, pEQNQ, 
0, pgQ. 
(2) 区 域 可 加 性 . 如果 ma C 0,01Nn Qo = 9,p 9 f(0/(Q1U 92)), 那么 
deg(f, 1,p) = deg(f, 1,7) + deg(f, NW2, 7). 
(3) 同 伦 不 变性 . 令 五 :Rx [0,1] 一 XX 是 一 个 紧 映 射 ， 
h(z,t)=7xz— H(z,t), pgh(00,t), vte [0,1]. 


deg(id, ,7) = | 


则 有 
deg(ho, ,7) = deg(hi, 1, p), 


这 里 ho =id 一 H(.,0),h =id— H(.,1). 
同样 地 ， 对 于 全 连续 场 的 Leray-Schauder 度 定理 2.7, 乘积 定理 及 Borsuk 定 
理 也 成 立 ， 这 里 不 再 更 述 . 
82.2.8 ”孤立 奇 点 的 指标 
考虑 下 面 方程 
f(z) = 一 上 (zj = 0 (2.2.18) 
其 中 下 :0 一 X 是 一 个 紧 算 子 ， 方程 (2.2.18) 的 解 被 称 为 算 子 f 的 奇 点 . 
邻 zo0 EN 是 (2.2.18) 的 一 个 孤立 解 . 定义 f= id 一 下 在 奇 点 zo 的 指标 为 
ind(f, Z0) 一 deg(f, U.,'0), 
这 里 UV 是 zo 的 一 个 小 邻 域 . 
若 玉 :0 一 XX 是 一 个 可 微 紧 算 子 ， 则 下 在 zo € 的 导 算 子 
DF(z0):X—X 
是 一 个 线性 紧 算 子 . 由 Riesz-Schauder 理论 ， 下 面 特征 方程 的 谱 是 由 特征 值 构 成 
的 ， 即 
T= ADF(zo)Y, (2.2.19) 
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并 且 (2.2.19) 的 每 个 特征 值 都 是 孤立 的 ， 其 代数 重 数 ， 即 下 面 空间 的 维 数 ， 是 有 
限 的 . 
Es =Ur {ye Xl(id— ADF(zo))"y = 0}. 


下 面 指 标定 理 在 分 歧 理 论 中 是 非常 重要 的 . 
定理 2.13 令 zo € Q 是 全 连续 场 f = id 一 的 一 个 奇 点 ,并 且 玉 在 Yo 点 
是 可 微 的 ， 如 果 入 = 1 不 是 DF(zo) 的 特征 值 ， 则 zo 是 f 的 一 个 孤立 奇 点 ， 并 
且 
ind(f, Z0) ind(id 上 DF(zo0), 0) = (—1)*, 


这 里 上 是 DEF(zo) 在 (0,1) 内 所 有 实 特 征 值 代数 重 数 之 和 和. 

定理 2.13 实在 意义 分 析 因为 能 被 有 限 维 映射 FF : Q， 一 Xn 通 近 . 因 
而 DF(zo) 也 被 DFn(zo0) 逼近 . 这 样 ，DFn(zo) 的 nn 个 特征 值 ( 计 入 重 数 ) 通 近 
DF(zo) 特征 值 中 的 n 个 ， 记 DF(zo) 的 所 有 特征 值 ( 计 入 重 数 ) 为 


A1; 入 2， ,Am ， [Am| 一 co， mm 一 OO. 


令 入,… ,和 E (0,1) 是 DF(zo) 所 有 在 区 域 (0,1) 中 的 实 特征 值 ， 则 当 n 充分 大 
时 ， DFn(zo) 的 所 有 特征 值 


a 
在 区 域 (0,1) 内 的 实 特征 值 为 

MY, ,Ak E (0, 1). 
因而 fn = id 一 DFn(zo) 的 所 有 负 特 征 值 为 


1 
ns “ eh 
故 由 拓扑 度 的 定义 得 


ind(f, xz0) = ind(fn,, x0) 
= sign det Df (zx0) 


1 
= signl- @ 一 志 ) 


= (—1)*. 
这 里 用 到 和 矩阵 行列 式 的 基本 性 质 
det4 = IT， 


其 中 nm;(1 < j < n) 是 矩阵 4 的 所 有 特征 值 . 
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需要 强调 指出 ，Leray-Schauder 度 理论 对 下 面 一 类 非 线 性 算 子 也 是 有 效 的 . 
这 一 类 算 子 实质 上 是 全 连续 场 的 一 种 变形 ， 它 们 是 微分 方程 中 许多 问题 的 抽象 
形式 . 


令 针 和 Xi 是 两 个 Banach 空间 ，X1 C X 是 一 个 紧 的 稠密 包含 ,A : Xi 一 式 
是 一 个 线性 同 胚 ，G : Xi 一 XX 是 一 个 紧 算 子 . 假设 4 有 一 个 特征 值 序列 


Aek = 和 kek， 
0 < ReAli :< Re < ……, 


ReAxx 一 oo ,当天 一 oo. 
对 下 面 算 子 
4+G:0 一 X，QcxXi 为 一 有 界 开 集 (2.2.20) 
也 能 定义 Leray-Schauder 度 ， 使 其 满足 区 域 可 加 性 、 同 伦 不 变性 及 如 下 规范 性 


1， 若 pe4(0)， 


deg(4,4,D) = 
Wo (; 若 pg A(Q) 


仍然 称 算 子 (2.2.20) 为 全 连续 场 . 在 81.2.2 中 介绍 了 如 何 将 一 个 微分 方程 转 
化 为 一 个 抽象 算 子 的 过 程 . 


82.3 ”线性 算 子 半 群 


$2.3.1 动机 
从 一 个 简单 的 例子 开始 .考虑 下 面 问题 


Ou Ou 3 1 
-Ft+ ru + f(z),z € (0,1)CR, 


u(0) = u(1) = 0, (2.3.1) 


ulz,0) = p(2), 


这 里 wu(z,t) 是 未 知 函 数 ， a(z), f(x) < Cl[0,1] 为 给 定 函 数 ， 

对 于 (2.3.1) 这 个 例子 ,需要 做 两 件 事 .首先 给 出 方程 (2.3.1) 的 抽象 形式 ， 
以 便 理解 为 什么 要 在 抽象 Banach 空间 上 研究 算 子 理论 ， 以 及 这 些 理论 中 各 种 抽 
象 条 件 在 具体 问题 中 对 应 着 什么 性 质 ， 其 次 给 出 方程 (2.3.1) 线性 算 子 半 群 的 具 
体形 式 ， 以 便 把 握 线 性 算 子 半 群 抽象 理论 的 实质 ， 令 


Hi = H?*(0,1) nN Ho(0,1), 
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H} = Ho (0， 1} 
H = L*(0, 1), . 
这 里 L(0,1), H?(0,1) 是 通常 的 Sobolev 空间 ， L?(0,1) 为 区 间 (0,1) 上 所 有 
Lebesgue 平方 可 积 函 数 空 间 . 
Hi C Hi C H 是 紧 的 币 密 包含 ， 定义 映射 L = -4+ 已 : 面 一 吾 和 
G: Hi 一 五 如 下 : 
Au = 0 Bu =alziu， Gu= -w+f. (2.3.2) 
这 样 ， 方 程 (2.2.20) 转化 为 下 面 抽象 形式 


nk = 也 十 Gu, 
dt (2.3.3) 


u(0) = %. 
其 稳 态 方程 为 
Lut+Gu=0. 
算 子 4A, B 和 G 满足 下 面 性 质 : 
4 : Hi 一 HH 是 一 个 线性 同 构 ， 
B : HH; 一 H 是 线性 紧 算 子 ， 
G : 万; 一 HH 是 有 界 连续 映射 
现在 再 来 考虑 (2.3.1) 的 线性 算 子 半 群 及 其 对 方程 (2.3.1) 的 解 所 起 到 的 作 
用 . 


由 Sturm-Liouville 定理 ， 下 面 特征 方程 存在 一 个 无 穷 的 实 特征 值 序列 
{Ak}, 和 一 十 00, 当 大 一 oo 及 特征 函数 序列 {$k} C 瑟 ;, 使 得 


d? ox 
Wr TOO eA (2.3.4) 
$k(0) = $x(1) = 0, 


并 且 {9k} CH 构成 H 的 一 个 正 交 基 . 
令吉 >| rk9k. 方程 (2.3.1) 能 够 被 写成 


dt | (2.3.5) 


Crk 一 一 和 ZK + Gk(U), k= 1,2,..- 
Tk(0) = pk), 


其 中 
Gutu) = 下 Cu? 十 jz))dk(zjdz， 
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1 
-= / PT) PkdT. 
(2.3.5) 的 解 能 够 被 表达 为 


t 
ZK = Pre wt + eM(t-7T GE(u)dr. 
0 


这 意味 着 (2.3.1) 的 解 能 够 被 表达 为 
u(z,t) = Ve-sipngh 十 e—\(t-n GH (ubedr. (2.3.6) 
k=1 0 


从 (2.3.6) 中 发 现 ， 一 族 线 性 有 界 算 子 T(t) : HH 一 日 定义 为 : vp € H,yp = 
Dk=1 PhDK, 


T(t)p = 2 etpk bk. (2.3.7) 
显然 ， (2.3.7) 定义 的 线性 有 界 算 子 T(t) : H 一 H 满足 下 面 半 群 性 质 : 
T(0)=id:H —H, (2.3.8) 
T(t+s)= T(t):T(s), Vvt,s>0, (2.3.9) 
he ~ LT(t)y, (2.3.10) 


这 里 算 子 工 = -4+B 如 (2.3.2) 所 定义 . 这 样 , 方程 (2.3.1) 的 解 (2.3.6) 可 以 表 
示 为 


u= T(t)p+ 人 T(t—7T)G(u)adr. (2.3.11) 


更 一 般 地 ， 如 果 对 抽象 方程 (2.3.3) 中 的 线性 算 子 工 : Hi 一 HH 存在 一 个 单 
参数 族 线性 有 界 算 子 T(t) : H 一 瑟 , 满足 (2.3.8)~(2.3.10), 则 方程 (2.3.3) 的 解 4 
就 能 够 表达 成 (2.3.11) 的 形式 . 这 个 线性 有 界 算 子 族 T(t) 就 称 为 线性 算 子 半 群 . 

需要 指出 ， 为 了 研究 方程 (2.3.3) 的 动力 学 性 质 ， 采 用 (2.3.11) 的 形式 在 许 
多 情况 下 是 必需 的 . 这 就 是 研究 算 子 半 群 的 动机 . 


82.3.2” 强 连续 半 群 


先 从 一 般 的 情况 即 强 连续 线性 算 子 半 群 开始 ， 然 后 再 介绍 解析 半 群 . 
定义 2.7 邻 久 是 一 个 Banach 空间 ，T(t) :六 一 XX(0 < t < oo) 是 一 单 参 
数 族 线性 有 界 算 子 ， T(t) 称 为 是 一 个 强 连 续 的 线性 算 子 半 群 ， 震 
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(1) T(0) = id:X 一 XX 是 恒 等 算 子 ; 
(2) T(t+ s) = T(t)T(s), Vvt,s > 0; 
(3) lim_,o T(t)z = zx， Vz € X. 
令 Xl 是 一 个 Banach 空间 ， Xi C XX 是 一 个 稠密 包含 ， 且 工 : Xi1 一 外 是 
一 个 线性 有 界 算 子 . 称 工 生成 一 个 强 连 续 算 子 半 群 T(t) :X 一 区, 如果 
TUt)z 一 7 


d 
Des lim 3 NT (tzle=o, Vr € Xi 


此 时 ， 算 子 工 :Xi 一 X 也 称 为 T(t) 的 一 个 生成 子 . 

下 面 给 出 Hille-Yosida 定理 . 

定理 2.14 ”一 个 线性 有 界 算 子 工 : Xi 一 久生 成 一 个 强 连 续 半 群 T(t)(t > 0) 
的 充 要 条 件 是 : 

(T) 工 是 闭 算 子 ， 即 若 zn 一 Zo 和 Lzn 一 yo 在 关中 ,， 则 zn 一 zo 在 XI 
中 ， 且 Lzxo = yo. 

(2) 存在 Ao > 0 和 c> 1, 使 得 (Xo,cce) e p(L)， 并且 


中 (id 一 站 CA 一 和 MX) 一 ，VYA> NN n=1,2,.…, 
其 中 p() 是 工 的 于 解 集 ， 定 义 为 
p(L) = {和 ECI(Md 一 L)-!:X 一 针 有 界 }. 


注 2.1 定理 2.14 是 原始 Hille-Yosida 定理 的 变形 . 原始 的 Hille-Yosida 定 
理 是 如 下 形式 . 

Hille-Yosida 定理 令 工 是 X 上 一 个 无 界 性 算 子 ， D(Z) CX 为 工 的 定 
义 域 . 工 : D(L) 一 XX 生成 一 个 强 连续 算 子 半 群 的 充 要 条 件 为 

(1) 工 是 闭 算 子 并 日 D(L) = XX. 

(2) 存在 Xo >0 及 C >1, 使 得 


|Xid 也 ) 一 "| < C(A > Mo)™", vA> 和 0， 7 一 昌 2 pr 


这 里 ， 我 们 采用 稠密 包含 在 XX 中 的 Banach 空间 XX 作为 线性 有 界 算 子 
L: Xi 一 和 的 定义 空间 ， 而 不 是 取 传统 的 工 定义 域 D(L) CX 的 方式 ， 其 优点 
在 于 

(1) 工 : Xi 一 X 是 闭 算 子 这 一 条 件 ， 本 质 上 讲 就 蕴含 着 工 是 一 个 线性 全 连 
续 场 ， 即 工 = 一 A 十 B, 其 中 


A: Xl 一 XX 是 线性 同 构 ， 
B : Xi 一 六 是 线性 紧 算 子 . 
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(2) 工 是 线性 全 连续 场 意味 着 工 的 谱 是 由 特征 值 构成 ， 其 定义 为 
L9 = 和 9, 


其 中 特征 值 和 = a 十 i8 € C, 特征 向 量 $ = 91 十 i92,91,92 € Xi. 关于 线性 全 连 
续 场 的 谱 理论 ， 更 详细 的 介绍 可 见 本 书后 面 3.1 节 ， 

上 述 两 个 优点 使 得 变形 后 的 Hille-Yosida 定理 在 微分 方程 的 应 用 中 变 得 更 为 
方便 , 并 且 其 实在 意义 也 显得 清楚 . 下 面 就 来 分 析 Hille-Yosida 定理 的 实在 意义 . 

条 件 (2) 的 实质 殖 含 着 工 : Xi 一 X 所 有 特征 值 和 实 部 不 超过 某 个 正常 数 
Qo > 0, 

ReA<a. 
即 
Ca= {M+iM EC|IA >a, ME€R'} Cp(L). 


事实 上 ， 线 性 算 子 工 生成 的 算 子 半 群 T(t) 可 以 表达 为 如 下 形式 
T(t) = et (2.9.12) 
当 T(t) 作用 在 工 的 对 应 于 入 的 特征 向 量 ws X 时 ， 它 可 具体 表达 为 
T(t)¢$ = de (2.3.13) 
因而 ， 当 二 有 无 穷 多 个 特征 值 Xk, 使 得 
Re 和 Ax 一 十 00， 当 大 一 oo， (2.3.14) 


则 由 (2.3.12) 和 (2.3.13) 可 知 ， 一 定 存在 有 界 序列 {yk} C X, 使 得 对 任何 t > 0， 
有 
IT(t)pxll 一 00, k= oo. 


这 说 明 ， 在 (2.3.14) 情况 下 工 不 能 生成 出 一 个 有 界线 性 算 子 半 群 T(t) : X 一 
X,t>0. 

一 个 由 线性 算 子 L : Xi 一 X 生成 的 强 连续 半 群 T(t) :一 X 有 如 下 基本 
性 质 . 

定理 2.15 令 T(t):X 一 X(t 之 0) 是 一 个 由 L: Xi 一 羡 生 成 的 强 连续 半 
群 .。 则 有 如 下 性 质 : 

(1) 对 任何 uo E Xi1, 下 面 初 值 问 题 
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有 一 个 唯一 解 u(t) = T(t)uo € Cl(0,oo),X)mnCo(0,cc), XX1). 
(2) 如 果 方 程 (2.3. i 有 一 个 解 u(t) €E Xi, 那么 这 个 解 u(t) 满足 方程 (2.3.3).… 
(8) 对 任 ze xX, 7T) sjzds € Xi, 并 且 


L (/ T(s)ds ) =T(t)r—7. 
0 
(4) 对 z EXi, 则 了 T(t)z e Xi, 并且 


T(t)z — TI(s)z = [ LT(T)}zdr = [ T(7)Lzdr. 


82.3.3 ”扇形 算 子 和 解析 半 群 


强 连 续 半 群 T(t) : X 一 X 有 一 个 局 限 ， 即 当 z € X,T(t)jz 4 Xi 对 t>0. 这 
个 局 限 对 许多 具体 问题 的 应 用 构成 障碍 . 

一 个 基本 的 问题 就 是 是 否 存 在 一 类 线性 有 界 算 子 L : Xi 一 XX, 使 得 工 生成 
的 线性 算 子 半 群 T(t) : X 一 XX 具有 如 下 性 质 : 


T(tjreée Xi1, vreX,t>0. (2.3.15) 


另外 ， 若 存在 这 样 的 线性 算 子 ， 它 们 的 基本 特征 是 什么 . 
对 这 个 问题 ， 82.3.1 中 的 例子 能 给 予 较 好 的 说 明 ， 回忆 由 (2.3.2) 定义 的 线 
性 算 子 L= 一 4+B:Xi 一 义 , 这 里 


_ FrF72r0 1 
| Xi = H?(0,1) mn Hi(0, 1), ee 
X = 12(0,1), 
Lu=—Aut Bu = 人 +a(r)u, VE 从 1 (2.3.17) 
L 生成 的 线性 算 子 半 群 由 (2.3.7) 给 出 ， 即 
T(t)u = > e 一 人 ktzKGK， 2 i (=. (2.3.18) 
k=1 k=1 


由 微分 方程 的 基本 理论 知 ， Xi 的 范 数 等 价 于 下 面 定义 的 范 数 ( 见 82.5.3) : 


ull? = < Lu, Lu >x 
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Vu 二 2 所 iTZk9k E XI 这 里 为 了 简单 ， 假 设 入 关 0, 对 任何 大 > 1. 这样， 由 
(2.3.18) 知 


Ce 
|T(t)ull? = Me < 十 co， 
天 一 1 


即 由 线性 算 子 (2.3.17) 生成 的 半 群 (2.3.18) 满足 性 质 (2.3.15). 
此 外 ， 满 足 性 质 (2.3.15) 的 关键 是 线性 算 子 工 的 特征 值 M 具有 性 质 


ReM 一 一 oo， 当 大 一 oo. 


上 述 问题 和 例子 推广 到 一 般 情 况 就 导致 了 扇形 算 子 和 解析 半 群 的 概念 . 

定义 2.8 一 个 强 连 续 半 群 T(t) : X 一 XX 称 为 是 一 个 解析 半 群 ， 如 果 对 所 
有 te (0,o00) 和 ze XX, 由 f(t) = T(t)z 定义 的 映射 f: (0,o00) 一 和 是 解析 的 . 
一 个 线性 有 界 算 子 工 : Xi 一 X 称 为 是 扇形 算 子 ， 如 果 工 生成 一 个 解析 半 群 . 

下 面 的 定理 给 出 了 扇形 算 子 的 特征 ， 它 表明 一 个 扇形 算 子 工 的 谱 一 定 是 在 
复 平 面 中 ， 如 图 2.14 所 示 的 阴影 扇形 区 域内 ， 更 具体 地 说 ， 如 果 L 有 无 穷 多 特 
征 值 {Xk}, 则 和 x 一 定 满足 下 面 性 质 


Re 和 x 一 —00, 当 天 一 OO， 
[ImAk/ReAx| <O, Vk= 1,2,.. 》 


这 里 C > 0 为 某 个 常数 . 


实 轴 


图 2.14 


定理 2.16 ”一 个 线性 有 界 映射 工 : Xi 一 X 是 扇形 算 子 的 充 要 条 件 是 
(1) 工 是 一 个 闭 算 子 ; 
(2) 存在 一 个 实数 Xo, 一 个 常数 C > 1 及 一 个 数 9 (0 < 9 < 小 使 得 


$0.(0) = {A € Cllarg(X\ ~ )oj| < 的 +0} C p(L), (2.3.19) 


并 且 了 
| 和 一 Xol 


这 里 p(L) 是 定理 2.14 中 定义 的 予 解 集 . 


liga— LL)- < 


VAE Sao{0), 入 天 入 0， 
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解析 半 群 T(t) : XX 一 XX 有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 性 质 (2.3.15). 然而 ， 由 于 扇 
形 算 子 具有 更 重要 的 特点 ， 即 存在 分 数 次 空间 和 算 子 ， 解 析 半 群 T(t) 也 具有 比 、 
(2.3.15) 更 一 般 的 性 质 ， 我 们 将 在 下 一 小 节 专 门 介绍 它们 . 


$2.3.4 ”分 数 次 空间 与 算 子 


我 们 还 是 从 由 算 子 (2.3.17) 给 出 的 例子 开始 . 令 C = -LL= 4 一 画工 如 
(2.3.17) 给 出 假设 C 的 所 有 特征 值 Xk > 0. 对 于 /定义 分 数 指数 算 子 L* 和 分 
数 次 空间 Xa = D(L*)(a € R') 如 下 


Xu = (== = Dero 和 x < = 
jzlle = bE. | z (2.3.20) 
大 一 1 
:一 > MzkOk, VT E Xa. 
=] 
显然 ，X。C Xs(a > B) 是 稠密 紧 包 含 ， 并 且 范 数 :|。=1 和 :上 a。=0o 分 别 
等 价 于 由 (2.3.16) 给 出 的 Xi 和 X 的 范 数 . 更 进一步 地 有 
T(t) :X 一 Xe 有 界 ，W>0，aeRRL 
TIOL ST= CT ViE€ Ao, 
[£° .£8 = £8.L° = £L°+h. 
另外 ， 还 可 以 得 到 一 个 重要 性 质 : 
eoT(O) < Cat "et, >0, 


其 中 Ca > 0 是 依赖 于 a 的 常数 ，5 > 0 为 某 一 常数 ,该 不 等 式 可 由 下 面 计算 推 
出 


| = ns | 区 | 
和 
| Se 一 2 和 kt 中 
Mizlo=a 人 1 
< max (Xe 一 (Ak 一 e 一 Alt 


和 te —At 


现在 回 过 来 对 一 般 的 扇形 算 子 介 绍 分 数 指数 算 子 及 分 数 次 空间 的 严格 数学 
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令 工 : Xi 一 X 是 一 个 扇形 算 子 , 并 且 对 某 个 Mo < 0, 使 得 肩 形 区 域 Sxe(b) C 


1 
一 尼 oa—l1_tL 
L -zs h t*-letLat, (2.3.21) 


这 里 T(a) = /0 如 -ietdtet 是 由 工 生成 的 算 子 半 群 ， 它 是 一 个 解析 半 群 . 
然后 有 如 下 定理 ， 它 是 对 所 有 实数 we R' 定义 分 数 指数 算 子 L” 和 分 数 次 
空间 Xa 的 基础 . 


定理 2.17 由 (2.3.21) 定义 的 算 子 C-?" 是 XX 上 的 一 个 线性 有 界 算 子 , 并 且 
L-°* :XX 一 XX 是 单一 映射 , 满足 下 面 性 质 


L-° .£8 = [0-(o+8) ya 8 > 0. 
定义 2.9 对 于 a>0, 定义 


bs =id:X— XX 为 恒 等 映射 ， 
Ca = (Ca 的 道 映射 )(a > 0)， 
Xa = 也 (C) = R(L™), 
并 且 X。 配 以 下 面 范 数 
lzlla = |£* zlx. (2.3.22) 


下 面 验证 , 如 果 L = - 工 : Xi 一 XX,L 如 (2.3.17) 所 定义 , 那么 由 定义 2.9 所 定 
义 的 Ca 和 Xea 与 (2.3.20) 是 一 致 的 . 事实 上 , 由 (2.3.18) 对 任何 x = 并 人 ;zkgk < 
X, 有 


OO 
etZz = > E 一 人 ktTK bk. 


天 一 1 
由 (2.3.21)， 
c= | © te-letLzdt 
T(a) Jo | 
L ce 1 1 M8Nt gt $ 
= 一 一 a ‘TEDE 
Tl(a) 2 0 
一 DN Tk 
k= 
因此 推出 


oo 
Cg = ~ Nweds, 


二 1 


82.4 中 心 流 形 定理 ,了 1 


DO 


:> Mort < “| 5 


k=1 

下 面 的 定理 给 出 扇形 算 子 与 分 数 指数 算 子 的 基本 性 质 . 这 些 性 质 在 后 面 应 
用 中 起 到 重要 作用 . 

定理 2.18 令 工 :Xi 一 X 是 一 个 扇形 算 子 ， 它 生成 一 个 解析 半 群 T(t) = 
eit. 如 果 对 某 个 X <0 和 0 < 8 < ,由 (2.3.19) 定义 的 扇形 区 域 Sx(b) c P(D)， 
那么 对 于 Ce(C = -并 有 

(1) T(t) : X 一 Xo。 对 任何 ae€E R! 和 t>0 是 有 界 的 . 

(2) T(t)L°3 = L°T(t)z, Vz € Xo. 

(3) 对 每 个 上 > 0, 算 子 L*T(t) 是 在 X 上 是 有 界 的 ， 并 且 有 如 下 估计 


LT(t) < Cat-*e-5:, 对 某 个 5 > 0. 


DPC” ) = Xa = 1: = Zk EX 


k=1 


(4) 令 0<a 和 1 及 zeXa. 则 
T(t)z — zl < Mao 好“z| 


下 面 定 理 对 判定 扇形 算 子 是 关键 的 . 

定理 2.19 令 工 :Xi 一 X 是 一 个 扇形 算 子 ， 且 对 某 个 Xo < 0 扇形 区 域 
SAu(g) C p(Z). 如 果 B : Xi 一 X 是 一 个 线性 有 界 算 子 ， 使 得 对 某 个 0 和 a < 1 ， 
算 子 BL-°* : X 一 X 是 有 界 的 ， 那 么 工 + 妃 是 一 个 扇形 算 子 . 

注 2.2 当 XCX 是 一 个 紧 包 含 时 ，Xau C Xp(a > DB) 也 是 一 个 紧 包 含 . 在 
这 种 情况 下 定理 2.19 意味 着 若 工 : Xi 一 XX 是 一 个 扇形 算 子 ，B: Xa 一 X(0< 
a < 1) 是 线性 有 界 的 ， 则 上 十 B :Xi 一 X 是 一 个 扇形 算 子 . 


82.4 ”中 心 流 形 定理 
§2.4.1 ” 双 曲 不 变 流 形 


考虑 下 面 n 维系 统 在 z = 0 的 邻 域内 流 的 结构 ， 该 问题 对 非 线性 演化 方程 
的 动态 分 歧 具 有 很 大 意义 . 
~ = Ar+G(r), rz €R", (2.4.1) 
其 中 4 为 n xn 阶 矩 阵 
Qa1l aln 
4=| : : (2.4.2) 
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G(z) 是 一 个 C 的 n 维 高 阶 项 ， 即 满足 


G(T) = o(|z|). (2.4.3) 
首先 观察 线性 情况 
宁 = Az. (2.4.4) 


假设 矩阵 4 的 所 有 特征 值 为 和 1,.… , Xu( 计 入 重 数 ), 并 且 有 
en Ws 


(2.4.5) 
ReAj >0, k+l<7)<<n. 


为 了 能 够 简单 地 体现 本 质 ， 仅仅 考虑 实 特征 值 情况 ， 并 且 Xi 关 入 j, 当 ij 时. 
此 时 由 Jordan 定理 ， 在 一 个 线性 坐标 变换 下 ， 方 程 (2.4.4) 可 以 化 为 


op =—piyi, ligk, pi= |N), (2.4.6) 
dzj . 
NY k+l<jgn. (2.4.7) 
在 初始 条 件 下 ， 
yi(0) = 2(0)=2, 1<igk, k+lgijgn, (2.4.8) 
问题 (2.4.6)~(2.4.8) 的 解 为 


| y= Went, 1<igh, 


2 = fet, k+l<j<n,A;>0. 


这 个 解 表 明 ， 方程 (2.4.4) 有 两 个 不 变 子 空间 Ei, E2 C R"(dimEl = k,dimE2 = 
n 一 k), 也 就 是 说 , 当初 始 值 在 Ei 或 Eo 中 时 , 方程 (2.4.4) 的 解 z(t) = (y(t), z(t)) 
也 在 Ei 或 Bo 中 : 

z(t, ro0) EEi, vt > 0， 当 ro EE;, 1=1,2. 


这 里 z(0, x0) = zo. 可 以 看 出 Bi, Ez 分 别 是 4 的 对 应 于 负 特 征 值 和 正 特征 值 的 
特征 空间 ， 并 且 有 


,im z(t, xz0) = 0, 当 zo € 五 1， 
lim 7z( 一 上 Zo) = 0， 当 zo € bE. 
t 一 十 Co 


即 方程 (2.4.4) 在 i 的 解 是 流入 z = 0 点 ， 而 在 2 的 解 是 流出 > = 0 点 ， 如 图 
2.15 所 示 . 

在 数学 上 ， 1 称 为 方程 (2.4.4) 或 者 向 量 场 4 的 稳定 流 形 ， E 称 为 不 稳 
定 流 形 ， 这 两 个 稳定 和 不 稳定 流 形 将 向 量 场 4 在 z = 0 的 领域 内 的 流 的 拓扑 结 
构 从 本 质 上 就 确定 了 . 
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2.15 El 是 稳定 流 形 ， Ez 是 不 稳定 流 形 
现在 再 来 看 一 般 非 线性 情况 (2.4.1)~(2.4.3). 在 z = 0 的 一 个 邻 域内 ,方程 


(2.4.1) 能 够 被 看 成 是 方程 (2.4.4) 和 一 个 小 摄 动 ， 从 直观 上 看 ， 向 基 场 4 的 两 个 
稳定 和 不 稳定 流 形 El 和 Ez 在 小 摄 动 4+ G 下 不 会 消失 ， 而 应 该 形变 成 两 个 
维和 n 一 k 维 曲面 Mi 和 Mz, 使 得 Mi 和 Ms 分 别 在 z = 0 处 与 Bl 和 E2 相 
切 ， 是 4+G 的 不 变 曲面 ,并且 4+G 在 Mi 的 流 是 进入 z = 0, 而 在 Ma 的 流 
是 走出 zx = 0. 换 句 话说 ， 在 条 件 (2.4.3) 和 (2.4.5) 下 , 方程 (2.4.1) 在 z = 0 处 
应 该 具有 两 个 不 变 曲面 ( 流 形 )Mi 和 M2, 这 里 Mi 和 M2 是 (2.4.1) 的 稳定 和 不 
稳定 流 形 ， 并 且 Mi 与 4 的 负 实 部 特征 值 的 特征 空间 相 切 ， 而 M2 与 正 实 部 特 
征 值 的 特征 空间 相 切 ， 

下 面 给 出 稳定 流 形 定理 . 

定理 2.20 令 条 件 (2.4.3) 和 (2.4.5) 成 立 ， 并 且 Bl 和 Eo 分 别 为 4 的 对 应 
于 负 实 部 和 正 实 部 特征 值 的 特征 空间 ， 那么 唯一 地 存在 两 个 流 形 Ms 和 M", 称 
为 (2.4.1) 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ， 它 们 被 表达 为 


M: = {zo € Rlim z(t, x0) = 0}, 
M*= {7o 6 R"|lim rz(—t, 70) = 0}, 


其 中 z(t, zo) 是 方程 (2.4.1) 的 解 ， 并 且 z(0,zo) = zo. 进一步 ，Ms 与 M* 在 
Zz 二 0 处 分 别 与 Bl 和 Es 相 切 


T,_oM: = E= R:, ToM*= E,= RK. 
因而 稳定 流 形 Ms 和 不 稳定 流 形 MY* 在 z = 0 处 横 截 相交 . 
前 面 给 出 了 稳定 流 形 定理 实在 意义 的 分 析 . 下 面 我 们 勾 划 定理 证 明 的 基本 


思路 . 
不 失 一 般 性 ， 将 方程 (2.4.1) 变换 为 如 下 形式 


了 = Aiy + Gi(y, z), (2.4.9) 
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d 
二 = Azz + G2(y, 2), (2.4.10) 


这 里 ye R*,z € R"-*, hl 是 一 个 x 上 阶 矩 阵 ， 其 特征 值 为 Xi(ReXi < 0,1 < 
i < 上), 42 是 (n 一 k) x (n 一 k) 阶 和 矩阵 ， 其 特征 值 为 和 j(ReXj; > 0,1 < j < nk). 
只 需 考 虚 稳 定 流 形 情 况 ， 不 稳定 流 形 情 况 的 证 明 是 一 样 的 . 
令 z = hl(y) 是 在 某 个 开 球 Bs = {y e R*|ly| < 5} 内 的 稳定 流 形 的 函数 形 
式 . 需要 在 Bs 内 找到 这 样 的 函数 h(y), 使 得 


y(t, 20)， yo E Bs, (2.4.11) 
z(t, 20) = h{vylt, yo))， ?20 三 h(vyo) 
是 下 面 方程 的 解 
Y= Aiy + ps(y)Gi(y, 2) a 
y(0) 二 Yo， 
Ayz + paly)G2(y, 2) 
dt = A2gz Pa3l\Y)tr2\Y, 2)) (2.4.13) 
z(0) = z0， 
这 里 ps(y) 是 截断 函数 满足 
和 1， 当 Wl<6, 
Poe 0， 当 ly| > 26. 
容易 验证 ， 如 果 h(y) 满足 方程 
h(:)=— 三 eh2psG2(y(T,*), h(y(7, *)))dr, (2.4.14) 


则 (2.4.1) 就 满足 (2.4.12) 和 (2.4.13). 事实 上 ， 能 够 看 到 下 面 函 数 


z(t, h(xzo)) ee h(y(t, zo0)) 
a | e-r4ap5Ga(g(r, h(t, z0)), h)dr 


a | e-"AspsGa (y(t + 7,z0), h(y(t + 7, 0)))dr 
到 -/ eA2(t- 7) gsG2(y(7, zo), h)dr 
t 


满足 方程 (2.4.13). 
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由 条 件 (2.4.3) 可 以 证 明 ， 当 6 > 0 充分 小 时 ， 映 射 
i dh 
Y = {h: Bs — R"*|h(0) = 0,h 是 Lipschitz}, 
1(h)=— / eh2psG2(y(7,*), h(y(T,*))) dr 


是 一 个 压缩 映射 ， 因 而 有 不 动 点 . 这样 (2.4.14) 存在 解 he Y, 并 且 
h(0) = 0， 和 (0) = 0. 


于 是 得 到 定理 的 证 明 . 
注意 ， 当 证 明 不 稳定 流 形 存在 性 时 ， 用 下 面 的 方程 取代 (2.4.14) 式 


0 
h(.) = . SA (h(z(7, ))， z(T， 小)d7. 


82.4.2 。”R" 的 中 心 流 形 


上 一 节 介 绍 了 R" 中 向 基 场 双 曲 奇 点 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 的 概念 ， 其 
基本 条 件 就 是 向 基 场 在 奇 点 处 的 线性 化 矩阵 必须 是 双 曲 的 ， 即 所 有 特征 值 实 部 
不 为 零 . 这 一 节 考 虑 非 双 曲 情况 , 即 中 心 流 形 定 理 ， 该 理论 在 动态 分 歧 中 起 到 关 
键 作用 . 

考虑 下 面 常 微分 方程 组 


宁 = Ar+ G1i(7,y, A 和), 
(2.4.15) 


dy 
at By 和 G2(7,Y, 入 )， 


其 中 ze R*,ye R"™,A 是 kxk 阶 和 矩 阵 ，B 是 mxm 阶 矩 阵 ，Gi(z,y,A) 关于 
参数 入 € R1 是 连续 的 ， 关 于 (zx,y) € R* x Rm 是 CT(r 1) 的 . 

假设 4 的 所 有 特征 值 为 poi(l1 < i < k),B 的 所 有 特征 值 为 和 (1 < j < m)， 
并 且 满 足 


Repi>0, 1l1<igk, 
(2.4.16) 

ReAi <0, 1l1<j<m. 
Gi(z,y,A) =o(lz|+|yl), i=1,2, A€R!. (2.4.17) 


正如 上 节 所 讨论 的 双 曲 不 变 流 形 原理 一 样 ， 在 条 件 (2.4.16) 和 (2.4.17) 下 ， 
在 z = (z,y) =0 的 邻 域 V 内 ， 存 在 (2.4.15) 的 一 个 mm 维 的 稳定 流 形 Ms, 在 
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z= 二 0 处 Ms 与 B 的 特征 空间 Rm 相 切 ， 因 为 在 M* 中 的 流 是 进入 到 z = 0, 因 
而 在 V 中 ， (2.4.15) 的 流 挤 出 一 个 上 维 不 变 流 形 M°, 如 图 2.16 所 示 . 这 个 不 变 
流 形 Me 就 称 为 (2.4.15) 的 中 心 流 形 . 


2.16 


下 面 给 出 中 心 流 形 定理 . 
定理 2.21 在 条 件 (2.4.16) 和 (2.4.17) 的 假设 下 ,对 系统 (2.4.15), 存在 一 个 
C" 函数 ， 称 为 中 心 流 形 函 数 . 


h(, 和 ):B 一 Rm"，BCR* 是 z=0 的 一 个 邻 域 ， 


使 得 h(z, 入) 关于 入 是 连续 的 ， 并 且 
(1) h(0,N) = 0,jhz(0, 和) 一 0; 
(2) 下 面 集合 


M, = {(7,y)|z € BC R*,y = h(z,N)} 


称 为 中 心 流 形 ， 是 (2.4.15) 的 局 部 不 变 流 形 ; 
(3) 如 果 MA 是 正 不 变 的 ， 即 z(t, yp) e Ma,YVt > 0, 那么 Ma 是 (2.4.15) 的 一 
个 吸引 集 ， 也 就 是 说 ， 存 在 MA 的 一 个 邻 域 UC R*+m, 当 p EU 时 有 


lim dist(z(t, 2), Ma) = 0, 
一 oo 


这 里 z(t,p) = (z(t, yp),y(t, yp)) 是 方程 (2.4.15) 的 解 ， 其 初 值 为 2(0, wp) = %， 
该 定理 证 明 的 基本 思想 与 稳定 流 形 定理 的 证 明 是 一 样 的 ， 它 实质 上 是 稳定 
流 形 定理 的 推广 . 
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下 面 介 绍 的 是 更 一 般 的 中 心 流 形 定理 ， 考虑 方程 


dz 

at = A\x 各 G1(z, Y 过， 入 )， 

dy 

at 一 By 十 G2(7,Y, 之 ) 入 )， (2.4.18) 


一 CAz 十 Gas(z,Vy,z, 和)， 
其 中 ， TE R*,y € R"™, A,, B,C 都 是 连续 . 依赖 于 入 的 矩阵 ， Gi(x,Yy,z, 入) 
ol|z| “Te 网 下 |z|)(1 一 1,2,3). 令 A,, B,, CA 和 的 特征 值 分 别 为 pi, 入 7 Bi, 并 且 假 设 
Repi(Xo) >0,， 1<i<k, 
ReX(%) <0, 1<j<m, (2.4.19) 
1 
定理 2.22 在 条 件 (2.4.19) 的 假设 下 ， 存 在 < > 0, 在 | 和 一 和 Aol < 时 , 方 


程 (2.4.18) 具有 三 个 局 部 不 变 流 形 MY, M3, Ms, 它们 分 别 与 4、, BA, CA 的 特征 
空间 在 w= (z,y,z) = 0 处 相 切 


Tuy-oMY = Rt, T,-oMs = R™, T,-oM? = R", 
这 里 ，Mx 是 不 稳定 流 形 ，M 是 稳定 流 形 ，M& 是 中 心 流 形 , 并且 当 Gi(i = 1,2,3) 
是 Cr 时 ， MY,Ms 和 Ms 也 是 Cr 流 形 . 
§2.4.3 无穷 维 系统 的 中 心 流 形 


现在 介绍 无 穷 维 系统 的 中 心 流 形 定理 . 令 五 和 Hi 是 两 个 Banach 空间 ， 
Hi CH 是 一 个 紧 稠 密 包 含 ， 考 虑 下 面 非 线 性 演化 方程 


at (2.4.20) 


Es Lau+G(u,N), MAE R, 
u(0) = UO, 


其 中 DZ : 豆 一 H 是 连续 依赖 于 参数 入 € R! 的 线性 全 连续 场 ， 其 定义 为 
Ls = —A+B,, 


4 : Hi 一 万 一 个 线性 同 胚 (2.4.21) 
BA : Hi 一 一 个 线性 紧 算 子 . 


首先 考虑 六 是 一 个 灸 形 竺 了 的 情况 .这 样 . 就 可 以 定义 分 数 指数 算 子 LA(a € 
R!) 和 分 数 次 空间 Ho = D(L%). 
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对 于 非 线 性 项 G, 假设 对 某 个 0< 09<1,G(, 和 A):Ho 一 HH 是 C"(r > 1) 有 界 
映射 且 连 续 地 依赖 于 入 e R', 使 得 


Gu,A) =o(llulle), 0 <0<1, vAEeR. (2.4.22) 
假设 空间 Hi 和 五 能 够 被 分 解 成 
Hi= EM@E?, dimE? < co， 
H = E*@ bE, 
(2.4.23) 
bi = Fi, 


忆 = EX， 在 及 中 的 闭 包 ， 
对 入 在 和 0 附近 , 那里 BN 和 EX 是 工 \ 的 不 变 子 空间 ， 也 就 是 说 ， 在 入 靠近 和 0 
附近 工 、 能 够 被 分 解 成 L、 = LY @ L323, 使 得 
| [= Ls: 


A ,a 2 (2.4.24) 
1 LAE2 : LH2 一 二 2， 


其 中 C 的 特征 值 具有 负 实 部 ， L? 的 特征 值 具 有 非 负 实 部 在 入 = Xo 处. 
这 样 ， 对 入 在 Xo 附近 ， 方 程 (2.4.20) 能 够 等 价 地 被 改写 成 如 下 形式 


F = Lr + Giz,y,N), 
(2.4.25) 
二 = Ly + Ga(z,y,\), 


其 中 = zy,z € EBX,y € EA,Gi(z,y,A) = PG(u, 和 ), Pi : H — Ei; 为 规范 投 
影 , i = 1,2. 

下 面 就 是 无 穷 维 的 中 心 流 形 定理 . 

定理 2.23 假设 条 件 (2.4.21)~(2.4.24) 成 立 , 则 存在 Xo 的 一 个 邻 域 | 和 一 和 ol < 
56, 对 某 个 5 > 0, 一 个 z=0 的 邻 域 BC EX, 及 一 个 C! 函数 h(, 入 ) : Bs 一 E2(9) 
连续 地 依赖 于 入 , 这 里 E32(9) 为 E32 在 Ho 范 数 下 的 完备 化 (0 < 9 < 1 如 (2.4.22) 
所 给 定 ), 使 得 

(1) Rh(0,A) = 0， h’(0,A) = 0; 

(2) 下 面 集合 


M, = {(z,y) € H|z eB, y=h(z, 和 )} 


称 为 中 心 流 形 , 是 关于 方程 (2.4.18) 局 部 不 变 的 , 即 对 任何 初 值 wo E Ma, (2.4.18) 
的 解 满足 


u(t,uo) E Ms, v0 <t< tu0)， 
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， 对 某 个 t(wo) > 0; 


(3) 如 果 (zs(t),ya(t)) 是 (2.4.25) 的 解 ， 那 么 有 一 个 8、 > 0 和 k、 > 0, 它们 
依赖 于 (x、(0), ys(0)), 使 得 


ya(t) — h(xa(t), MN) < ke et. 


前 面 介绍 了 Ls 为 而 形 算 子 情 况 下 的 中 心 流 形 定 理 ， 下 面 考虑 Ls 为 一 般 强 
连续 半 群 的 生成 子 情况 ， 这 种 情况 能 够 适用 于 非 线 性 波 方 程 . 
假设 L、: Fi 一 互 生成 一 个 强 连续 线性 算 子 半 群 T(t). 又 假设 G:H 一 H 
是 C"(r > 1) 有 界 映射 满足 96 = 0 情况 下 的 (2.4.22). 然后 有 下 面 中 心 流 形 定理 . 
定理 2.24 令 L、: Hi 一 日 是 一 个 强 连 续 算 子 半 群 的 生成 子 ， 并且 定理 
2.23 中 的 条 件 在 9 = 0 情况 下 成 立 ， 如 果 由 £2 生成 的 强 连 续 半 群 5、(t) 满足 
Ss < Ke ™*", 


对 某 个 常数 K、 > 1 和 ax > 0, 那么 存在 一 个 Cl 中 心 流 形 函 数 h(., 和 ) : B、 一 EB2， 
使 得 在 定理 2.23 中 的 结论 (1)~(3) 成 立 . 
82.4.4 ”中 心 流 形 函 数 的 构造 


在 后 面 关 于 动态 分 歧 的 讨论 中 ， 有 时 需要 近似 地 解 出 中 心 流 形 函 数 ， 为 此 
目的 ， 下 面 给 出 定理 2.23 和 2.24 的 证 明 思 路 ， 从 中 可 以 具体 地 近似 构造 出 中 心 
流 形 函 数 .为 简便 起 见 ， 记 h(., 入) = h(.). 

令 pe : E? 一 [0,1] 是 一 个 C™ 截断 函数 ， 定 义 为 


1， 当 |lzll < s， 
pc(z) = 
0， 当 ||zl| > 2s， 


对 某 个 es > 0. 记 
COB, E2(0)) = {h: Es — E2(0)|h(0) = 0, h 是 Lipschitz}. 
为 了 证 明 中 心 流 形 定理 ， 需 要 找到 一 个 函数 he C™%(E?,E2(9)), 满足 
h(.) = / 和 eC2pe(z(7,:))G2(z(7,), h(z(7, *)))dn, (2.4.26) 


其 中 z(t, zo) 是 下 面 常 微分 方程 的 解 


d 
一 CT 十 pc(T)G1 (2, h(z), 入 )， 


zl(0) 一 了 0. 
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然后 可 以 证 明 y(t, yo) = h(xz(t, zo))(yo = h(zo)) 是 下 面 方程 的 解 


d 
= L2y + pe(y)G2{z(t, wo), y, 和)， 


y(0) = hzo). 


这 样 ， (z(t,zo),h(z(t,z0))) 就 是 方程 (2.4.25) 的 一 个 局 部 解 ， 并 且 由 定理 2.23 
中 给 出 的 流 形 MA 是 关于 (2.4.25) 局 部 不 变 的 . 
方程 (2.4.26) 解 的 存在 性 被 归 为 下 面 映射 不 动 点 的 存在 性 
F:C%(EN, EX(0)) 一 C™!(E?, E2(0)), 
下 定义 为 
0 入 
F(h) = 人 e-rcipe(z)Ga(z(r),R(z(r)))dr 


最 后 应 用 压缩 不 动 点 定理 可 以 证 明 F 存在 不 动 点 . 


82.5” 偏 微分 方程 中 的 解析 半 群 
82.5.1 Sobolerv 空间 


为 了 方便 ， 这 里 简要 介绍 Sobolev 空间 及 其 嵌入 定理 . 令 QC R" 是 一 个 开 
集 ，C*(Q)(k > 0) 是 所 有 在 R 上 上 大 次 连续 可 微 的 函数 空间 ， 其 范 数 定义 为 


也 一 sup | 厂 “v|， 
lullcs = > uplDoul 


lalgk™ 
其 中 亿 一 (al， ca -nh, Qi 之 0(1 < 1 < n) 是 整数 ， |al = Sy Qi, 并 且 
Ololy 
Ori ...0rn" 
Ou 
,Diju= si—, 
Dri” i™ OriO7; 


Du = 


Diu 一 
记 
CK(NQ) = {fuecCeQ)lsupp u C mh， 
这 里 supp 4 表示 4 在 Q 内 的 紧 文集 ， 定 义 为 
supp u = {7 € Nu(z) #0}. 


令 LP(R),1 < p < oo( 或 者 Lx(R)) 是 定义 在 9 上 并 且 p 次 可 积 函 数 空间 (或 者 
本 质 有 界 函 数 空间 ). 配 以 如 下 范 数 


工 
em | 1/ az| 
人 
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或 者 对 p= cc， 
llullL» = ess. sup lu(z)|. 
对 于 1<p<oo 和 非 负 整数 上, Sobolev 空间 定义 为 
We?(Q) = fue LP(Q)| Dou € L?(Q), lal < k}, 


其 范 数 为 
lulwsz = 2 liDYulle. 


lalsK 
当 p=2 时 ， 记 
H"(nN) = WN), 
这 是 Hilbert 空间 ， 其 内 积 为 


(u,v) Hr = > | Dru: prvdz 
9 


lal<k 
i 
Wr?(Q) = CFY(Q) 在 W*?(9) 中 的 闭 包 ， 
H¢(0) = Wo” (0). 
对 整数 上 >0 和 0<a<1, 定 义 空 间 
C™°(0) = {u€ C*(M)I[D ua < 00,18| = &}, 


其 范 数 为 
lullcss = lluller + >, [Du)o, 
I8|=k 
VIT})}—VU 
ee |v(z) Wl 
TYEN TAY Iz > yl 
Sobolev 栎 入 定理 . | 
定理 2.25 今 Qc R" 是 一 有 界 区 域 ，1 < p < co, 那么 
Kk,p q 之 < np 天 
剑 0”(Q) C (0)， vl<qg 二 p, 
HTz(Q) C Za2(9)， Yl < gq < 0%0,n = kp, 
WEP(Q) C CO™°(0), Vkp>n.m+a=k— > 


进一步 ， 该 包含 是 连续 的 ， 即 


np 
| lullzs < Cllullwrr, a es 


VA 
|ullem,e < Cllullywe,s, 十 Ca 一 此 一 p’ kp > Nn, 


Ey 1 
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其 中 C = C(n,Q,g) 是 常数 . 
定理 2.26 今 人 Qc R" 是 Lipschitz, 不 定 有 界 ， 那 么 


WeP(Q) CL(N), pp<d< 一 一， 
n—kp 


WP?(N) C O™°(N), m+a=k— kp > n, 


n> kp, 


并 且 包 含 映 射 是 连续 的 . 
Rellich-Kondrachov 紧 椒 入 定理 . 
定理 2.27 今 Qc Rr 是 有 界 区 域 ,那么 下 面 的 内 入 是 紧 的 
1 9 Eee 
WI? CCL), gq<is n>p 
Wi?CL(N), q<o, n=p, 
Wi’? CO%N), a<1-— > D>nN. 
定理 2.28 ( 迹 定理 ) 今 Q c 了 是 Ch+l 区 域 ,那么 对 任 wE WI?(Q),p 之 1， 
有 . 


D°ulen =0, ae. Vial < k—1. 


§2.5.2 ”椭圆 算 子 的 正则 性 估计 


考虑 下 面 的 线性 椭圆 方程 
一 aij(T) Diju 十 bi(T)Diu + c(z)u = f(z), 
ulan = 9， 


这 里 z € QC Rn 是 一 个 有 界 区 域 ， 并且 
Sai(z)éi€; > Ml A>0, vren, €eR". 
YI 一】 
下 面 的 定理 给 出 方程 (2.5.1) 的 全 局 Schauder 估计 和 Z2 估计 . 
定理 2.29 (全 局 Schauder 估计 ) 令 QcR 了 是 C2e 区 域 , 并 且 aibyc'fe 
Coe(Q),pe C2e(O). 如 果 we C2°(Q) 是 方程 (2.5.1) 的 一 个 解 ， 那 么 
lullcas < C [llullco +lellczs + fieo,el], 
这 里 C >0 是 一 个 仅 依 赖 于 mc 入 和 Qi DC 的 Holder 模 的 常数 . 
定理 2.30(L? 估计 ) 假设 0 是 C2 区 域 ,aij € 0C?(0),bi,c Eee(O)PE 
W227(Q), ff € LP(0),1<p<oo. 如 果 weEW>7(0) 满足 (2.5.1), 那么 
Nullwzr < Cfllrs + pllywar + llllee], 
这 里 C > 0 是 一 个 依赖 于 n,p,Q, 和 及 aij,bi,c 的 L” 模 的 常数 . 
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82.5.3 ”各 类 微分 算 子 的 生成 半 群 


这 一 节 介 绍 几 个 来 自 物理 、 化 学 和 生物 等 学 科 的 典型 方程 ， 这 些 方程 的 线 
性 部 分 都 是 解析 半 群 或 者 强 连 续 线 性 算 子 半 群 的 生成 子 ， 它 们 具有 广泛 的 代表 
性 . 从 这 些 介绍 中 可 以 进一步 了 解 线性 算 子 半 群 理论 及 非 线 演 化 方程 的 动力 学 
理论 在 偏 微分 方程 中 如 何 具体 地 应 用 . 这 里 要 介绍 的 方程 是 : 反应 扩散 方程 、 

Navier-Stokes 方程 、 复 Ginzburg-Landanu 方程 . 

首先 给 出 Sobolev 空间 中 相应 于 扇形 算 子 的 分 数 次 空间 的 嵌入 定理 , 它们 在 
非 线性 偏 微分 方程 的 动力 学 理论 中 起 到 关键 作用 . 

定理 2.31( 分 数 次 空间 的 典 入 定理 ) 令 Q c R" 是 Lipschitz 区 域 ， 并 且 
L:W"™m?(Q) 一 L?(0) 是 一 个 扇形 算 子 ，m >2 及 1<p< co. 那么 对 0< 和 as&1， 
分 数 次 空间 X。= D(L?) 满足 下 面 嵌 入 关系 


Xa CW (0)， 若 k 一 nf/g < ma 一 n/p， 


区 和 若 0<k+6<ma—n/p, 


并 且 有 ， 
上 ullwxs < Cllullx,, eh 
ullcrs 和 Clullxs, Og<k+B<ma— 
1. 反应 扩散 方程 


反应 扩散 方程 出 现在 许多 物理 、 化 学 和 生物 的 问题 中 ， 它 的 一 般 形式 由 下 
面 给 出 


Co A MD 


ot 

0 
ulan = 0 (或 an 0) (952} 
u(z,0) = 9, 


这 里 QC R"(n > 1) 是 一 个 有 界 开 集 ， = (WW1,… ,Um)(m zz 1) 是 一 个 未 知 函 
数 . 其 他 符号 将 依次 给 出 . 
(1) Mi 是 一 个 由 扩散 系数 构成 的 正 对 角 和 矩阵 


Al 0 
Mi = 


这 里 ji > 0(1 < i m). 
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(2) M2 是 一 个 m x m 阶 函 数 矩 阵 
bii(z) :+ bim(7) 
Nf> = : : , bij 二 Cun. 
bni(®) … bmnm(z) 
(3) 算 子 D.: Vu 定义 为 
Dr (位 袜 < 区 一 二 六 s 交 ) 
i=1 j=1 7 i=1 j=1 | 


其 中 4 € C?(9). 
(4) 下 = (下 … ,Fm) 是 一 个 定义 在 0 x RW x R""m 上 的 连续 函数 ， 满 足 


F(z,€,C) = oo 人 (| 
对 于 方程 (2.5.2) 建立 如 下 空间 
H = L*(0, R™), 
Hi = H?(0, R™) N HL(QN, R™), 
或 者 Hi = { E H?(Q, R™) 0， hu = of 
定义 映射 L=-A+B: 开 一 吾 及 G:Hi 一 HH 如 下 


一 Au = Afi Av, | 
Bu = Mou + DD. Vu, (2.5.3) 
G(u) = F(z,u, Vu). 


下 面 特征 值 方 程 
— MiAu = Nu， 
i Ou 二 
ulan = (有 on = ) 
具有 无 穷 多 实 特 征 值 ( 计 入 重 数 ) : 
OO<A<.<A SE.…; AK 一 09， 当天 一 本 


其 对 应 的 特征 向 量 {wu} C Hi 构成 瑟 的 一 个 正 交 基因 而 对 任何 入 > 0, 算 子 
Mid 二 4 有 有 界 道 


CO 
(Md+ 4) 一》 (入 十 Ak) zkug, 
天 一 1 
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oo 
内 一 DTkuk, 
k=1 
oe 和 
lullz = 站 | ; 
k=1 


由 L? 估计 (定理 2.30), -4 : Hi -日 是 同 构 ， 此 外 ， 容 易 看 出 


1 


| -1|| < 
[Qid+ A)- < ox 


因而 由 定理 2.16 知 ,一 4 是 一 个 扇形 算 子 . 由 定理 1.30, Hy = D(A43)= 三 (Q, R™). 
容易 看 到 
B :Hi = HD(Q,R™) 一 H 是 有 界 的 . 


这 样 ， 由 定理 2.19( 或 注 2.2) 可 知 
了 = -4+ 卫 :万 一 万 是 一 个 扇形 算 子 . 
如 果 对 方程 (2.5.2) 的 非 线 性 项 F(z,&,mn) 附加 如 下 的 增长 限制 
F(w,ét, Cc EC (QOx Rx RY™"), Bn=1, 
| < alw,) + Ch, 1<q9<—, 
vet x a(z,€) >0,，c>0， 当 2<n<4, 
| IF(z,é€, Ol < CIKEP+K + 了， 
SES ay n—2 
则 存在 a < 1, 使 得 由 (2.5.3) 定义 的 非 线 性 算 子 
G : Xa 一 H 是 有 界 连 续 的 . 


这 样 , 当 方 程 (2.5.2) 在 (2.5.3) 的 定义 下 化 为 抽象 形式 (2.4.20) 时 , 条 件 (2.4.21)~ 
(2.4.22) 被 满足 . 
2. Navier-Stokes 方程 


一 般 茜 性 流体 的 控制 方程 是 Navier-Stokes 方程 ， 由 下 式 给 出 


4 <n. 


= Au (ue Vu Vp+h 


divu = 0， (2 5 4) 
ulan = 0， 
u(7,0) = p(7), 
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其 中 ze Qc R"(n=2 或 3) 是 一 个 有 界 区 域 . 
如 例 1.1.4 所 定义 的 那样 建立 空间 五 和 本 . 为 了 方便 ， 这 里 再 给 出 它们 : 
H= {ueL’(N,R")ldivu = 0 .mlao = 0), 
Hi= {ue H’*(N,R")NHIvlan = 0}, 
LI?2(0,R")= H@{Vy eeLL(N,R’)lp € Im)}. 


定义 映射 LL 二 -A:Hi 一 HH 和 G:Hi 一 HH 为 


| Au = -kuPIAd]， 
(2.5.5) 
Gu = Pl[f — (vu: V)u), 
这 里 PP: 72(Q, Rn) 一 五 为 Leray 投影 . 
A 的 特征 值 由 特征 方程 (1.2.8) 确定 ， 它 有 一 个 无 穷 的 实 特征 值 序列 
0< 和 Xi 扩 .… 挟 从 扩 ，，A 太 一 co， 当 大 一 oo， 
并 且 对 应 的 特征 向 最 {ux} C Hi 构成 互 的 一 个 正 交 基 , 因此， 就 如 椭圆 算 子 情 
况 一 样 ， 由 (2.5.5) 定义 的 线性 映射 工 = 一 A : Hi 一 日 称 为 Stokes 算 子 ， 是 一 
个 同 胚 (关于 Stokes 算 子 的 L? 估计 可 参见 文献 [99]). 因而 工 是 一 个 扇形 算 子 . 
此 外 ， 由 
(a Vu vdz < lulleoll vullzallvllzes, 
可 以 得 到 
[Gulln < llullcollVaullrz + fllr2. 
再 由 定理 2.31 可 知 ， 由 (2.5.5) 定义 的 算 子 4 的 分 数 次 空间 五 。 = D(A°) 满足 
lullco + lullw2 < Cllullnp,, 
这 里 a > 3, 当 n=2 时 ，a > 7, 当 n=3 时 这样， 这 个 由 (2.5.5) 定义 的 非 
线性 映射 
G:H,。—H (3 <a< 1) 是 一 个 有 界 的 解析 映射 . 
3. 复 Ginzburg-Landau 方程 


复 Ginzburg-Landau 方程 是 作为 控制 不 稳定 波 的 振幅 方程 出 现在 流体 动力 
学 模型 中 ， 其 方程 为 如 下 形式 


= (a +if)Au + Mu — (0 + ip)lul?u, 
ulan 0, Ge 


u(x,0) = $+ igp, 
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其 中 未 知 数 4 : Q x f0,o) 一 C 是 一 个 复 值 函 数 ，Q Cc R"(1 < n < 3) 是 一 个 有 
界 区 域 ， 参 数 a, 8,o,p 和 入 都 是 实数 ， 并 且 


5 
对 于 问题 (2.5.6), 取 如 下 空间 
H = L(N,O), 
Hi = H?(0,O)N Hi(N,O), 


其 中 
Z2(0,C) = {ui + ivzlui, v2 € L2(N)), 


HF(Q,C) = {ui + ivzlui, v2 € H*(NQ)}. 


这 些 与 方程 (2.5.6) 相关 的 算 子 L=-A+B: 所 一 有 和 G:F 一 日 定义 
为 


Au = —(a+if)Au, 
Bu = AL， (2.5.7) 
Gu = 一 (oa + ip)lul2u. 


算 子 4 : Hi 一 日 可 以 等 价 地 写成 如 下 形式 
本 | — aAu mew | _aA 时 四 

— BAui + aAuz -BA -aA) \u, 
由 椭圆 方程 组 的 L? 估计 回 , 可 以 证 明 ， 4 : Hi 一 五 是 一 个 同 构 ， 此 外 容易 验 
证 ， 4 的 所 有 特征 值 为 

ak + iBM, k=1,2,..:, 

A > 0， WwWK > 0， 和 一 co， 大 一 oo， 
这 里 入 是 -A 算 子 的 特征 值 . 其 对 应 的 特征 函数 序列 为 

gk 二 ek 十 iek， ek 是 一 人 A 的 特征 函数 ， 


并 且 {exk,iejll < 上,j < co} 构成 五 的 一 个 正 交 基 . 采用 类 似 反 应 扩散 方程 的 方 
法 可 以 证 明 ， 一 4 : Hi 一 H 是 一 个 扇形 算 子 ， 并 且 对 于 Ha = D(A4°*) 有 


B :上 一 HH, (Hs。=0 = 万) 是 线性 有 界 ， 
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G : 机 一 HH 是 有 界 解析 映射 


因而 由 (2.5.7) 定义 的 线性 映射 工 = 一 4 十 B: 名 一旦 是 一 个 扇形 算 子 . 
总 结 上 面 的 例子 ， 所 有 这 些 方程 都 可 以 化 为 如 下 抽象 形式 的 方程 


du 
En = Lu++ G(u), 
u(0) = Wp, 


其 中 线性 算 子 L :Hi 一 日 满足 


L = 一 A ++ B 是 一 个 扇形 算 子 ， 
A : Hi 一 五 一 个 线性 同 构 ， 
B : Hs。 一 五 线性 有 界 对 某 个 0 和 a < 1 


非 线性 算 子 G : Hi 一 互 满足 


G :万 一刀 是 C7 有 界 对 某 个 0 去 a < 1. 


82.6 评 注 


§2.1 古典 隐 函 数 定理 能 够 在 许多 标准 教科 书 中 查 到 ， 具 体 可 参阅 文献 
[9, 10, 75, 120]. 

$2.2 Brouwer 度 理论 和 ”Leray - Schauder 上 度 理论 能 够 在 许多 著作 中 发 
现 [9,28,38,75,120,121] 

82.3 ”线性 算 子 半 群 理论 可 参阅 文献 [32, 81, 104, 117]. 

82.4 关于 中 心 流 形 定 理 可 参阅 文献 [10, 32, 98]. 

§2.5 ”关于 Sobolev 空间 理论 可 参阅 文献 [1, 26, 73, 98]， 关 于 椭圆 偏 微分 
方程 的 Schauder 估计 和 L? 估计 可 参阅 文献 [2, 3, 5, 26]. 关于 反应 扩散 方程 的 
介绍 可 参阅 文献 [91, 105]. 关于 复 Ginzburg-Landau 方程 可 参阅 文献 [98]. 关于 
Navier-Stokes 方程 可 参阅 R. Temam 的 经 典 著作 [99l. 
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83.1 Lyapunov 稳定 性 


第 一 章 已 经 对 Lyapunov 稳定 性 的 实在 意义 进行 了 讨论 . 这 一 节 将 从 数学 上 
介绍 Lyapunov 稳定 性 理论 . 

令 X1, 六 是 两 个 Banach 空间 ， Xi C X 是 一 个 稠密 包含 . 令 FF: Xi 一 大 
是 一 个 连续 映射 ， 考 虑 下 面 演化 方程 


= .Fy, 
dt (3.1.1) 


Lyapunov 稳定 性 的 原始 定义 如 下 . 
定义 3.1 对 于 给 定 的 初 值 y, 令 u(t,y) 为 方程 (3.1.1) 的 解 . 若 对 任何 = > 0， 
存在 6 > 0, 使 当初 值 pi 满足 lp1 -olx <5 时， (3.1.1) 的 解 u(t, pi) 满足 


u(t, Pp1) — v(t,p)l|x <e, viz0. 
则 称 u(t, p) 是 Lyapunov 稳定 的 . 又 若 
dim ult,p1) — ult, px = 0, 


则 称 w(t, 2) 是 渐 近 Lyapunov 稳定 的 . 

不 难看 出 ， 古 典 Lyapunov 稳定 性 概念 只 涉及 到 单个 轨道 u(t, p). 它 一 般 适 
用 于 方程 (3.1.1) 在 稳 态 解 和 周期 轨道 邻 域内 渐 近 行为 的 研究 . 

更 广义 的 Lyapunorv 稳定 性 概念 是 从 一 个 区 域 来 考虑 的 . 下 面 给 出 它 的 严格 
数学 定义 . 

定义 3.2 令 OCxX 为 一 有 界 开 集 ， 若 对 任何 初 值 PE Q, 方程 (3.1.1) 的 
解 u(t, yp) em,vt>0, 则 称 方程 (3.1.1) 在 区 域 m 内 是 Lyapunov 稳定 的 . 又 若 存 
在 (3.1.1) 的 一 个 稳 态 解 wo E Q( 即 F(wo) = 0), 使 对 任 pe 有 


dim u(t, ep) — vollx = 0. 
则 称 方程 (3.1.1) 在 Q 内 是 渐 近 Lyapunov 稳定 的 ， 或 者 说 ， wo 是 (3.1.1) 在 
内 的 渐 近 稳定 的 平衡 解 . 
在 现代 关于 非 线 性 演化 方程 的 稳定 性 研究 中 ， 出 现 许多 新 的 概念 ， 如 吸引 
子 、 吸 收集 等 、 不 变 区 域 等 等 ， 它 们 都 是 在 广义 Lyapunov 稳定 性 的 范围 内 . 
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§3.1.1 RR" 中 系统 的 Lyapunov 稳定 性 定理 
考察 下 面 常 微分 方程 组 


ar 
— =v(7), rE€ RR", 
| dt (3.1.2) 


7(0) = Zo, 


其 中 v(z) 是 R* 上 一 个 C1 向 基 场 . 

先 从 一 些 现象 分 析 开 始 ， 然 后 再 进入 Lyapunov 稳定 性 的 讨论 ， 当 一 个 有 界 
开 区 域 Q C R" 是 方程 (3.1.2) 的 一 个 稳定 区 域 时 ， 向 基 场 v(z) 的 流 是 不 会 流出 
Q 的 ， 如 图 3.1 所 示 . , 


图 3.1 QQ 是 wv(z) 的 一 个 Lyapunov 稳定 区 域 


在 数学 上 ， 这 种 现象 表述 为 , 9 的 边界 上 每 一 点 zo & 99 的 外 法 向 量 n 与 
向 最 场 在 zo 点 的 值 v(zo) 之 间 夹 角 9 满足 钝 角 条 件 5 < 9 < 7, 也 就 是 说 
(v(z),mz) < 0, Yr € 0900. (3.1.3) 
如 果 知道 一 个 区 域 Q, 使 得 (3.1.3) 式 成 立 ， 则 可 判定 8 是 方程 (3.1.2) 的 一 个 稳 
定 区 域 . 然而 ， 一 般 情况 下 ， 59 的 法 向 基 无 法 表达 出 来 ， 这 样 就 很 难 直接 找到 
使 (3.1.3) 成 立 的 区 域 Q. 因而 它 不 适合 作为 一 个 定理 出 现 . 
现在 从 另外 一 个 角度 看 这 个 问题 为 了 简单 ， 假 设 v(0) = 0. 如 果 有 一 个 连 


续 可 微薄 数 
本 


满足 条 件 
V(0) =0，V(z) > 0， Vlz| < R 对 某 个 R > 0， (3.1.4) 


(v(xz), VV (rz)) < 0, vlz|<R. .1.5) 
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则 可 判定 在 开 球 B.(0) 内 存在 一 个 开 区 域 Q(0 € m), 使 得 Q 是 方程 (3.1.2) 的 一 
个 Lyapunov 稳定 区 域 . 这 是 因为 条 件 (3.1.4) 表明 函数 V(z) 在 x = 0 的 邻 域 
是 一 个 如 图 3.2 所 示 的 一 个 开口 向 上 的 ” 维 曲 面 . 因而 存在 一 个 数 ro > 0, 使 得 
V(z) 的 等 值 面 

I ={zeEeR V(r)=ro, lz| < RR} 


是 包含 zx = 0 的 一 个 区 域 Q 的 边界 09 = Tr。 而 条 件 (3.1.5) 表明 Tr。= 69 上 
每 一 点 的 外 法 向量 n= VV(z) 与 v(x) 之 间 夹 角 为 钝 角 ， 即 (3.1.3) 式 成 立 . 


V{Z)=¢ 


图 3.2 


在 许多 实际 数学 问题 中 ， 找 一 个 能 满足 条 件 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 函数 是 可 行 
的 ， 因 而 可 以 作为 一 个 定理 出 现 ， 这 就 是 下 面 要 介绍 的 Lyapunov 稳定 性 定理 . 
满足 条 件 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 函数 称 为 Lyapunov 函数 . 

进一步 ， 如 果 将 (3.1.5) 改 为 


(v(xz), VV (7)) <0, vz|<R, z=A0, (3.1.6) 


那么 z = 0 是 (3.1.2) 的 一 个 渐 近 稳定 平衡 点 . 这 是 因为 Q 内 含有 一 族 收 敛 于 
z=0 的 Y(z) 的 等 值 面 T, 一 0(r 一 0). 条 件 (3.1.6) 意味 着 (3.1.2) 的 流 随 着 时 
间 上 一 oo 而 进入 每 一 个 等 价 面 I,, 即 趋 于 z = 0 点 .从 另 一 方面 也 能 理解 这 一 
点 .从 (3.1.6) 看 


d dr 

和 V(z(b) = (YY(z), 宁 ) 
=(VY(z),v(z)) 
<0, viizl<R, z=A0 


表示 (3.1.2) 解 的 轨道 曲线 z(t) 的 像 V(z(t)) 的 高 度 随 时 间 而 下 降 ， 最 后 降 到 最 
低 点 z = 0. 满足 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 函数 称 为 严格 的 Lyapunov 函数 . 
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下 面 给 出 Lyapunov 稳定 性 定理 . 

定理 3.1 令 v(0) = 0. 若 方程 (3.1.2) 有 一 个 Lyapunov 函数 V(x), 即 V(z) 
是 满足 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 连续 可 微 函数 ， 则 存在 一 个 开 区 域 fC B.,0 & Q, 使 
得 Q 是 (3.1.2) 的 一 个 稳定 区 域 ， 又 若 V(z) 是 严格 的 Lyapunov 函数 ， 即 V 满 
足 (3.1.4) 和 (3.1.6), 则 z = 0 是 渐 近 稳定 的 平衡 点 . 

证 明 令 V(z) 是 满足 (3.1.4) 和 (3.1.5) 的 一 个 连续 可 微 函 数 ， 则 存在 常数 
C > 0, 使 得 等 值 面 

T={zE€B,| V(rz)= C0C} 


是 一 个 包含 z = 0 点 开 区 域 8 的 边界 80 = 了 TOC Ba, 并 且 对 任何 0 < Cl < C， 
等 值 面 


Ti= {se€eBal Vig)= 过 (1 


由 (3.1.5), 对 任何 Xo € 0， 


一 (VV (z(t, 20)), v(x(t, zo))) 
< 0， 对 z(t,7z0) EN CB,, 


这 里 z(t,7x0) 是 (3.1.2) 的 一 个 解 ， 因 而 有 
V(z(t, x0)) < V(xz(0, x70))} = V(xo) < COC. 


由 (3.1.7) 这 意味 着 


dV (x(t, x0)) 
dt 


X(t,X0) EQ, vi>0, ZzoE€ 有 


这 就 证 明了 Q 是 一 个 稳定 区 域 . 
令 V(z) 又 满足 严格 不 等 式 (3.1.6). 则 对 任何 zo € 8 及 (3.1.2) 的 解 Z(t, zoh， 
有 


oe 2Z0 )) 过 (3.1.8) 


即 (zlt,zo)) 是 t+ 上 的 严格 下 降 函 数 . 条 件 (3.1.6) 意味 着 
im V(zlt,zo)) = 0. 
再 由 (3.1.4) 推出 


lim z(t,7z0) =0, Zzo€ENC BR. 
t 一 OO 


这 样 定理 得 证 . 
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83.1.2 ”局 部 渐 近 稳定 性 


现在 考虑 下 面 非 线 性 演化 方程 
du 
Ar 一 Lu 十 G(u), (3.1.9) 
u(0) = wo, 


这 里 工 : Xi 一 XX 是 一 个 线性 有 界 算 子 ，G : Xi 一 XX 是 一 个 C"(r > 1) 的 映射 . 
这 一 节 主 要 考虑 方程 (3.1.9) 平衡 点 的 渐 近 稳定 性 为 了 帮助 理解 问题 的 实 
质 ， 先 从 简单 的 有 限 维 情 况 进行 分 析 ， 然 后 再 讨论 无 穷 维 情况 ， 
令 = X2 = R",L 是 一 个 nxn 矩阵， 其 特征 值 为 和,… ,和 n, 并 且 满 足 
Re < 0， 1<kgn. (3.1.10) 
G : R* 一 R" 满足 
G(u) =o(lul)), ue€e R". (3.1.11) 


在 82.4.1 中 , 我们 主要 是 强调 稳定 与 不 稳定 流 形 存在 性 的 实质 , 而 忽略 了 在 流 
形 中 流 的 稳定 性 与 不 稳定 性 的 实质 . 现在 用 简单 明了 的 分 析 来 阐明 条 件 (3.1.10) 
和 (3.1.11) 意味 着 平衡 点 4 = 0 的 渐 近 稳定 性 . 

由 和 矩阵 的 Jordan 定理 ， 对 任 es > 0, 可 选取 适当 的 坐标 系 (Tz1,… ,zn) 使 得 
了 为 如 下 形式 


J 0 
L= ; 
0 dr 
其 中 J 为 Jordan 块 窍 阵 ， 或 为 对 角 和 矩阵 ， 或 为 如 下 形式 的 矩阵 
Qt 一 永 0 
Bi Qs 
Ai 0 
0 E 
=| ， Ji=|0 0 
= A 
0 < ai 一 应 
0 0 0 记 oi 
取 内 积 有 


(ELz 二 G(z),z) = > ReAkzx +e » TjTj+1 + (G(7), 2). 


k=1 了 
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取 = > 0 充分 小 ,由 (3.1.10) 和 (3.1.11) 从 上 式 推 出 


(Lz + G(x),7) < —alzl? + o(|zxl*) 
< 0，ylz| < 656， 对 某 个 6 > 0， 
这 里 a > 0 为 某 个 常数 . 

对 Lyapunov 函数 V(z) = zj*, YY(z) = Z， 上 式 意 味 着 条 件 (3.1.4) 和 
(3.1.6) 被 满足 ， 因 而 从 定理 3.1 可 知 ，w = 0(z = 0) 是 (3.1.9) 的 局 部 渐 近 稳定 
平衡 点 . 

下 面 就 将 这 一 性 质 推 广 到 无 穷 维 情况 . 

定理 3.2 邻 工 :Xi 一 X 是 一 个 扇形 算 子 ，G :Ha 一 日 对 某 个 0<a<1 
是 一 个 Cr(r > 1) 映射 ，v €E Xi 是 (3.1.9) 的 一 个 平衡 点 . 如 果 工 + DG(v) 的 谱 
入 满足 

Re < -<e， 对 某 个 e > 0. 


这 里 DG(v) 为 G 在 v 点 的 导 算 子 , 则 vv 是 (3.1.9) 的 一 个 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 . 
并 且 是 指数 衰减 的 ， 即 存在 常数 M > 0,c > 0 和 6 > 0, 使 当 luoll < 5 时 ， 方 程 
(3.1.9) 的 解 u(t,uo) 满足 


uttauo) 一 四 xx 和 Me 一 vt>0. 


证 明 由 定理 2.19( 或 注 2.2),L 二 DG(v) : X1 一 X 仍 是 一 个 扇形 算 子 ， 则 
(3.1.9) 的 解 可 表达 为 


ut) = T(t)uo 十 [ T(t— 7)Gi(u)dr, 


这 里 T(t) 是 由 L+DG(v) 生成 的 解析 半 群 ,= 4 一 v,G1(WW) = G(W+v)-DG(v， 
并 且 满 足 


Ci = o(llillx,). (3.1.12) 
从 定理 2.18 推 得 
t 
illxs < Me™ “lluollx + WA 7 Me (tNG1(DIxar. 
0 


今 
上 (bx。 = e z(t), 


则 由 (3.1.12)，z(t) 满足 


z(t)} < Millwollx + mf T-aeirole-6rz(7T))d7. 
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这 意味 着 


z(t) < Milluollx + M1 sup o(z(7)). (3.1.13) 
Ort 


从 (3.1.13) 推出 当 z(0) = jluollx 充分 小 时 ， z(t) 对 t> 0 是 有 界 的 . 定理 得 证 . 
当 工 : Xi 一 X 不 是 扇形 算 子 时 ， 有 下 面 的 稳定 性 定理 . 该 定理 对 非 线性 阻 
尼 波 方程 的 稳定 性 是 有 用 的 . 


定理 3.3 令 工 :XI 一 X 是 一 个 线性 有 界 算 子 ， 并 且 生 成 一 个 强 连续 半 群 
T(t),G : XX 一 久 是 连续 映射 满足 


G(u) = ol(llullx),， wu € X. 
如 果 有 常数 M > 1,6 > 0, 使 得 
TWN < Me-’*:, vt>0. 


那么 = 0 是 (3.1.9) 的 一 个 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 并 且 是 指数 衰减 的 ， 


83.2 经典 的 全 局 吸引 子 存在 性 理论 


这 一 节 主 要 介绍 一 般 Banach 空间 上 动力 系统 的 一 些 基本 概念 和 理论 . 这 些 
动力 系统 是 直接 与 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 解 相关 连 ， 一般 微分 方程 都 能 化 
为 如 方程 (3.1.1) 的 抽象 形式 ， 因 而 由 方程 (3.1.1) 生成 的 动力 系统 理论 直接 反映 
了 具有 耗 散 结构 微分 方程 的 动力 学 行为 . 


83.2.1 基本 概念 


Banach 空间 上 一 族 连 续 映射 {S(t)|t > 0} 称 为 是 由 方程 (3.1) 生成 的 算 子 
半 群 (或 动力 系统 ), 如 果 5(t) 满足 下 面 性 质 


5 : [0, co) x X 一 六 是 连续 的 ， 
5S(0) = id 为 X 上 恒 等 算 子 ， (3.2.1) 
S(t+s)= S(t):S(s), Vvt,s>0, 


并 且 方 程 (3.1.1) 的 解 能 够 表达 为 
u(t, wo) = S(t)uo, vt 过 0. 


在 动力 系统 理论 中 ,空间 X 上 的 算 子 半 群 S(t) 是 独立 于 方程 的 ， 它 的 定义 
是 由 (3.2.1) 给 出 ， 这 就 使 得 动力 系统 理论 更 具有 一 般 性 意义 .然而 这 里 给 出 的 
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算 子 半 群 定义 是 与 非 线性 演化 方程 相关 连 ， 主 要 是 强调 研究 算 子 半 群 的 动机 ， 
并 表明 我 们 特别 是 对 非 线性 演化 方程 生成 出 的 算 子 半 群 感 兴趣 . 

从 定义 中 可 以 看 出 ，X 空间 上 的 算 子 半 群 本 质 上 就 是 由 X 上 演化 方程 的 
解 抽象 出 的 概念 . 那么 ， 以 算 子 半 群 为 对 象 ， 要 研究 非 线性 演化 方程 的 动力 学 行 
为 ， 又 怎样 去 研究 它们 ， 这 与 直接 从 方程 的 角度 去 研究 有 什么 区 别 呢 ? 下 面 就 
说 明 这 些 问题 . 

令 u(t,uo) 是 方程 (3.1.1) 的 一 个 解 . 那么 在 空间 X 中 这 个 解 wuo) : 
fo, co) 一 X 代表 了 一 条 从 uo 出 发 的 曲线 ， 通 常 称 为 方程 (3.1.1) 的 以 uo 为 
起 点 的 轨道 ， 从 算 子 半 群 的 角度 ， 这 条 轨道 是 下 面 的 集合 


Uz0S(t)uo. 
特别 地 ， 当 D C XX 是 一 个 集合 时 ， 下 面 集合 
1 一 Uiz0S(t)D, DCX 


代表 方程 (3.1.1) 从 集合 D 出 发 的 流 ， 也 就 是 方程 (3.1.1) 从 D 内 所 有 点 出 发 的 
轨道 集合 ,经 过 时 间 r > 0 后 ， 这 个 流 9 将 收缩 到 它 的 一 个 子 集 Q- 上 ， 如 图 
3.3 所 示 . : 

Q; = Uezr S(t)D. 


图 3.3 


回忆 方程 (3.1.1) 平衡 点 渐 近 稳定 的 定义 ， 其 特征 是 平衡 点 uo 邻 域 的 解 随 
时 间 t 一 co 而 收敛 到 uo, 从 动力 系统 的 角度 ， 平 衡 点 uo 的 渐 近 稳定 性 特征 是 
uo 邻 域 09 的 流 Qt 随时 间 t 一 oo 而 收缩 到 uo 点 ， 这 两 种 观念 的 差别 在 于 第 一 
种 情况 是 函数 收敛， 而 第 二 种 情况 是 空 问 XX 中 集合 的 收敛 ， 这 两 种 区 域 导 致 了 
研究 非 线性 演化 方程 动力 学 在 方法 和 结果 上 的 根本 差别 .很 容易 看 出 ， 对 于 平 
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衡 点 的 渐 近 稳定 性 定理 ， 如 Lyapunov 稳定 性 定理 (定理 3.1 和 定理 3.2), 应 用 算 
子 半 群 方法 是 无 法 获得 ， 必 须 从 方程 角度 证 明 . 然而 ， 我 们 也 能 看 到 ， 在 许多 情 
况 下 一 个 区 域 9 的 流 Qt 随时 间 t 一 co 不 是 收缩 到 某 一 点 ， 而 是 收缩 到 X 中 
的 某 一 紧 集 马上 ， 即 

lim 0 = NU = 5 C0, 


9 是 忆 的 一 个 邻 域 . 这 就 意味 着 集合 亏 吸收 方程 (3.1.1) 在 9 内 的 所 有 解 ， 即 
随 t 一 co, 每 个 (3.1.1) 在 9 内 的 解 u(t) 与 械 之 间距 离 收敛 到 零 


inf ||u(t) — 0， + 一 oo. 
inf 一 加 x 一 0， 一 oo 


这 样 ， 在 动力 系统 中 流 的 观念 作用 下 ， 我 们 能 够 将 古典 的 平衡 点 Lyapunov 渐 
近 稳 定性 概念 推广 到 一 般 集 合 上 的 稳定 性 概念 ， 这 样 的 集合 攻 现在 称 之 为 吸引 
子 ， 它 要 求 是 紧 的 并 且 是 流 作 用 下 不 变 的 . 


S(t)T=5, vt>0. 


方程 (3.1.1) 的 吸引 子 存在 性 问题 就 是 动力 系统 的 一 个 重要 研究 课题 ,一般 情况 
下 ， 这 个 问题 必须 借助 于 算 子 半 群 方法 ， 而 直接 从 方程 角度 无 法 解 . 

现在 ， 回 过 来 从 数学 严格 的 角度 介绍 动力 系统 中 的 一 些 基 本 概念 . 下面， 总 
是 记 5(t) 为 方程 (3.1.1) 生成 的 算 子 半 群 . 

定义 3.3 一 个 集合 二 C X 称 为 是 方程 (3.1.1) 的 不 变 集 ， 如 有 果 S(t) 区 = 
,Vi > 0. 一 个 (3.1.1) 的 不 变 集 对 CX 称 为 吸引 子 ， 如 果 二 是 一 个 紧 集 ， 并 且 
存在 忆 的 一 个 邻 域 UC XX, 使 得 对 任 uo EU ， 有 


inf S(t)uo — vllx — 0， 当 t 一 00. 


此 时 称 工 吸引 U. 特别 地 ， 如 果 上 吸引 整个 空间 X, 则 称 马 为 一 个 全 局 吸引 
子 . 
对 于 一 个 集合 D CX. 定义 DD 的 w 极限 集 为 


w(D) = NMs>0U:>sS(t)D, 
这 里 的 闭 包 是 在 X 范 数 下 取 的 . 同样， 如 果 存 在 ， D 的 a 极限 集 定义 为 
a(D) 一 Ns>0Ut>sS(—t)D. 


定义 3.4 令 DcXX 是 一 个 子 集 ，U CX 是 包含 品 的 一 个 开 集 , 称 D 是 
在 U 内 的 一 个 吸收 集 ， 如 果 U 的 任何 有 界 集 的 轨道 在 某 个 时 间 后 (该 时 间 依 赖 
于 该 集合 ) 进入 D, 也 就 是 说 ， 对 任何 有 界 集 B CU, 存在 时 间 to = to(B) , 使 得 
对 所 有 ty> t 如 (B),S(B CD. 
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83.2.2 ”全 局 吸引 子 存在 性 


这 一 小 节 主 要 介绍 和 证 明 全 局 吸引 子 的 存在 性 定理 . 
一 个 算 子 半 群 S(t) : XX 一 XX 对 充分 大 的 t > 0 称 为 是 一 致 紧 的 ， 如 果 对 任 
何 有 界 集 B C X ， 存 在 to > 0 ， 使 得 下 面 集合 


Ursto S(t)B 
在 久 中 是 一 个 紧 集 . 
定理 3.4 令 {S(t)}ji>o 是 X 上 的 一 个 算 子 半 群 ，U CX 是 一 个 开 集 ， 并 
且 假 设 


(1) S(t) 是 对 充分 大 的 上 > 0 是 一 致 紧 的 ， 以 及 
(2) 在 U 中 存在 一 个 有 界 吸 收集 B. 
那么 ，B 的 ww 极限 集 4 = w(B) 是 一 个 吸引 U 的 吸引 子 , 并 且 当 UV 是 连通 时 ， 
A 也 是 连通 的 . 特别 地 ， 当 U = XX 时， A 是 全 局 吸引 子 . 
证 明 分 三 步 进行 . 
第 一 步 . 证 明 w(B) 是 非 空 紧 不 变 集 . 
因为 B 承 多 , 故 
UzsS(t)B#L, Vs>0. 


出 
Urso S(t)B C Urses S(t)B, Vsi> s2， 
可 知 
w(B) = NSU SH)B #8. 

再 由 假设 (1),w(B) 是 紧 集 . 

证 明 w(B) 是 不 变 集 ， 容 易 看 到 pe w(B) 的 充 要 条 件 是 存在 pn E B 及 
tn 一 09， 使 得 

S(tn)pn 一 ， 当 mn 一 oo. 

若 %e Stw(B), 那 么 风 = St)p,p Ee w(B). 这 样 ,存在 序列 {pn} C B,tn 一 

co, 满足 
S(t)S(tn)pn = S(t+tn)pn 一 了 (bp 一 小 

这 就 表明 隶 eEw(B). 即 S(t)w(B) C w(B). 

相反 地 ， 若 pe w(B), 再 考虑 如 上 所 述 的 序列 {pn} 和 {tn}. 当 如 > 上 上 时， 
注意 到 S(tn 一 t)pn 在 X 中 是 相对 紧 的 ， 这 样 ， 存 在 某 个 少 € 了 H, 使 得 


S(tn 一 四 pr = VW， n= %, 
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这 就 推出 ye w(B). 此 外 ， 由 
S(tn)pn = S(t)S (tn > t)pn = S(t)y, 


及 
S(tn)pn 一 Pp， 当 n 一 00. 


故 有 op= S(t)w e S(t)jw(B). 这 就 推出 
w(B) C S(t)w(B), vt>0. 


因而 S(t)w(B) = w(B),vt > 0. 
第 二 步 ，w(B) 是 吸引 U 的 吸引 子 . 
用 反 证 法 . 假设 存在 有 界 集 Bo CU 和 th 一 oo(n 一 co) ， 使 得 


dist(S(tn)Bo,A) > 5 > 0， vYn > 1， 
这 里 两 个 集合 4 和 B 的 距离 dist(4, B) 定义 为 
dist(A, B) = sup inf Iz — yx (3.2.2) 
这 样 ， 对 每 个 n 存在 zn€ Bo, 使 得 
dist(S(tn )zn, A) > 5 > 0. (3.2.3) 
因为 B 是 吸收 集 ， 再 由 条 件 (1), 对 充分 大 的 n, 有 


jsp EB, Vn>N, m=1,2,.…, 


lim S(tn)zn = 20. 
亿 一 DOD 


im S(tn)Tn = im (tn 一 IN)SCN)Zn， 
| StN)zn € B, 
可 知 
im S(tn 一 1N)SUN)Zn = To, 
zo EN UtzsS(t)B = w(B)= A. 
此 与 (3.2.3) 矛盾 . 


第 三 步 ， 当 U 是 连通 时 ， 4 = w(B) 也 是 连通 的 . 
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用 反 证 法 . 假设 4 不 连通 ， 
A = Al U .42， 


iC Di 一 2 Ui NU 一 好， 


因为 A4c B, 则 A= S(t)AC S(t)B. 因为 B 是 连通 的 ， 所 以 S(t)B 也 是 连通 
的 . 这 样 
UiNS(t)BAG, i=1,92, 


但 是 U1 + U2 并 不 覆盖 S(t)B. 因此 存在 zn € S(tn)B,zn 9 U1 十 Uz. 但 是 4 吸 
引 {zn}, 并 且 {zn} 相对 紧 (由 条 件 (1)). 因而 


lim zn, = Xo E€ A, 
此 与 zn Y U1 +U2 矛盾 .定理 证 毕 . 


83.2.3 吸引 子 的 摄 动 稳定 性 
当 对 方程 (3.1.1) 作 一 小 摄 动 时 ， 


| Y= F(v) + Ha(v), 


v(0) = vo, 


(3.2.4) 


这 里 ， H, : Xi 一 X 满足 
lv(u)llx — 0， 当 nn 一 0，w€ Xi. 
那么 (3.2.4) 生成 一 个 算 子 半 群 
{Sn(t)}e>0- 


很 自然 地 ， 人 们 要 关心 当 7 充分 小 时 ， 5;(t) 与 S(t) 的 吸引 子 之 间 的 偏差 是 起 
样 的 . 下 面 的 定理 表明 , 吸引 子 在 小 摄 动 下 是 稳定 的 . 有 时 也 称 这 种 稳定 性 为 吸 
引子 的 上 半 连 续 性 . 
假设 算 子 半 群 {5(t)}.>o 有 一 个 吸引 子 4, 它 吸 引 一 个 开 集 we X, 并 假设 
对 每 个 有 界 区 间 TC (0, 00)， 
sup supllSn(t)uo — S(t)uollx 一 0， 当 7 一 0. (3.2.5) 
uoEU t+ET 
定理 3.5 在 (3.2.5) 的 条 件 下 ， 如 果 对 每 个 7 > 0 充分 小 ， St 有 一 个 吸 
引子 4,, 它 吸 引 U Cc X, 这 里 所 是 AU .4 的 一 个 邻 域 并 独立 于 7 则 .4 依 
(3.2.2) 所 定义 的 距离 收敛 于 .4: 


dist(4，4) — 0， 当 n 一 0. 
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证 明 我 们 将 证 明 ， 对 任 e > 0, 存在 mo > 0 及 Th >0, 使 得 当 0<7< 
70,t > 2 了 0 时 ， 


dist( 4 A) < <. (3.2.6) 
因为 A 吸引 辽 , 则 当 上 > To 时， 
dist(S(t)V, 4) < 3 
这 里 V =UNU. 对 I= [Tob,27%] 由 (3.2.5) ， 能 够 找到 m > 0 ， 使 得 
dist(Sn (t)V, S(t)V) < a/2, (3.2.7) 
对 任何 te [To,27b] 及 0<n<n. 
因而 ， (3.2.6) 对 每 个 0 <m7 < m 和 te fm,275] 成 立 用 归纳 法 ， 假 设 对 


每 个 te [Th,nTbl,(3.2.6) 成 立 ， 然 后 证 明 对 te InTo,(mn+1)To| 和 0<7n< wm, 
(3.2.7) 成 立即 可 , 令 t=m -1T+mrefTo,27o, 则 


St = Sn(r)sy(m — 1)To)V. (3.2.8) 


由 归纳 假设 ， 
dist(S»,((n — 1)To0)V, A) < a/2, 


故 Si((n 一 1)T0)V CV. 这 样 由 (3.2.8) 可 推出 (3.2.7) 对 任何 te [nTo, (n+ 1)T0] 
和 0<n< wm 成立， 定理 证 毕 . 


§3.2.4 ” 变 分 结构 演化 方程 全 局 吸引 子 


由 定理 3.4 给 出 的 全 局 吸引 子 存 在 性 结果 完全 由 算 子 半 群 自身 的 性 质 所 决 
定 ， 如 何 把 这 一 抽象 定理 与 方程 (3.1.1) 连 系 起 来 是 了 解 全 局 吸引 子 存 在 性 定理 
怎样 应 用 到 微分 方程 中 去 的 关键 .我们 将 讨论 一 类 特殊 的 非 线性 演化 方程 ， 从 
这 个 例子 可 以 看 到 定理 3.4 是 如 何 应 用 到 具体 问题 中 去 的 . 
令 Hi 和 五 是 两 个 Hilbert 空间 ，H1 CH 是 一 个 紧 笛 密 包含 , 工 : Hi 一 五 
是 一 个 扇形 算 子 ， 并 定义 分 数 次 空间 Hs。 = D(L*),a € Rl. 令 G :Ha 一 日 对 某 
个 0<a<1 是 紧 映 射 . 考虑 下 面 非 线性 演化 方程 
du 
| = Lt), ey 
u(0) = 9. 


假设 存在 一 个 泛 函 下: Ha。 一 R' ， 使 得 


DF=L+G, (3.2.10) 
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F(u) < -Billullh, + Bo, (3.2.11) 
(Lut+ Gu,u)np < —Cillulls. 十 C2， (3.2.12) 


这 里 DF 为 F 的 导 算 子 ， Bi, B82,C1,C2 > 0 为 常数 . 

然后 ， 有 下 面 的 全 局 吸引 子 存在 性 定理 . 

定理 3.6 在 条 件 (3.2.10)~(3.2.12) 的 假设 下 ,方程 (3.2.9) 在 五 中 具有 一 
个 全 局 吸引 子 4, 并 且 A 在 五 范 数 下 吸引 五 中 的 任何 有 界 集 . 

证 明 下 面 分 三 步 进行 证 明 . 从 证 明 的 过 程 中 可 以 看 到 定理 3.4 是 如 何 用 到 


方程 上 . 
第 一 步 . 证 明 方 程 (3.2.9) 存在 唯一 整体 解 
u € O°([0, 00), Ha) N WY2([0, 00), H). (3.2.13) 
使 用 标准 Galerkin 程序 证 明 此 断言 . 取 {eklk = 1,2,…} CH 是 一 组 标准 
正 交 基 ， 记 
万 = {eee E RI,1<k< "| , 
大 一 1 
H, = 位 Br(t)erlBr EE C1[0, 00),1 kk "| 
k=1 
考虑 下 面 常 微分 方程 组 


dt (3.2.14) 


Sk (Ln + Gunser)H,0 < kn, 
Zk(0) = (9, ek)H, 


这 里 un = DDR_1 Zk(t)ek. 由 常 微分 方程 理论 ， 方 程 (3.2.14) 存在 唯一 局 部 解 


{x1(t), 2 ,Tn(t)}, 日 过 去 去 化 


从 (3.2.14) 可 以 得 到 
(un, v)H = / (Lunt+ Gun,v)Hdt + (9,vH, Vv€ Hn, (3.2.15) 
0 
t [ du, 
上 | — (Lun 十 cu =0, VvE€ Hn. (3.2.16) 
0 


将 v= wn 代入 (3.2.16), 再 由 (3.2.12) 可 得 


1 1 
Sunly + Cs /Jun dt < Co 二 了 4 
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由 Gronwall 不 等 式 和 |. ly < .lzre 可 推出 
lan < lole-?0 + CC71(1 ~ e201t). 


这 意味 着 (3.2.13) 的 解 可 延 拓 到 0 < t < co. 这 样 ， 就 推出 we C1([0, 00), H,) 
满足 (3.2.15) 和 (3.2.16). 
将 v= duny/dt 代入 (3.2.16) 得 到 


上 [| du, | du 
6 dt ly ( dt | 
dun, dun, 
=/ | | (DF (un), | dt (由 (3.2.10)) 
tllldull* da 
dun 


t 
[ dt 
这 里 pn = > -1(4,ei)aei. 因而 有 


t 2 
| 


当 gE€E Ho 时， {9n} 是 在 Ho。 内 有 界 ， 故 从 (3.2.11) 和 (3.2.17) 推出 
{wn} CC WY?([0, 00), H) NL™([0, 00), Ho) 


2 
dt — F(un) + F(9p,), 
H 


dur, 


到 | dt — Flun) = —F(@n). (3.2.17) 


是 有 界 的 . 令 


1,2 
人 uo， 在 W “([0,oo), 已 )， (3.2.18) 


un 一 * uo， 在 L”([0,o00), Ha). 
由 于 G :Ha 一 日 是 紧 映射 , 故 从 (3.2.15) 可 得 
(ota = { (Luo + Guo Wadt = (bt) 
对 任何 ve Ha 成 立 ， 因 为 U1Hn 在 Ha 中 稠密 ， 故 有 
(3 -Luo—Guov n=0, vi>0, veHo, 
(wo(0), WH = (9,v)H, vvE€E Hoa. 
这 样 得 到 


dt (3.2.19) 


ao _ Fuo + Guo， 在 弱 意 义 下 ， 
uo(0) 下 9, 9 三 Hoa. 
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因为 工 : Hi 一 HH 是 一 个 扇形 算 子 ， 故 (3.2.19) 的 解 uo 满足 
uo = ettg+ 上 e-(t-)LG(wuo)dr. (3.2.20) 
0 
从 (3.2.18) 和 (3.2.20) 可 推出 (3.2.13), 并 且 解 是 唯一 的 . 
第 二 步 ， 需 要 证 明 (3.2.9) 的 整体 解 也 满足 
u € C0, 00), H) N C(O0, 00), Ho), (3.2.21) 
即 当 初 值 bE€ H 时 ， w(t,9) € Ho,vt>0. 


事实 上 ， 应 用 上 述 标准 Galerkin 程序 ， 从 (3.2.15) 可 以 推出 当 $e HH 时 方 
程 (3.2.9) 有 一 个 弱 解 


uo € L™([0, 00), H) N L2([0, %), Ho), 


即 wo 满足 | 
(wo, UH = (9,v) +/ (Luo + Guo, vpdt, 
对 任何 ve 五 . 这 表明 ， 对 几乎 所 有 t > 0,uolt) € Ha. 再 由 第 一 步 的 结论 及 
(3.2.9) 解 的 唯一 性 可 推出 (3.2.21). 
第 三 步 . 方程 (3.2.9) 在 互 中 具有 一 个 全 局 吸引 子 .4. 
由 (3.2.13) 和 (3.2.21), 方程 (3.2.9) 分 别 在 空间 鼠 和 五 c 上 生成 出 一 个 算 子 


半 群 
S(t):H— HH, 


S(t): 五。 一 Ho, 
使 得 (3.2.9) 的 解 u(t, 8) 可 表达 为 
u(t,$) = S(t)p, peEeH. 


首先 证 明 S(t) 在 瑟 中 有 一 个 吸 集 BR C H, BR 为 fH 中 以 4= 0 为 中 心 ， 
RR 为 半径 的 球体 ， 对 方程 (3.2.9) 两 边关 于 解 u 取 内 积 可 得 


;Su = (Lut Gu 
两 边关 于 t 积分 ， 由 {3.2.12) 推出 
t 
la Ol =2 | (iv FG a 


t 
< 20 / 人 ul 二 十 el + 2G2t 
v 0 
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t 
< —2C1 . lladt + igh +2C2t (| la < las). (3.2.22) 


由 Gronwell 不 等 式 ， 从 (3.2.22) 可 得 
lult, PE < lole + CC 1L 一 e ™). 
从 而 可 知 当 R> C2C7! 时 ， 对 任何 ge HH, 存在 to = to( 四 ), 使 得 
S(t)$ = u(t, $9) € BR, 当 t > to. 


因而 Br 是 S(t) 在 五 中 的 一 个 吸收 集 . 

其 次 要 证 明 算 子 半 群 S(t) 对 t > 0 充分 大 时 是 一 致 紧 的 . 因为 Hi C HH 是 紧 
的 ， 故 HH。C H 也 是 紧 的 ， 因 而 只 需 证 明 对 任 有 界 集 B C 五, 集合 S(t)B c H。 
对 上 > 0 充分 大 是 一 致 有 和 界 的 . 
关于 方程 (3.2.9) 两 边 对 ut 作 内 积 可 得 


2 


一 (Lu 十 Gu, Ut)H 
H 


du 
dt 


d 
一 一 一 天 


两 边关 于 t 积分 ， 再 由 (3.2.11) 可 得 


2 
dt — F(u(7)) (3.2.23) 
H 


du 


Co 


dt 


t 
Billully. < Ba — / 


对 任何 r >0 成 立 . 
取 r > 0, 需要 证 明 S(r)B Cc Hs。 是 有 界 的 . 从 (3.2.22) 可 以 得 到 


[ci oN — Calat < Biol (8.2.24) 
如 果 S(r)B C Hs 是 无 界 的 ， 则 存在 ye B ， 使 得 
Is)enllas = ultdallas 一 co，m 一 ec 
对 任何 0 和 ti 乏 7 成立 ， 因 而 
人 ult, Bn)lHa dt = ,no %, 


此 与 (3.2.24) 矛盾 ， 因 为 lg < M,M > 0 为 一 常数 . 因此 5(7)B C Ho。 是 有 界 
的 对 某 个 r > 0. 再 由 (3.2.23) 可 以 推 知 ， 对 任何 有 界 集 BC HH， 


.5(t)B C Hs。， 对 t > 0 充分 大 是 一 致 有 界 . 
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这 样 就 证 明了 S(t) 对 t > 0 充分 大 是 一 致 紧 的 . 由 定理 3.4 得 到 该 定理 . 证 
毕 . 

下 面 给 出 一 个 例子 表明 定理 3.6 的 应 用 . 

例 3.1 考虑 下 面 抛物 方程 


去 =Au—Clu? wt f(z,u), TED, 


ulan = 0， (3.2.25) 


ulz,0) = volz), 
这 里 QC R? 是 有 界 开 集 ，C > 0,p > 1 是 某 个 常数 ，f € CQ x R') 满足 


im E20 yrer. (3.2.26) 


:2 


在 (3.2.26) 条 件 下 ， 应 用 定理 3.6 可 以 证 得 方程 (3.2.25) 在 L2(Q) 中 有 一 个 
全 局 吸引 子 ， 建 立 下 面 空 间 


H= (0), Hi= H:(0)N HSN). 
定义 算 子 工 +G: 古 一 五 为 
Lu= Au, Gu= -ClulP ut f(z,u). 
则 工 +G 是 下 面 沁 函 的 导 算 子 


pw) = | -wo -+ hg | oo 


om [ flz, 2)ds. 


显然 二 是 扇形 算 子 ， 媚 ; = (0),G : H; 一 HH 是 紧 算 子 . 并 且 容 易 验 证 ,条件 
(3.2.26) 意味 着 工 十 G 生 满足 (3.2.10)~(3.2.12). 因而 (3.2.25) 可 化 为 (3.2.9) 
的 抽象 形式 ， 并 且 满 足 定 理 3.6 的 条 件 . 这 样 方程 (3.2.25) 在 五 = L*(R) 中 具有 
一 个 全 局 吸引 子 .4. 


83.3 C 条 件 全 局 吸引 子 存 在 性 理论 


经 典 的 全 局 吸引 子 存 在 性 理论 所 要 求 的 半 群 一 致 紧 性 条 件 在 具体 应 用 中 需 
要 更 高 一 阶 的 一 致 有 界 正则 性 估计 ， 这 是 比较 强 的 条 件 . 虽然 有 一 些 试图 改进 
一 致 紧 性 的 工作 (9. 但 是 这 些 工作 在 本 质 上 没有 太 大 的 突破 .最近 一 个 非常 好 
的 进展 是 将 一 致 紧 性 条 件 减弱 为 C 条 件 [447.43 引 .该 条 件 的 最 大 优点 就 是 适合 
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许多 具有 耗 散 结构 的 偏 微分 方程 特点 ， 不 需要 作 更 高 一 阶 的 正则 性 估计 . 一 
吸收 集 在 那个 空间 便 能 证 明 吸 引子 就 在 那个 空间 .必须 指出 ， JK.Halels4 关于 
全 局 吸引 子 存在 性 理论 给 出 一 个 本 质 上 与 C 条 件 等 价 的 条 件 ,但 是 他 的 那 种 形 
式 是 很 难 被 应 用 到 偏 微分 方程 中 去 . 


83.3.1 ” 非 紧 致 性 测度 
里 只 是 简单 介绍 非 紧 致 性 测度 概念 及 其 一 些 基 本 性 质 ， 利 用 这 个 概念 所 
以 引入 算 子 半 群 w 极限 紧 的 定义 ， 它 是 C 条 件 全 局 吸引 子 理论 的 基本 概念 . 
定义 3.5 今 X 是 一 个 无 穷 维 Banach 空间 ， A C X 是 一 个 有 界 子 集 . 4 
的 非 紧 致 性 测度 y(4) 定义 为 


(4) = inf{6 > 0|4 允 许 一 个 直径 < 6 的 有 限 覆 盖 }. 


这 个 定义 实质 上 反映 了 无 穷 维 空间 中 有 和 界 集 的 非 紧 致 度 . 例如 ， 知道 一 个 n 
维 空间 中 边 长 为 1 的 方 体 如 果 要 用 边 长 为 = > 的 方 体 覆盖 则 致 少 需要 27 个 这 样 
的 方 体 ， 这 说 明 一 个 无 穷 维 空间 X 中 的 任何 有 界 开 集 , 或 者 说 一 个 非 紧 子 集 ， 
是 不 能 用 有 限 个 充分 小 直径 的 开 集 所 覆盖 .容易 看 出 非 紧 致 性 测度 具有 如 下 基 
本 性 质 : 

(1) 7(B) = 0 的 充 要 条 件 为 B 是 紧 集 ; 

(2) 7(Bi + B2) & 7(B1) + 7Y(B2); 

(3) Bi C Ba = 7(B1) < 7(B2); 

(4) 7Y(Bi U B2) < max{Y(B1), Y(B1)}; 

(5) 7(B) = 7(B); 

(6) 若 B(7) 为 一 半径 为 7 的 球体 ， 则 7(B(r)) = 2r. 

下 面 两 个 引 理 在 C 条 件 全 局 吸引 子 理论 中 起 到 关键 作用 . 它们 刻画 了 一 个 
紧 集 更 细致 的 特征 . 

引 理 3.1 令 X 是 一 个 无 穷 维 Banach 空间 ， 有 如 下 分 解 


太一 XI 申 X2， dimXl < oo， 


今 PP :XX -> 久 ; 是 规范 投影 ，A C X 是 一 个 有 界 集 ， 如 果 已 4 C X 的 直径 小 
于 <, 那么 Y(4) < #. 
证 明 集合 4 能 够 被 分 解 为 


4=41I 十 42， 


其 中 41 = PiACc Xi,A, = PAC XX,. 因为 dim Xi1 < %, 41 是 一 个 紧 集 ， 故 由 
非 紧 致 测度 基本 性 质 (2) 可 得 


7(A)= 7(A1 + A2) < 7(42). 
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而 由 定义 可 知 Y(42) < 42 的 直径 ， 故 有 
Y(4) < 42 的 直径 < <. 


引 理 证 毕 . 

引 理 3.2 令 久 是 一 个 无 穷 维 Banach 空间 ，” 是 非 紧 致 性 测度 . 假设 {A.} 
是 一 列 XX 中 的 有 和 界 闭 集 ， 满 足下 面 性 质 : 

(1) 4 2, vne™N; 

(2) An+1 CC An; 及 

(3) 7(An) —0， 当 n 一 oc. 
那么 集合 4 = nC14n 是 一 个 非 空 紧 集 . 

证 明 首先 由 集合 理论 知 4 = X214n 是 非 空 闭 集 ， 如 果 4 是 非 紧 集 ， 则 


pp (3.3.1) 
由 于 AC An， vn EN, 由 非 紧 测度 基本 性 质 (3) 有 
7(4) < YAn), vneN. 


然而 7(4,,) 一 0, 当 n 一 co, 此 与 (3.3.1) 矛盾 . 证 毕 . 


83.3.2 ”全 局 吸引 子 存 在 性 的 充 要 条 件 


现在 , 我 们 利用 前 面 介 绍 的 非 紧 致 性 测度 的 概念 引入 下 面 w 极限 紧 的 定义 ， 
然后 用 w 极限 紧 的 条 件 取代 经 典 全 局 吸引 子 存 在 性 定理 中 的 一 致 紧 性 假设 ， 从 
而 给 出 全 局 吸引 子 存在 性 的 充 要 条 件 . 最 后 再 证 明 w 极限 紧 与 C 条 件 的 某 种 等 
价 性 ， 而 C 条 件 在 偏 微 分 方程 中 是 可 适用 的 . 

定义 3.6 一 个 定义 在 X 空间 上 的 算 子 半 群 {S(t)}t>o 被 称 为 是 w 极限 紧 
的 ， 如 果 对 每 个 有 界 集 B CX 及 任 一 个 e > 0, 存在 如 > 0, 使 得 


YUtzto S(t)B) < e, 


这 里 7 为 X 中 非 紧 致 性 测度 . 

定理 3.7 令 {S(t)jzo 是 X 上 的 一 个 算 子 半 群 ,那么 S(t) 在 X 中 有 一 个 
全 局 吸引 子 4 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) {S(t)jzo 是 ww 极限 紧 的 ， 

(2) 在 X 中 存在 一 个 有 界 吸 收集 B C XX. 
此 外 ，B 的 w 极限 集 就 是 这 个 吸引 子 A = w(B). 

证 明 ”首先 证 明 充 分 性 . 由 S(t) 是 w 极限 紧 的 ， 对 任 me N, 存在 如 > 0， 
使 得 | 

7(Ut>t S(t)B) < 1 1 2 
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由 引 理 3.2 知 ， 下 面 w 极限 集 
4=w(B) = ne>oUt>sS() 互 = NUeytn S(t)B 
是 一 个 非 空 紧 集 . 
现在 证 明 A = w(B) 是 不 变 的 . 与 定理 3.4 的 第 一 步 证 明 方法 一 样 可 以 证 明 
S(t)w(B) Cw(B). vt>0. 
只 需 证 明 
w(B) C S(t)jw(B), viz>0. (3.3.2) 


由 极限 集 的 定义 知 ， yp € w(B) 的 充 要 条 件 是 存在 {pn}CB 和 + 一 oo, 使 
得 


S(tn)pn = Pp， 当 m 一 oo， (3.3.3) 


令 pew(B), 则 存在 {pn} 和 如 一 oo 满足 (3.3.3). 需要 证 明 {S(t, 一 tt)pn} 
在 X 中 是 相对 紧 的 .对 任何 s > 0, 存在 有 te > 0, 使 得 


YUrzt. S(T)B) < E， 


这 意味 着 
?7(Ur>t +tS(T —t)B) < &. 


另 一 方面 ， 存 在 N, 使 得 
Un>NS(tn 一 t}pn C= Urytet+tS(T -2)B. 
这 就 推出 
YUnzNS(tn — tpn) < Ee. 
对 固定 的 No, 由 非 紧 致 性 测度 基本 性 质 (1) 和 (2) 可 以 推 得 


YUn>NoS (tn 一 t)}pn) (Un>NS(tn > t)pn) J 


令 < 一 0 从 上 式 可 得 
7(Un>NoS(tn 一 tpn) = 0. 


这 就 意味 着 {S(t,, 一 t)pn} 是 相对 紧 集 .因而 存在 多 EX ， 使 得 


S(tn t)pn 一 Y, 当 n 一 O00. 


这 样 由 (3.3.3) 知 区 < w(B), 并 且 
吧 一 Jim S(tn)pn = im S(t)S(tn —t)pn = S(t)y. 


即 p= S(t)we S(t)jw(B). 因而 (3.3.2) 得 证 ， 

最 后 ， 证 明 A = w(B) 是 H 中 的 全 局 吸引 子 的 方法 与 证 明定 理 3.4 的 方法 
是 一 样 的 . 这 样 ， 充 分 性 得 证 . 

现在 证 明 必 要 性 . 因为 A 是 一 个 全 局 吸引 子 , 所 以 A 的 邻 域 N.(A)CX 
是 一 个 吸收 集 ， 因 此 只 需 证 明 算 子 半 群 5(t) 是 w 极限 紧 的 . 

由 于 Ne(A) 是 一 个 吸收 集 , 对 每 个 有 界 集 BC 和 & > 0, 存 在 te(B)>0， 
使 得 

Uz.(B)S(t)B C Ns(A) = {rz € X| dist(z,4) < 了 


在 另 一 方面 ， 因 为 A 是 紧 的 ， 存 在 有 限 个 元 素 xz1,… ,zne X, 使 得 


AC UL N(xi, 2) 


因而 
Ni(4) < ULIN(zs 3), 
这 就 意味 着 
YUrzte(B)S(t)B) < YNs (A)) < <. 
这 样 ， 定 理 得 证 . 


虽然 定理 3.7 给 出 全 局 吸引 子 存在 性 的 充分 必要 条 件 , 但 是 由 于 非 紧 致 性 测 
度 在 一 般 情况 下 是 不 可 计算 的 ,因此 算 子 半 群 S(t) 的 w 极限 紧 性 的 条 件 在 应 用 
的 层面 上 比 一 致 紧 性 条 件 还 难于 验证 . 然而 , 定理 3.7 的 价值 在 于 它 能 够 作为 一 
种 中 介 ， 将 难于 验证 的 w 极限 紧 性 条 件 转化 为 一 个 非常 易于 使 用 的 C 条 件 ， 这 
禅 就 使 得 这 项 工作 变 得 很 有 意义 . 

下 面 介绍 C 条 件 的 定义 . 

定义 3.7 一 个 定义 在 X 上 的 算 子 半 群 {S(t)}:>o 称 为 是 满足 C 条 件 ， 如 
果 对 任何 有 界 集 B Cc X 和 e > 0, 存在 有 ts > 0 和 一 个 有 限 维 子 空间 Xi CX， 
使 得 {PS(t)Blix} 是 有 界 的 ， 并 且 


(I — P)S(t)zllx <e, Vvi2>ts, rEB, 


这 里 了 :XX 一 Xi 是 一 个 规范 投影 . 

定理 3.8 令 {5(t)}:>o 是 一 个 定义 在 X 上 的 算 子 半 群 .那么 下 面 结论 成 
: 

(1) 如 果 5(t) 满足 C 条 件 ， 那 么 S(t) 是 w 极限 紧 的 
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(2) 当 X 是 一 致 帅 Banach 空间 时 , 那么 S(t) 是 w 极限 紧 的 充 要 条 件 是 S(t) 
满足 C 条 件 . 
证 明 结论 (1). 由 非 紧 致 测度 的 基本 性 质 (2) 和 引 理 3.1~3.2, 有 


7Y(Urzts S(t)B) 和 y(P(Ussts S(t)B)) + 7y((T — P)(Urzts S(t)B)) 
< YY(N(0,e)) = 2e. 


因此 ， S(t) 是 w 极限 紧 的 . 
结论 (2). 令 X 是 一 致 凸 Banach 空间 ,并 且 S(t) 是 w 极限 紧 的 . 那么 对 每 
个 有 界 集 B CX 及 任何 s > 0, 存在 tp > 0, 使 得 
y(Uryts S(t)B) < 3 


由 非 紧 致 性 测度 定义 , 这 意味 着 存在 有 限 个 直径 小 于 /2 的 集合 A1,… ,4 CX， 
使 得 
Uzts S(t)B CUil4i. 
令 zi € Ai, 则 
Uszta S(t)B C Uic1Ns (7i). 
令 Xl = span{z1,… ,zn}, 因为 X 是 一 致 几 的 ， 存 在 有 一 个 投影 P : XX 一 Xi1， 
使 得 对 任何 zeX ， 有 


lz — Pzllx = dist(z, X1). 


因此 有 
(I — P)S(t)zllx < 


这 说 明 C 条 件 成 立 ， 定 理 得 证 . 


从 定理 3.7 和 定理 3.8 立刻 得 到 下 面 定 理 . 


定理 3.9 令 {S(t)}:zo 是 定义 在 X 上 的 一 个 算 子 半 群 ， 如 果 下 面条 件 成 
Y.: 


二 
2 


(1) 存在 一 个 有 界 吸收 集 BC X, 并 且 

(2) 5( 满足 C 条 件 ， 
那么 S(t) 在 X 中 有 一 个 全 局 吸引 子 4, 并 且 4 = w(B) 在 XX 的 范 数 下 吸引 X 
中 任何 有 界 集 . 


83.3.3 ” 非 线 性 演化 方程 全 局 吸引 子 


w 极限 集 的 等 价 条 件 ， C 条 件 ， 使 得 我 们 能 够 对 许多 具有 耗 散 结构 的 偏 微 
分 方程 关于 全 局 吸引 子 存在 性 问题 建立 一 个 一 般 方法 .更 准确 地 说 ， 为 了 证 明 
一 个 无 穷 维 动力 系统 全 局 吸引 子 的 存在 性 ， 只 需要 验证 
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(1) 吸收 集 的 存在 性 ; 

(2) C 条 件 成 立 . 
这 个 C 条 件 的 主要 优点 就 是 它 能 够 在 吸收 集 所 在 的 同一 函数 空间 用 能 其 估计 证 
得 , 而 不 像 一 致 紧 性 条 件 那样 ， 必须 到 更 高 可 微 性 函数 空间 中 获得 有 界 性 估计 . 
下 面 仍 以 方程 (3.2.9) 为 例 来 说 明 C 条 件 全 局 吸引 子 理论 的 特点 . 

在 定理 3.6 中 ， 为 了 应 用 一 致 紧 性 的 全 局 吸引 子 理论 获得 (3.2.9) 在 五 中 
全 局 吸引 子 存在 性 ， 必 须 对 方程 中 的 算 子 工 +CG 加 上 变 分 结构 的 条 件 ， 也 就 是 
(3.2.10) 和 (3.2.11) 这 两 个 假设 ， 以 便 在 更 强 的 拓扑 空间 五 (0 < a < 1) 中 获得 
解 的 一 致 有 界 性 估计 . 现在 , 应 用 C 条 件 全 局 吸引 子 理论 , 将 去 掉 变 分 结构 这 一 
条 件 来 证 得 (3.2.9) 全 局 吸引 子 存在 性 定理 ， 从 而 使 人 们 了 解 如 何 利用 C 条 件 . 

对 方程 (3.2.9), 假设 L = L+B :Hi 一 H 是 一 扇形 算 子 ，L:Hi-， 昌 为 
对 称 全 连续 场 ，B : Ho 一 HH 对 某 个 9(0 < 9 < 1) 是 有 界线 性 算 子 而 且 是 反对 称 
的 ， 即 Vu,v € Hi. 


| (二 相生 | 
(Bu, vn = —(u, Bv)n. 
假设 G : 万。 万 对 某 个 a (3 有 1 是 紧 映射 ， 并 且 满足 

((1—e)Lu+ Gu,wn < —Cilulls. + C2, (3.3.5) 


这 里 0 < = < 2 为 任意 数 ， Cu, Cs > 0 为 常数 
定理 3.10 在 条 件 (3.3.4) 和 (3.3.5) 的 假设 下 ， 如 果 方 程 (3.2.9) 存在 唯一 
整体 解 uw €E C?([0, o0), 五), 那么 (3.2.9) 在 互 中 具有 一 个 全 局 吸引 子 4. 
证 明 正如 定理 3.6 的 证 明 ， 在 定理 的 假设 下 ， 方 程 (3.2.9) 存在 一 个 唯一 
的 整体 解 
u € C0°(0, 00), H) mL2((0,co), Ho), 


因而 生成 一 个 算 子 半 群 
S(t):H—H, vt>0, 


并 且 S(t) 在 五 中 有 一 个 吸收 集 . 

只 需 验证 C 条 件 ， 由 线性 算 子 的 谱 理论 (详细 可 见 4.1 节 ), 对 称 算 子 £ 的 
谱 是 由 实 特征 值 构成 并 且 其 特征 向 量 全 体 构 成 H 空间 的 一 个 正 交 基 . 

令 £ 的 所 有 特征 值 为 ( 计 入 重 数 ) 


i 
因为 L=L+B 为 扇形 算 子 ，B: Ho 一 HH(9 < 1) 有 界 ， 故 


和 一 一 co， 当 k 一 oo. 
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其 对 应 的 特征 向 其 {ek} C 五 形成 标准 正 交 基 ， 即 对 任何 € H， 
一 YS yen, llullpy = > 
k= 二 1 Ek 二 1 


对 任何 N > 0, 存在 整数 , 使 得 
一 (3.3.6) 


取 空 间 El = span{e1,… ,ek},EB2 = Bi 为 Bi 在 右 中 的 正 交 补 空间 ， 则 对 任 
u EH,. 


v= U1 + Us, 
k 
U1 三 》 Tiei € bl, 
i 二 1 


Ce 
U2 一 > riei; € Es. 
j=k+1 


记 Pi :有 H 一 Bi(i = 1,2) 为 规范 投影 . 需要 证 明 对 任何 有 界 集 BCH 及 5 >0， 
存在 to > 0 ， 使 得 


PS(t)Blly < M， Vt > to， M 为 某 一 常数 ， (3.3.7) 


PS <6, vti>to, peB. (3.3.8) 


由 于 S(t) 存在 一 个 吸收 集 B;, 故 对 任何 有 界 集 BC 有 ， 存 在 to >0 ,使 
得 S(t)B C B,, vt > to, 这 意味 着 (3.3.7) 成 立 . 
由 标准 Galerkin 程序 ， 我 们 知道 下 面 函 数 


u(t)= S(t)¢p, peH 
是 方程 (3.2.9) 在 弱 意 义 下 的 解 ， 即 满足 
(u, VU)H 一 fm + Gu,v ndt + (9,v)H (3.3.9) 
0 


对 任何 ve L?((0, 00), 五 ) 成 立 . 
将 v= 代入 (3.3.9) 得 到 


ulls = fw + Gu, u) wat + (@, un 


-= fe 二 Gu,wndt+ (9,u)g (由 L =L++B 及 B 的 反对 称 性 ).(3.3.10) 
G 8 
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容易 看 到 
ul = Pull + HPs = ll + Muallh, 
(Lu,u)H = (Lu um) + (Lu2, U2)H 
< uliny + > Ajz3(t). 
j=k+1 
从 (3.3.10) 推出 
1 ce 
ll <ef lull, + 3 N00) 
0 j=k+1 


F | Oe 
<-eN 人 pul te 人 ul ot (由 (3.3.5) 和 (3.3.6)) 

_G 人 jal dt + Cat + (wD) 

取 0<e<min{1,01}, 注意 到 S(t)B C B.(t > to), 即 
ultra = Stolln <rT, Viz to, 
得 到 , 
luzlly < —eN | juallat + Mt + Ig 
这 里 M = C? +rllgllza. 由 Gronwall 不 等 式 可 得 
IPBS(t) la = luzllt 
< emillgly + He 


这 意味 着 (3.3.8) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

注 3.1 条 件 (3.3.4) 和 (3.3.5) 实质 上 包括 了 条 件 (3.2.10)~(3.2.12). 事实 
上 , 当 工 有 变 分 结构 时 一 定 是 对 称 算 子 , 而 在 实际 应 用 中 , 条 件 (3.2.12) 与 (3.3.5) 
是 等 价 的 ， 从 定理 3.6 和 定理 3.10 的 对 比 中 可 以 看 到 ，C 条 件 全 局 吸引 子 理论 
比 一 致 紧 全 局 吸引 子 理论 具有 明显 的 优势 . 

注 3.2 在 定理 3.16 和 3.10 中 , 非 线性 算 子 G : Hs。 一 H 不 需要 紧 性 假设 ， 
只 须 弱 连 续 即 可 ， 也 就 是 说 对 任何 un 一 uo 在 L?((0,o0), Be) 中， 有 


t t 
lim | (Gun,v)dat = 上 (Guo, v)at 
0 0 


多 一 DC 


对 任 ve Co((0, coo), 五) 成 立 . 
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例 3.2 考虑 下 面 反 应 扩散 方程 


0 
= AAu +g(7z,u), rTEQN, 


ulan = 0, (3.3.11) 


ul(Z, 0) 一 Ug, 


这 里 QCR? 为 一 有 界 开 集 ， u = (utUn) 为 向 量 值 淆 数 ， 和 丰 为 nxn 阶 对 
角 卸 阵 


ge Co(G x R", Rn) 满足 


g(z,€):€ < Cl+C2, veéeR", (3.3.12) 
lg(z,&)1 < C(Iél? +1)， 对 某 个 p>1， . (3.3.13) 
其 中 C, Ci,C2 >0 为 常数 . 
建立 如 下 空间 
H = 12(Q0, R"), 


Hi = 万 2(Q, R™) N He(Q, R™). 
定义 映射 L 十 G:Hi 一 理 为 
Lu = AAu, 
| Gu = g(z, u). 
则 方程 (3.3.11) 化 为 如 (3.2.9) 的 抽象 形式 . 显然 工 是 对 称 的 扇形 算 子 . 条 件 
(3.3.13) 意味 着 G : Hi 一 是 紧 映 射 (Hy = 6(Q,R"), 而 条 件 (3.3.12) 保证 了 


算 子 L + G 满足 (3.3.5). 这 样 ， 由 定理 3.10, 方程 (3.3.11) 在 五 = ZI2(Q, Rn") 中 
存在 一 个 全 局 吸引 子 A 
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在 83.1 中 ， 一 个 平衡 点 的 线性 化 算 子 特征 值 实 部 小 于 零 时 ， 该 平衡 点 一 定 
是 局 部 渐 近 稳定 的 ， 在 第 五 章 动 态 分 歧 理 论 中 ， 当 线性 化 算 子 的 特征 值 实 部 是 
非 正 时 ,， 即 存在 实 部 为 零 的 特征 值 ， 称 为 临界 状态 ， 其 平衡 点 的 渐 近 稳定 性 判定 
对 动态 分 野 理 论 是 非常 重要 的 ， 这 一 节 专 门 讨 论 这 一 问题 . 


0 第 三 章 ”稳定 性 理论 


83.4.1 ” 正 交 算 子 临界 态 的 稳定 性 
考虑 下 面 给 出 的 非 线 性 演化 方程 


: 
-Lu+ Glu) (3.4.1) 


这 里 工 : Hi 一 万 是 对 称 的 ， 因 而 工 的 所 有 特征 值 是 实 的 ， 详 细 见 84.1. 
令 工 的 特征 值 {B.} 满足 


ok 当 1 <igm, 


(3.4.2) 
Bi+1 < Bb; <0, vm+lgj<oo. 


记 Eo 和 Eo 为 
Eo = {u€ H| Lu = 0)}, 


Er = {ue Hl(u,vH =0, ve Eo}. 


下 面 定理 对 流体 动力 学 中 的 Rayleigh-Benard 对 流 及 Taylor 问题 的 动态 分 
野 及 其 稳定 性 研究 起 到 关键 作用 ， 我 们 将 在 第 六 章 讨论 这 些 问题 ， 

定理 3.11 令 工 : 硬 一 万 是 一 个 对 称 的 线性 全 连续 场 及 凯 形 算 子 ， 其 特 
征 值 满足 条 件 (3.4.3). 假设 G : Hi 一 H 满足 下 面 正 交 性 条 件 


(Guu)yg =0, VE Hi. (3.4.3) 


那么 下 面 两 个 结论 中 有 且 只 有 一 个 成 立 . 
(1) 方程 (3.4.1) 有 一 个 不 变 集 序列 {IT} C Eo, 使 得 


0¢Tn, lim dist(Tn,0) = 0; 


(2) u = 0 是 方程 (3.4.1) 在 互 范 数 下 的 一 个 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 点 . 
进一步 ， 如 果 (3.4.1) 除了 平凡 平衡 点 4 = 0 外 在 Eo 内 没有 其 他 不 变 集 ， 那 么 
= 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

在 证 明 该 定理 之 前 ， 我 们 首先 解释 它 的 几何 直观 ， 以 便 更 好 地 理解 . 

条 件 (3.4.2) 意味 着 线性 算 子 工 的 流 在 互 空间 中 将 被 吸引 到 零 特 征 空 间 Eo 
上 ， 如 图 3.4 所 示 . 而 正 交 性 条 件 (3.4.3) 则 表明 算 子 G 的 流 是 在 球面 上 上 ， 即 每 
个 球面 SR = {rz € Hilllzllz = R,R > 0} 是 G 的 不 变 集 ， 如 图 3.5 所 示 ， 当 是 
理 3.11 中 的 结论 (1) 不 成 立时 ， G 的 流 是 横 截 于 Eo, 在 球面 SR 上 从 Eo 进入 
H/ Eo, 然后 在 工 流 的 挤 压 下 工 +G 的 流 从 球面 SR 进入 SR 内 部 ， 这 样 在 G 的 
盘旋 驱动 和 上 挤 压 到 Eo 的 驱动 这 双重 作用 下 ， 工 +G 的 流 将 渐 近 地 趋 于 4 = 0. 
如 图 3.6 所 示 . 
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图 3.5 每 个 球面 SR 都 是 正 交 算 子 图 3.6 工 +G 的 流 渐 近 收敛 到 v =0 
G 的 一 个 不 变 集 


定理 3.11 的 证 明 分 下 面 四 步 进行 证 明 . 

第 一 步 ， 显 然 在 定理 3.11 中 的 结论 (1) 和 (2) 不 能 够 同时 成 立 . 

因为 工 : Hi 一 HH 是 对 称 的 线性 全 连续 场 及 扇形 算 子 ， 由 定理 4.2, 工 的 所 有 
特征 向 基 构 成 五 空间 的 一 个 正 交 基 . 由 (3.4.2) 和 (3.4.3), 一 个 直接 的 能 基 估 计 
意味 着 (3.4.1) 的 解 满足 


d 
zl =2L = 2 Bilul? <o0, 


爷 一 7 十 1 
t 
lal2 < MeO — 2lBmtal | or)ll2ar， (3.4.4) 


其 中 
u=w+veEH=E®B, 
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Tu 
iw 一 Ui E Eo, 
i=1 


CO 


v= 和 uj € bi. 


I 三 mm: 十 1 


容易 看 到 ， 对 任何 pe 也 , 方程 (3.4.1) 的 解 u(t, yp), 这 里 (0,wp) = yp, 关 于 tt 
是 非 增 的 ， 也 就 是 说 


u(tz, pa < lulti, pn, Vti<to, PpEH. 
因此 ， 对 任何 we HH, 极限 
jlim llu(t, yp) 存在 . 
第 二 步 .。 对 任何 we HH, 有 
dim Jult, p)N = lim lvlt, p) + wt, ee) 
=6 < lvlla. 
那么 2 的 w 极限 集 ， 它 是 一 个 不 变 集 ， 满 足 
wp)CS = 人 刀 E 刀 ula= 人 
因为 w(y) 是 一 个 不 变 集 ， 对 任何 光 e w(w) 有 
u(t,$) Cw(p) Cc Ss >0. (3.4.5) 
如 果 少 二 wo 十 ,Wo E E,W Ee By, 并且 如 i 关 0, 那么 由 (3.4.4) 可 推出 
ult, pha < lwlln =6, vi>0. z 
此 与 (3.4.5) 了 矛盾， 因而 有 
wy)C FE，YPpE 开 . 


第 三 步 ， 如 果 结 论 (2) 不 成 立 ， 那 么 存在 un EH 及 un 一 0, 当 n 一 ,在 
HH 范 数 下 ， 使 得 0 gw(wun) C Eo, 并 且 


lim dist(w(wn),0) = 0, 
中 一 DO 


即 结论 (1) 成 立 . 
第 四 步 ， 如 果 结 论 (1) 不 成 立 ， 则 一 定 存 在 = 0 的 一 个 邻 域 UC HH, 使 得 
对 Vp EU 有 
w(p) = {0}, 
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也 就 是 说 
Jim llult, ln =0, 

因而 结论 (2) 成 立 . 

这 个 定理 其 余部 分 的 证 明 是 平凡 的 .定理 证 毕 . 
83.4.2 ”有 限 维 情况 

首先 考 虚 一 个 二 维系 统 
dt 
i (3.4.6) 


> G2(7T1, T2), 


| 1 = Gi(ciza)， 
dt 
这 里 G = (G1, G2),G(0,0) = 0. 假设 

G= f+9= (让 十 95 太 十 的 )， 
并 且 记 
V (Zi1, T2) -| fi(zxi, rT2)dr2 -/ fo(x1, 0)dri. 


我 们 有 下 面 局 部 渐 近 稳定 性 定理 ， 此 结果 对 断定 具 阻 尼 项 波 方 程 在 临界 状 
态 下 的 渐 近 稳定 性 是 有 用 的 . 

定理 3.12 如 果 有 一 个 开 集 QC R?,0 € Q, 使 得 z=0 是 G 在 9 内 唯一 奇 
点 ， 并 且 G 满足 下 面条 件 


(1) V(x) >0. vreQN, Zz#A0; 
(2) fig2 — fog1 < 0 vr EQ, 太 
(3) div f=0,divg<0, vreéeQ®, zA0. 


那么 z=0 在 9 中 是 (3.4.6) 的 一 个 渐 近 稳定 平衡 点 . 
证 明 由 条 件 (3) 知 


oh _ 9f 
Bz 一 Bz vr EQ. 
故 有 有 
至 fi(7), 


Ox 2 


oy [Blip go, -eng 
0 


Ori Or1 
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2 oO 
ee dz2 一 f2(x1, 0) 


= —fa(2). 


因此 ， 由 条 件 (2) 看 到 


de) Oo 97 
dt Dr Or» 
= —f291 + fi92 


< 0， Vz(t) e Q， z(t) 为 (3.4.6) 的 解 . 
再 由 条 件 (1), 这 意味 着 V(z) 是 (3.4.6) 的 一 个 Lyapunov 函数 . 故 z=0 在 只 中 


是 稳定 的 . 另 一 方面 ， 由 条 件 (3), 方程 (3.4.6) 在 9 中 没有 周期 轨道 ， 然后 该 定 
理由 Poincaré-Bendixson 定理 推出 . 


利用 该 定理 ， 现 在 能 够 验证 在 81.5.1 中 的 方程 (1.5.4) 在 临界 状态 下 平衡 点 
的 渐 近 稳定 性 .回忆 方程 (1.5.4) 为 如 下 形式 


dz]1 
本 
| 只 (3.4.7) 


令 f er (fi, f2),9 Em (g1,92) 由 下 式 给 出 


G2 


fi = zz, 户 = —397 + ollzil), 
91=0, 9g92= -kz,. 
显然 z = 0 是 (3.4.7) 的 一 个 局 部 孤立 奇 点 ， 并 且 
divf = 0, 
divg = —k < 0， 
fig92 — f291 = 一 kz2 < 0, 


1 1 
V(z) = 572 十 S971 + o(|z1|). 


容易 看 出 方程 (3.4.7) 满足 定理 3.12 中 的 条 件 (1)~(3), 因而 z = 0 是 (3.4.7) 的 
一 个 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 . 
定理 3.12 能 够 被 推广 到 下 面 更 高 维系 统 : 


四 =G(X), mER", nzl, (3.4.8) 
这 里 en (Z1,…: Tn Yl , yn), G(0) < 一 0. 今 


Gl(z) = JVH(7z) + g(7), 
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其 中 万 为 一 个 Hamilton 函数 ， 五 (0) = 0,J 是 一 个 辛 矩阵 


使 用 与 定理 3.12 的 证 明 相似 方法 可 以 获得 如 下 定理 . 

定理 3.13 ”如果 存在 一 个 开 集 U C R",0 e U, 使 得 

(1)z=0 是 G 在 U 中 的 一 个 唯一 奇 点 ; 

(2) H(x) > 0， vr EU,， 7z#0, 并 且 

(8 7 党 s 十 Bgnt| <0. vreQN, Zz#0. 
那么 H(z) 是 (3.4.8) 的 一 个 Lyapunov 函数 ， 并 且 xz = 0 是 (3.4.8) 在 UV 中 的 渐 
近 稳 定 平衡 点 . 

现在 考虑 下 面 二 维系 统 ， 该 系统 对 于 Hopf 分 歧 的 讨论 是 重要 的 . 


dt 
dx» 


= ao2171 十 a2272 + G2(7), 


d 
一 二 Q11T1 十 CQl1222 十 G1(7). 
(3.4.9) 


这 里 Gi(x) = ol(|z))(i = 1,2), 并 且 


Q11 十 a22 = 0, 
(3.4.10) 
QI11Q22 一 QO12022 > 0. 


矩阵 (aii) 的 特征 值 为 
B+ = 士 !Valla22 一 Q12021. 


我 们 知道 ，(3.4.9) 的 平衡 点 z = 0 可 能 是 下 述 三 种 情况 之 一 : 中 心 , 稳定 焦点 ， 
不 稳定 焦点 . 

下 面 定 理 给 出 系统 (3.4.9) 在 临界 状态 平衡 点 类 型 的 一 个 基本 判定 ， 它 对 
Hopf 分 歧 是 有 用 的 . 例如 在 81.5.2 中 关于 经 济 周 期 Kaldor 模型 的 讨论 中 就 应 用 
了 下 面 定 理 . 

定理 3.14 邻 UcR? 是 z=0 的 一 个 邻 域 ,在 条 件 (3.4.10) 的 假设 下 ， 下 
面 断言 成 立 : 

(1) 如 果 divG =0 在 U 内 ， 则 z=0 是 一 个 中 心 ; 

(2) 车 divG < 0( 关 0) 在 U 内 ， 则 z=0 是 稳定 焦点 ; 

(3) 车 div G > 0( 关 0) 在 UV 内 ， 则 z=0 是 不 稳定 焦点 . 

证 明 分 两 步 进行 证 明 . 
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第 一 步 . 需要 证 明 由 (3.4.9) 生成 的 轨道 z(t, ro) 对 初 值 ro e U, zo 关 0 是 绕 
着 z =0 点 盘旋 的 ， 即 


Wb en (3.4.11) 
rilt, Z0) 


由 条 件 (3.4.10) 记 all = aa2z = -aalz = Di,aol = 一 02, 则 方程 (3.4.9) 
可 写 为 


二 =V(z)， z6E 瓦 ”， (3.4.12) 


其 中 V 二 (v1, v2), 
V1 = aZ1 + Biz2 + G1(7), 
v2 一 一 Dozl 一 ar2 + G2(7), 
这 里 aw 0,81,B2 > 0( 或 Bi,B2 < 0), 并 且 PifB2 > a2. 
我 们 仅仅 考虑 有 ,8。> 0 的 情况 ， 对 于 B1, B86。< 0 情况 ， 证 明 方 法 是 一 样 


的 . 取 5 > 0 ， 使 得 
= (8B — 6)(62 ~ 6). 


然后 可 推出 
TltUa2 一 T2V1 = 一 Do2z; 一 B1z2 — 2QT1T2 十 oz 所 
< -Bo2zi 一 Biz2+(p2 — 6)7? 
+ 272/ (Po 一 上 ) 十 oflz|? ) 
= F(Zt 十 2Z2) + o(|z|*). 


这 意味 着 在 z = 0 的 一 个 邻 域 UC R? 内 有 


0 
T1V2 一 T2U1 < -3(71 十 Z2)， vreuvU. (3.4.13) 


从 (3.4.12) 和 (3.4.13) 可 推出 


,2d dry dri 
"1at a “de 


一 TZ2V2 一 ToV1 


6 
< 21 + 72). 


令 y = zz/zl, 则 从 上 式 可 得 


dy 


1 了 
到 了 (1 十 乡 小 
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即 
a 
tg™ y(t) — tg™ y(0) < —at. 


这 样 就 推出 (3.4.11). 
第 二 步 ， 结 论 (1)~(3) 的 证 明 . 
首先 考虑 div G > 0 的 情况 . 令 zo e U 给 定 ， 取 T > 0 是 轨道 z(t, zo) 从 
zo 点 出 发 的 盘旋 周期 ( 如 图 3.7 所 示 ), 定义 为 
T = min{tjz(t,z0) 与 从 零 过 zo 点 射线 相交 }. 


将 证 明 
lz(T,zo)| > {zol, vzo EU. (3.4.14) 
用 反 证 法 . 若 (3.4.14) 不 真 ， 则 有 
|z(T, zo)| < lzol|， 对 某 个 zo EU. (3.4.15) 


令 C 是 由 轨道 {fz(t zojl0 <t 和 T} 及 连结 zo 与 z(T,zo) 的 线段 所 围 的 闭 曲线 ， 
即 

C= {z(t,zro)l0 < t < T}U {Tro+ (1—7)z(T,7zo)l0 < 7 < 1}. 
今 S(t) 为 (3.4.9) 生成 的 半 群 ，4c 为 C 所 围 区 域 ， 则 由 (3.4.15) 可 知 , 当 t>0 
时 ， 5( 映 曲 线 C 进入 4c 内 ， 即 


IS(t)Ac| < IAcl|, Wt>0, (3.4.16) 


这 里 |4| 表示 区 域 4 的 面积 . 
证 At = S(t)hc, 则 有 
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14,| = | dridr2, 
At 


d a arl ad72 
xl -fal at ) r+ aa ( at ) 
= | dvidzs + deidvs 

4: 


一 divvdz 1 dx2 * 
Ai 


这 里 需要 说 明 ， 上 式 为 Liouville 定理 . 
因为 4 c Ac CU, 从 divv=div G > 0( 关 0) 在 U 内 ， 可 推出 


ad 
一 vt ) 
|| > 0, >0 


即 j4,| 是 关于 t 严格 单 增 的 ， 此 与 (3.4.16) 矛盾 故 (3.4.14) 成 立 . 
从 (3.4.14) 容易 看 出 x = 0 是 一 个 不 稳定 的 焦点 . 这样 结 论 (3) 被 证 明 ， 用 
同样 的 方式 ， 可 以 证 明 结论 (1) 和 (2). 定理 证 毕 . 


835 评 注 


83.1 关于 Lyapunov 稳定 性 可 参阅 文献 [105, 106, 116]. 

§3.2 ”关于 古典 全 局 吸引 子 理论 可 参阅 文献 [27, 98, 103]. 定理 3.6 是 由 作 
者 给 出 的 . 

8$3.3 ”这 一 节 的 内 容 建立 在 马 庆 峰 、 汪 守 宏 和 钟 承 奎 等 人 的 工作 基础 上 [71， 
进一步 的 发 展 可 参阅 文献 [47, 118, 119]. 定理 3.10 由 作者 给 出 . 

83.4 这 一 节 的 工作 是 由 作者 得 到 的 8521. 
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84.1 线性 全 连续 场 谱 理 论 


在 非 线性 方程 的 分 歧 理论 中 ， 线 性 化 算 子 的 特征 值 问 题 占 有 非常 重要 的 地 
位 ， 这 不 仅仅 是 因为 许多 问题 的 分 歧 一 定 是 从 特征 值 实 部 正 负 变 号 处 发 生 ， 更 
主要 的 是 在 分 歧 理论 中 占 重 要 作用 的 Lyapunov-Schmidt 约 化 及 中 心 流 形 约 化 都 
直接 依赖 于 特征 空间 的 分 解 ， 这 一 节 将 介绍 关于 线性 全 连续 场 谱 理论 (53, 该 理 
论 本 质 上 是 古典 Jordan 定理 和 Fredholm 选择 定理 的 变形 ， 它 在 后 面 要 介绍 的 
新 的 分 歧 理 论 中 起 到 关键 作用 . 


$4.1.1 ”线性 全 连续 场 的 特征 值 
令 互生 是 两 个 Hilbert 空间 ，Hi c 互 是 稠密 和 紧 包 含 ， 一 个 线性 算 子 
L: Hi 一 HH 称 为 全 连续 场 ， 如 果 
L=-A+B:Hi—H, 
A :五 ; 一 万 是 一 个 线性 同 且 ， 
B : Hi 一 H 是 一 个 线性 紧 算 子 . 
一 个 数 入 = a+i6 eC 被 称 为 是 线性 算 子 工 : 囊 一 H 的 特征 值 ， 如 果 存 在 


X,YyE Hi,zx -0 使 得 
Lz = AAz 一 十 认 )， 


或 者 等 价 地 
| Li = Qar — fy, 


Ly = Cr 十 ay. 


空间 
E\=Unen{z,y EHi|:.(L—A)"z=0,2=7+iy} 


称 为 是 工 在 入 的 特征 空间 ， z,y € E、 称 为 是 工 对 应 于 入 的 特征 向 量 .， EE、 的 
维 数 m = dimE, 是 一 个 有 限 数 ， 称 为 特征 值 的 代数 重 数 ， 子 空间 EX C E、 


Ex: = {z,yE Hi| Lz= Mz,z = 7 +iy}, 


其 维 数 7 = dimEX 定义 为 特征 值 和 的 几何 重 数 . 
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定义 4.1 一 个 线性 映射 L* : H? 一 五 称 为 是 工 : 瑟 一 五 的 共 罗 算 子 ， 如 
果 
(Lr,YH = (rT,L'yYH, YreEH', ye Hi, 


这 里 HY C H 是 一 个 稠密 子 空 间 . 如 果 H? = Hi 则 称 工 是 正则 的 . 一 个 正则 线 
性 算 子 L: Hi 一 H 是 对 称 的 ， 如 果 工 = 矿 . 

注 4.1 令 Qc Rr" 是 一 个 开 集 . 一 个 线性 微分 算 子 工 : H?™(Q)Nn HY(0) 一 

L’*(0), 

L= >》 ， aal#)D" 

lals2m 
是 正则 的 ， 如 果 其 系数 aa e Wh”>(9)(k = |al). 此 外 工 的 共 略 算 子 L* 可 以 表 
达 为 
Lu= >》 (-DI°ID°(ao(z)u), 

lals2m 
对 任何 we 五 2m(O) nEO). 

定义 4.2 称 一 个 线性 算 子 L: Hi 一 五 有 一 个 完备 的 特征 值 序列 {Ak} c C， 
如 果 每 个 在 Xx 的 特征 空间 Ek 是 有 限 维 的 ， 并 且 H = UP Ek. 

一 个 线性 全 连续 场 上 = -A+B: Hi 一 日 是 一 个 具有 和 零 指 标的 Fredholm 
算 子 ， 并 且 工 的 谱 是 由 特征 值 构成 ， 更 进一步 ， 下 面 的 性 质 是 古典 的 ， 这 里 不 
再 给 出 证 明 [39]. 

定理 4.1 今 L: Hi 一 H 是 一 个 线性 全 连续 场 ， 邦 么 

(1) 工 的 谱 是 由 特征 值 构 成 ; 

(2) 每 个 特征 值 Ae C 是 孤立 的 ， 并 且 其 对 应 的 特征 空间 E、 是 有 限 维 的 ; 

(3) L 和 它 的 共 堪 算 子 L* 有 相同 的 特征 值 ， 并 且 对 应 的 特征 空间 有 相同 维 
数 dim EE、=dim Ex，; 

(4) 如 果 工 是 对 称 的 ， 则 工 特征 值 为 实数 . 

下 面 定理 是 关于 对 称 算 子 完备 谱 的 结论 ， 虽 然 这 个 定理 本 质 上 为 人 们 所 已 
知 的 ， 但 是 这 里 的 算 子 和 空间 与 古典 的 略 有 不 同 . 

定理 4.2 令 L: Hi 一 HH 是 一 个 线性 全 连续 场 ， 并 且 是 一 个 扇形 算 子 . 如 
果 工 是 对 称 的 ,那么 工 有 一 个 完备 的 特征 值 序 列 {Ak} C R!, 并 且 所 有 特征 向 量 
{ex} 构成 五 空间 中 的 一 个 正 交 基 . 

证 明 记 I: fi 一 HH 是 包含 嵌入 映射 由 于 FI CH 是 紧 包 含 ，T 是 一 个 
线性 对 称 紧 算 子 . 因而 对 任何 a e R!,L 十 al 自然 是 对 称 全 连续 场 ， 并 且 如 果 
和 是 工 的 一 个 特征 值 则 和 +a 是 工 十 al 的 一 个 特征 值 . 因此 不 失 一 般 性 ， 假 设 
L: Hi 一 HH 是 可 递 的 ， 否则 可 考虑 算 子 L 十 al. 

因为 工 是 一 个 扇形 算 子 ，jlzjh = 儿 Zzlla 是 定义 在 空间 Hl 上 的 一 个 范 数 ， 
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其 内 积 由 下 式 定 义 


(2 9) ani = (Ls, Ly}n. (4.1.1) 


= (Lz,y)n (由 L 对 称 性 ) 
= (Lz,L(L™loT)y)n 
(z， (L™ oT)y)a=i. 


因此 算 子 L7! oT :Hi 一 Hi 关于 内 积 (4.1.1) 是 对 称 的 线性 紧 算 子 . 不 失 一 般 
性 ， 假 设 工 的 所 有 特征 值 都 是 负 的 ， 因 而 对 任何 ze Hi,z 关 0, 有 
—{L-! oTz,Z)a=l = (7,(—L)2)H 
= ((-L)3z,(—L)3z)n 
>0. 


即 L-1o7 在 Hi 上 是 负 定 的 . 因此 L-1oT: Hi 一 Hi 有 一 个 完备 的 特征 值 序 
列 {pk} c R', 使 得 


| pkPk 三 卫 oTgk, 


(4.1.2) 
pk <0 pk — 0, 当 k 一 oo, 


并 且 特 征 向 基 {yk} 在 (4.1.1) 内 积 下 形成 Hi 的 一 个 正 交 基 ， 因 而 从 (4.1.2) 可 
证 得 此 定理 .定理 证 毕 . 
§4.1.2” 谱 定理 


先 从 有 限 维 线性 算 子 开始 . 令 M 是 一 个 n xn 阶 矩 阵 ， AM” 为 共 红 矩 阵 . 
令 Bj(1 < j<n) 是 MM 的 所 有 特征 值 ( 计 入 重 数 ), 向 量 ee R"(1 < j < n) 被 称 
”为 M 的 特征 向 量 ， 如 果 存 在 1 < k; < Mj, 这 里 Mj; 为 B; 的 代数 重 数 ， 使 得 当 
B; 为 实数 时 ， 有 
(M — B;)*é; = 0, 


而 当 B; = Bj+1 为 复数 时 有 


| (M — Bj)®i(é; + itj+1) =0, 
(M — Bir)®i(é; — iéi+1) = 0. 
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令 与 = (6 ,jn)! 是 M 的 特征 向 量 ， 则 


MP = PJ, (4.1.3) 
这 里 J 为 AM 的 Jordan 型 矩阵 ， 以 及 
El1 21 “ Enl 
£12 E22 én2 
P= 
Eln E2n Ca Enn 


因为 M 的 nn 个 特征 向 量 &j(1 < 7 < n) 是 线性 无 关 的 ， 所 以 已 是 一 个 可 道 矩 
阵 . 从 (4.1.3) 可 以 得 到 
MT(P-)T = (P71)TJ, (4.1.4) 
其 中 JT = J* 是 J 的 转 置 矩 阵 ， 它 也 是 共 罗 矩阵 M* = MT 的 Jordan 型 矩阵 . 
因此 如 果 建 立 加 
CR = (6 … “a); 
那么 和 ,én 是 M* 的 nn 个 特征 向 量 ， 并且 


如 
P-!=| : |， 生 = (5 和)， 
ET 
这 样 ， 得 到 
到 
I=P P=| : |(éi:…é) 
ET 
ceTE ETez ec BE 
Efé ee +:.. €4é 
Te ETea E In 
这 就 意味 着 如 下 正 交 关系 
0，i rz 了 
re-ero-a-| 
1，1 一 小 


$4.1 线性 全 连续 场 谱 理论 .129 . 


也 就 是 说 M 的 特征 向 量 与 M* 的 特征 向 基 互 为 对 偶 正 交 ， 

注意 到 ， (4.1.3) 和 (4.1.4) 作为 矩阵 变换 是 古典 的 Jordan 定理 ;而 作为 方 
程 (4.1.3) 和 (4.1.4) 是 等 价 于 经 典 的 Fredholm 选择 定理 . 因而 从 上 面 的 讨论 可 
以 总 结 出 下 面 的 定理 . 它 可 以 看 作为 Fredholm 和 Jordan 定理 的 变形 观点 . 

定理 4.3 令 8;(1< jn) 是 一 个 nxn 阶 和 矩阵 M 的 特征 值 . 那么 ,可取 
M 的 n 个 相应 特征 向 量 &j € R"(1 < 7 < n) 和 苍 矩阵 M* 的 n 个 特征 向 基 
t€ R"(1 < i < n) ,使 得 下 面 结论 成 立 : 

(1) {6&1 jn} 和 {好 |1 < i < n} 满足 


(€7,€7) = 6 
(2) 令 与 = (6 全 = (省 和) ,1 < ij < n, 那么 下 面 失 阵 
Cll “énl Cr. "+ En 
= : P= , : 
én ::: énn 1 


满足 P-! = PT, 并 且 
P-1MP=J P-iM*P= 7", 


这 里 J 和 J* 分 别 为 M 和 M* 的 Jordan 型 矩阵 . 
上 述 Fredholm-Jordan 定理 能 够 被 推广 到 一 般 线性 全 连续 场 , 称 之 为 线性 算 


子 的 谱 定 理 . 
考虑 一 个 线性 全 连续 场 工 = -4+ 吾 : 一 互 . 正如 定理 4.2 


不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 了 有 一 个 紧 道 
-1=I1(-A+B)-!:H—H, 
T: Hi 一 为 包含 映射 . 因而 工 的 特征 值 问题 能 够 等 价 地 写成 如 下 形式 
(L711 一 Be)™pk =0，Bk = 和 ， 对 某 个 m >1. (4.1.5) 
令 且 @C 为 旦 的 复 化 空间 ， 定义 为 
H=H®C= {De € H,ak E CAN * 84F = or 
e 


其 内 积 为 


(U,VH = (LVIH + (U2, v2)H) + i((u2, VI)H — (U1, v2)H), 
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对 任何 = w +iuzuv = 二 wi 十 iv2 € 日 . 

下 面 给 出 的 就 是 一 般 线 性 全 连续 场 的 谱 定 理 . 

定理 4.4 令 L: Hi 一 是 一 个 线性 全 连续 场 ， 那 么 有 如 下 结论 . 

(1) 如 果 {XkIk > 1 CC 是 工 的 特征 值 ( 计 入 重 数 ), 则 可 取 工 的 特征 向 基 
{pk} C Hi 和 LL* 的 特征 向 量 {J} C 三 ,使 得 


= 0， 当 i 冯 j 时 ， 
(pp | a (4.1.6) 
(2) 如 果 p = 和 =-… = 和 kin(n 之 1) 是 工 的 一 个 代数 重 数 m= n+1 


和 几何 重 数 > = 1 的 特征 值 ， 那 么 对 任 一 定数 o 关 0 可 以 取 工 的 特征 向 基 
{pk… ,pk+n} 和 L* 的 特征 向 量 {pi,… ,pi41} 满足 (4.1.6)， 并 且 有 


Lyk = ppk, 
Lk+1 = PPk+1 + OPK, 
(4.1.7) 
Lopktn = PPk+n 十 OPk+n—l) 
Lpktn = PPktn 
攻击 * -1 一 来 a +o 大 
Pk+n—l Pk+n—l Pk+n (4.1.8) 


Lpk = ppk + OPk+1- 
(3) 五 能 够 分 解 为 下 面 空 间 直 和 


H= El 十 E,, 
Ei = span{ wrlk > 1}, 
五 ? = {v Hil(v, pr)H 二 0, Vk 之 1 


其 中 轧 和 Bi 分 别 是 Bl 和 Ez 在 五 中 闭 包 . 
(4) Ei 和 Ez 是 工 的 不 变 子 空间 . 


二 1 一 1,2, 
并 有 旦 £ = Lig,。 有 逆 L-1 : Bo 一 Ez C Ez, 使 得 


lim enulls =0, vueE,. 
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(5) 对 任何 uw € 五 ,有 如 下 广义 Fourier 展开 


六 圭 >》 ZK 十 U， vEE, ZK = (u,pi)n. 
大 
特别 地 ， 如 果 工 : Hi 一 有 完备 谱 ， 则 有 下 面 完 全 的 Fourier 展开 


CO 
一 》 Thpk, ZK = (uP). 
k=1 


证 明 分 下 面 几 步 完 成 定理 证 明 . 
第 一 步 ， 空 间 HH 能 够 被 分 解 成 L~' 不 变 子 空间 的 直 和 ， 即 
H= EbE,, 
H= Be® BE, 
Ei! = span{yrlk > 1}, 
Ei = span{¥rlk > 1}. 


由 谱 半 径 定 理 知 


lim Lnvwll =0, vv€ bE, 
亿 一 DO 
jim | Z*-"ol =0，VYv€ 卫 . 


这 样 ， 结 论 (4) 得 证 . 
第 二 步 . 将 证 明 


(v ,PRNH =0,v EE Es, yhE BI?, 
(V”, PRIH = 0,vu" € Ea, pk EF. 
首先 考虑 下 面 的 情况 


L ‘pk = Bkpk. 


(Vv*,L "pH = BR(V, PEIH 
= (LL "ww, pk)H. 


从 上 式 可 得 


机 工 一 人 82， 上 二 py 
大 ju opr)n)™ < LL "vs lprlly. 
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(4.1.9) 


(4.1.10) 


(4.1.11) 


(4.1.12) 


(4.1.13) 
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由 (4.1.10) 可 推出 
(Vv*, Pk)H 二 0， 对 pr 满足 (4.1.13). 


由 (4.1.5), 令 
L ‘peim = BkPk+m 二 OPk+m—l); v0 <mz<N. 
用 归纳 法 ， 假设 对 Pk ,Phk+N-1; (4.1.12) 成 立 . 则 


(VL "pkN)H = (LL ,PEEN)H 
2 BR (v”, PEN)H. 
这 样 ， 从 上 式 推出 (4.1.12) 对 所 有 pk E Bl 成 立 ， 同 理 可 证 (4.1.11) 成 立 . 
第 三 步 . 令 {&1,… ,fm} C HH@C 是 工 对 应 于 入 €E C0 的 特征 向 量 ， 
{7 ,… ,nM}CH@C 是 1L* 对 应 十 PeC 的 特征 向 晤 ,表达 为 


Ek = Ek1 + itk2, 1 km, 


nm =m1+in2, 1 I< M. 
以 下 将 证 明 如 果 入 去 p, 则 


(Ek Nr)H =0, Vr=1,2, lgk<sm, 1g&7<M. (4.1.14) 


仅仅 考虑 入 和 po 的 几何 重 数 为 1 的 情况 ， 对 于 更 一 般 的 情况 ， 证 明 方法 是 
一 样 的 ， 由 (4.1.5) 有 


Ve 1<kgm, 


es (4.1.15) 
和 三 D nm; + NN+1) Sj] SSM, 


其 中 al = 0,ak 0,V2 km,ym =0,7Y0vVI<jijgsM-1. 由 (4.1.15) 可 
推出 
(€1, 9M)B = (11 + E12, NM1 — iNM2)H 
= A(L™ 1, nm) 
= A(é1,L" nM)B 
= AD (é1, nM)B 
= 0. 


同 理 可 得 
(£1, nM)F = Ap (é1, KM) 
= 0. 
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这 两 者 意味 着 
Mh 
正如 第 二 步 的 证 明 那 样 ， 应 用 归纳 法 从 (4.1.15) 可 推出 (4.1.14) 成 立 . 
第 四 步 ， 由 前 三 步 的 结论 可 知 ， 
(Pk, p73) #0 
的 必要 条 件 为 pk 和 wp; 分 别 是 L 和 L* 对 应 同一 特征 值 和 的 特征 向 其 . 记 EE、 
和 Ex 分 别 为 L 和 LL* 对 应 于 入 的 特征 空间 ， 则 E、 和 EX 为 有 限 维 空间 ， 并 且 
是 互 为 对 偶 空 间 . 因而 存在 BE、 和 EX 的 对 偶 基 
{prll < k < m} CE 
{pll < jz m} CE, 
(Pk, PINH = 6i7: 
记 线 性 算 子 
A=Lls, :E\— EE,, 
A* = DR :EY — BB, 
则 在 上 述 对 偶 基 下 ， 4 和 4* 可 表示 为 mm xm 阶 矩 阵 
A=(aij), A” = (aij), 
其 中 
Qij = (Lpj, Pi)H, 
aij = (pi, L* pI)H: 
因而 4 与 4* 互 为 转 置 矩阵 了 .应 用 定理 4.3 便 可 得 到 结论 (2). 
结合 第 一 步 至 第 四 步 便 可 得 到 结论 (1)~(4), 最 后 结论 (5) 是 结论 (1)~(3) 的 
推论 .定理 证 毕 . 
注 4.2 令 Xi 和 X 是 Banach 空间 ，X1CX 是 稠密 的 紧 包 含 对 全 连续 
场 L= 一 A+B:Xi 一 XX 和 它 的 对 侦 算 子 L* :Xi 一 XX*, 谱 定理 也 同样 成 立 . 
注 4.3 令 X 是 Banach 空间 ,XX* 为 对 但 凡 空 间 ，B : XX 一 XX 为 一 紧 算 子 ， 
其 共 固 算 子 为 B* : X* 一 X*. 那么 上 面 谱 定理 对 特征 值 问题 Bz = 和 z 也 成 立 . 
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考虑 一 类 线性 全 连续 场 L = -A+ B :Hi 一 是 , 这 A 是 对 称 算 子 ， 并且 有 
一 个 实 特征 值 序列 {pk} c R! 和 一 个 特征 向 基 序 列 {pk} C Hi, 使 得 
Apk = pkPpk; 
0<pi<p2 <…, (4.1.16) 


lim pk = 十 co， 
大 一 co 


. 134 . 第 四 章 ” 定 态 分 收 


而 且 {yp} 是 H 的 一 个 正 交 基 . 
容易 看 到 -4 是 一 个 扇形 算 子 ， 并 且 可 以 定义 分 数 指数 算 子 和 分 数 次 空间 
如 下 
A°m = >》 pRTkDk， = DDE EH, 
k=1 * k=1 


De Do 
H, = D(A*)= (= Hiz= >》 7kpb > pho ZR < ~| 


k=1 天 一 1 
其 内 积 定义 为 二 
(z,V)。 = DR TkYE: 
k=1 
又 假设 


B:H, 一 HH， 对 某 个 0 < Y < 1 是 有 界 的 . (4.1.17) 


由 定理 2.19, 满足 (4.1.16) 和 (4.1.17) 的 线性 映射 工 = -A+B: 天 一 H 是 
一 个 扇形 算 子 . 工 的 特征 值 有 如 下 渐 近 性 质 . 
定理 4.5 令 L=-A+B:Hi 一 H 满足 (4.1.16) 和 (4.1.17). 若 工 有 一 个 
无 穷 的 特征 值 序列 入 = ax 十 iBk e C, 那么 ak 一 -oo 当 大 一 00, 并且 对 (4.1.17) 
给 出 的 数 Y < 1, 有 
IBx| 


|akj> 


证 明 仿 zi = zx 十 iyk 是 对 应 于 和 x 的 特征 问 量 ， 满 足 


< OBI，C > 0 为 一 常数 ，k€N. (4.1.18) 


| — AXk + Brk = QkTk+ BkYyk,) 


— Ayk + By = —PBkZk 十 QZ. 


从 上 式 推出 


(4zk， A20zhk) 十 (Ayk, A29y;.) 天 (Bzk, 428zk) 十 (Byk, A20y..) 


es (Zk, 422zZk) + (Yk, A20Y,.) (Zk, A20Tk) + (Yk, A20Yyy) 


上 13 — (Bzk, A® zk) — (Byk, 4 Yk) 


.- ||zxllg | 
B= (Bzrk, A Yk) — (Byk, 420zk》 
| zkll3 


其 中 0< 9 < 5 是 一 个 待定 常数 


》 
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由 (4.1.17) 得 到 
(Bzx, 42 yx)| < ||Bllllzxlliy llyell2e, 


(Byx, A™ zx)| < Bllllyellylizell2e. 


I Blzxllyllzx|| 
Blll|zxllyl||zxll20 
IB:| < 一 ， (4.1.19 
jx 
liza .0 — Bllllzxlly lizxll2e 
Qk| 之 el (4.1.20) 
只要， + Blllzxrlly zxll20 
Se ei (4.1.21) 


||zx | 
因为 二 是 扇形 算 子 ， 如 果 工 的 特征 值 数 是 无 穷 的 ， 那 么 Am ak = lim 
Re = 一 00. 从 (4.1.21) 推出 


zla .0 + Bllzxllyllzrll2e 


; 一 co， 此 一 oo. 4.1.22 
En 
取 9>0 如 下 
1 1 
(4.1.23) 
0 = 小， 当 0 <y<3 
因为 0<y <1, 从 (4.1.23) 可 知 0<0<3, 并且 
1 
7 十 0 > max{”y, 20}, 
i (4.1.24) 
了 十 0 > min{7Y, 20}. 


取 |lzklle+3 = 1,Vk € N. 然后 由 (4.1.24), 有 
1 > |lzxrlly, 12 lzxll2e. 
另 一 方面 ， 从 (4.1.22) 推出 ||zklle 一 0(k 一 oo), 这 意味 着 
zk 一 ”0， 在 有 ;+46 中 . 
因为 H。C Ha 对 所 有 6 < a 是 紧 嵌 入 ， 由 (4.1.24) 可 推出 


lzxlly zllae 一 0， 大 一 oo. (4.1.25) 
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根据 (4.1.19),(4.1.20) 和 (4.1.25), 存在 一 个 数 K > 0 充分 大 ， 使 得 对 所 有 的 
k>K, 有 


JBxl _ 2lBllznlh lanllae 


< | (4.1.26) 
laxlY ~ llzxllg zl 
2|1Bi|l|zrll20 


= — srl 《由 (4.1.23)). 
[a ola Me (es)) 


由 内 插 空间 的 基本 性 质 [99， 


H2g = [Hy 40， Hole, 


这 里 < 由 (1) (+0) + eg = 20 确定 即 = 二 1-29, 有 下 面 内 插 不 等 式 


lzkll20 < Collzrll3 ollzelle 


其 中 Co > 0 是 一 个 常数 ， 这 样 ， 人 了 从 (4.1.26) 可 得 
Bk| | 
ja < 2CellBI|, Vk>KkK. 

这 就 意味 着 (4.1.18) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

注 4.4 算 子 了 = 一 4A++B 实际 上 能 够 被 视 为 B:H, 一 H(0<7Y<1) 对 局 

形 算 子 4 产生 的 紧 摄 动 ， 定 理 4.5 表明 该 摄 动 对 算 子 4 的 谱 {pk} 造成 的 影响 

在 虚 部 是 jpk|* 数量 级 的 . 因而 ， 它 是 可 以 合理 地 推测 在 条 件 (4.1.16) 和 (4.1.17) 

下 ， 工 的 谱 {和 x} 是 完备 的 ， 并 且 有 估计 


|ReAk 一 px| 
|pk 


这 里 C > 0 是 一 个 仅 依赖 范 数 BI 的 常数 . 


入 C， vkeN, 
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84.2.1 定 态 分 歧 问 题 介绍 


从 一 个 古老 的 物理 问题 介绍 开始 ， 这 个 问题 就 是 某 个 一 端 固定 的 水 平 杆 受 
到 水 平 压力 下 的 届 曲 问题 ， 称 之 为 Euler-Bernoulli 问题 . 

设 一 个 长 度 为 1 的 杆 在 zy- 平面 上 水 平地 放 在 z 轴 上 ， 如 图 4.1 所 示 . 杆 
的 一 端 在 (z,y) = 0 点 是 固定 的 ， 另 一 端 受 到 一 个 强度 为 p 的 水 平 压力 . 
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一 一 一 世 工 


图 4.1 


经 验 表明 ， 当 水 平 压力 p 小 于 某 一 值 po 时 ， 这 个 杆 在 水 平 位 置 上 不 会 发 生 
弯曲 ， 而 当 p > po 时 ， 杆 会 发 生 如 图 4.2 所 示 的 弯曲 现象 ， 这 一 物理 现象 转化 
成 数学 问题 就 是 定 态 分 歧 . 


y 


图 4.2 


现在 将 这 一 现象 转化 为 数学 问题 . 令 s 代表 杆 的 弧 长 ，0 < s < i, yp(s) 代表 
杆 在 s 点 的 切 向 基 与 > 轴 之 间 的 夹 角 (如 图 4.2). 杆 的 ” 角 变 化 率 是 杆 弯曲 的 曲 
率 ， 它 正比 于 该 点 所 受 的 力矩 


py 一 -ke, kk > 0 为 常数 . (4.2.1) 


此 外 曲线 导数 为 
dy 一 tgw. 
dz 


假设 杆 的 屈曲 很 小 ，z = s,y 包 1, 则 上 式 近 似 为 


VY sin ,2， (4.2.2) 
ds 
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杆 的 两 端 满足 边界 条 件 
y(0) = y(l) = 0. (4.2.3) 


因而 ， 从 (4.2.1)~(4.2.3) 可 得 到 描述 受 压 杆 的 届 出 方程 
dp a 
7 十 和 sinw = 0, (4.2.4) 
p (0) =w 0D) =0, 
其 中 入 = p/k 是 参 变 量 . 它 反 映 了 压力 p 的 强度 . 
这 样 ， Euler-Bernoulli 杆 的 届 出 现象 就 转化 为 方程 (4.2.4) 的 分 歧 问 题 : 当 
入 小 于 某 一 临界 值 Xo 时 ， 即 入 < Xo, 方程 只 有 唯一 解 p = 0, 这 代表 杆 没 有 发 生 
屈曲 ， 而 当 和 Mo < 入 时 ， 杆 发 生 弯曲 意味 着 方程 (4.2.4) 产生 出 非 零 解 p(s) 去 0， 
并 且 yp、 一 0, 当 入 一 Xo, 这 就 是 分 歧 . 
这 些 自然 现象 的 激发 ， 促 使 人 们 从 更 一 般 的 角度 去 研究 非 线 性 方程 的 分 歧 
问 、 ”下 面 就 从 数学 角度 给 出 定 态 分 歧 的 严格 定义 .，. 
令 X,Y 是 两 个 Banach 空间 ，L、 : 2 x Ri 一 Y 是 一 个 线性 有 界 算 子 ， 
G :六 x R! 一 Y 是 一 个 连续 映射 ,满足 
G(u) = o(llull)，w € X. 
考虑 下 面 算 子 方程 


Pu 二 Gu A) = 0. (4.2.5) 


显然 (u, 入 ) = (0, 入) 是 方程 (4.2.5) 的 一 个 平凡 解 . 方程 (4.2.5) 的 分 野 问 题 就 是 
寻求 一 个 从 某 点 (0, Xo) 产生 出 的 一 个 非 平凡 解 (wx, 入) 取 (0, 入), 使 得 


UA 下 当 和 一 和 0， 


如 图 4.3 所 示 . 

在 下 面 给 出 更 严格 地 分 歧 的 定义 . 

定义 4.3 称 方程 (4.2.5) 从 (w, 入) = (0, Xo) 处 分 歧 出 一 个 解 (wa, 和) E XXxR1， 
如 果 存 在 (4.2.5) 的 一 个 解 序 列 (un, 和 n), un 闫 0, 使 得 


lim ,= NN, lim llunll=0. 
RN-+OO Ti—+*OO 


此 时 ， (0, Xo) 称 为 方程 (4.2.5) 的 一 个 分 歧 点 . 
由 隐 函 数 定理 (定理 2.2), 立刻 可 以 推出 方程 (4.2.5) 发 生 分 歧 的 必要 条 件 . 
定理 4.6 如果 方程 (4.2.5) 从 (w, 入) = (0, Xo) 处 发 生 分 歧 ， 那 么 线性 算 子 
ZX :一 Y 是 不 可 道 的 . 特别 地 ， 如 果 L、 :X 一 了 是 一 个 线性 全 连续 场 ， 则 
存在 uo EX,vo 关 0, 使 得 Luo = 0. 
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§4.2.2 ”Lyapunov-Schmidt 过 程 
从 一 个 简单 的 例子 开始 来 介绍 Lyapunov-Schmidt 约 化 方法 . 考虑 一 个 二 维 
代数 方程 组 


| al121 十 al1272 + fi(7T1, 72) = 0, (4.2.6) 


Q21T1 十 a2272 十 fo(T1, 72) = 0， 
其 中 ai; = aij( 和 ) 是 参 变量 和 的 连续 函数 ， 有 和 fo 是 C™” 函数 ， 满 足 
(fi1(2), f2(2)) = o(|zl). 


显然 (7, 入) = (0, 入) 是 方程 (4.2.6) 的 一 个 平凡 解 ， 以 下 将 使 用 Lyapunov- 
Schmidt 过 程 讨 论 (4.2.6) 的 分 歧 ， 以 便 人 们 能 够 清楚 地 了 人 解 Lyapunov-Schmidt 
过 程 的 实质 . 

为 了 简单 ， 假 设 下面 矩 阵 


人 了 
A = 
Qa21( 和 A) a22(A) 
在 和 0 的 邻 域内 有 两 个 实 特征 值 


Bi=A—-N, Bae=1. 


正如 谱 定理 ( 定理 4.3), 存在 一 个 坐标 变换 ， 使 得 方程 (4.2.6) 在 该 变换 下 成 
为 如 下 形式 


(入 一 Xo)zl 十 看 (zl,z2) = 0, (4.2.7) 
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rz2 + F(z1, 72) = 0， (4.2.8) 
其 中 Fi(x) = o(lzl),i = 1,2. 
由 隐 函 数 定理 ， 方 程 (4.2.8) 在 zi = 0 的 邻 域 有 一 个 解 
72 = g(71), g(71) = o(lz1]). 
将 zz = g(zi) 代入 (4.2.7), 得 到 
(A— NM)zr1+ F(x1,9(71)) = 0, (4.2.9) 
其 中 F(z1, g(x1)) = ol|z11). 


这 样 ， 方程 (4.2.6) 的 分 歧 问 题 就 等 价 于 方程 (4.2.9) 的 分 歧 存在 性 ， 由 指标 
定理 (定理 2.13) 看 到 


ind(( 和 A — Mo)id+ Fi,0) = ind(( 入 一 No)id, 0) 
下 当 入 > 入 0， 
—1, 入 < Ao. 
这 就 意味 着 方程 (4.2.9) 在 (zi1, 入 ) = (0, Xo) 有 一 个 分 歧 ， 因 而 (x, 入) = (0, Xo) 是 
(4.2.6) 的 一 个 分 歧 点 . 
现在 来 介绍 一 般 情况 下 的 Lyapunovy-Schmidt 约 化 方法 ， 其 基本 思想 就 是 将 


一 个 无 穷 维 方程 的 分 歧 问题 约 化 为 一 个 有 限 维 方程 的 分 歧 . 
令 X 为 一 Banach 空间 ， 考 虑 下 面 方 程 


u—ABu+G(u,A)=0, (4.2.10) 
其 中 B :X 一 XX 是 一 个 线性 紧 算 子 ，G :X x R! 一 X 是 一 个 连续 映射 ， 满 足 
G(u,M) = o(llull)), vAER:. 


假设 和 9 是 B 的 一 个 代数 重 数 为 m > 1 的 实 特征 值 , 即 存在 wo < X,wo 0， 
使 得 Buo = XA5 'uo. 于 是 ， 空 间 X 能 够 被 分 解 成 B 的 两 个 不 变 子 空间 之 和 (由 
谱 定理 ) : 

X= Eo® bE, 
Eo=UneNn{T E€ X| (id— MB)"z = 0}, (4.2.11) 
dimEo = m. 


线性 算 子 B :一 XX 能够 被 分 解 成 


B= Bo+t Bi, 
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Bo = Bls, : Eo — bBo, 
Bl 一 Blg, :Ei -= El. 


令 记 :X 一 Bo 及 记 :X 一 Bl 是 规范 投影 那么 方程 (4.2.10) 被 分 解 成 如 下 形 


rT—ABor+ PG(r,Yy,A) =0, ZzE€ bo, (4.2.12) 
y— ABiy+ PG(r,y,A) =0, yeEekEi. (4.2.13) 


因为 B:X 一 X 是 紧 算 子 ， 和 X51! 不 是 Bi 的 特征 值 , 故 id 一 XoBi :Bl 一 了 BI 
是 可 逆 的 . 由 隐 函 数 定理 ， 方 程 (4.2.13) 在 (0, 和 0) 的 邻 域内 有 解 


y = y(z, 和 ), lz| <56,|A— Xo| < e， 
y(z, A) = o(|z)). 

将 y(z, 和) 代入 (4.2.12), 得 到 
tT—ABor+t PoG(z, y(z, A), A) = 0, (4.2.15) 


这 是 一 个 mm 维 代数 方程 ， 称 为 (4.2.10) 的 分 歧 方 程 . 
显然 ， 如 果 (4.2.15) 从 (z, 入 ) = (0, Xo) 处 分 歧 出 一 个 解 
(wa A 了 入 0, 立 入 一 0, 当 入 一 X0， 
则 
(ua, 入 ) = (Ts + y(TA, 和 ), 和 ) 
就 是 方程 (4.2.10) 在 (w, 入) = (0, Xo) 处 分 歧 出 的 解 . 反之 也 然 . 这样， 就 得 到 下 
面 定 理 ， 它 保证 了 Lyapunov-Schmidt 过 程 的 有 效 性 . 
定理 4.7 令 My! 是 B 的 一 个 代数 重 数 为 m > 1 的 特征 值 ， 那 么 方程 
(4.2.10) 在 (4, 入 ) = (0, 和 0) 处 的 分 歧 问 题 是 等 价 于 m 维 代数 方程 (4.2.15) 的 分 
歧 . 
特别 需要 强调 指出 ， 这 里 介绍 的 Lyapunov-Schmidt 过 程 与 传统 教科 书 中 介 
绍 的 略 有 不 同 ， 后 者 都 是 将 X 分 解 为 这- XoB 的 核 空间 Xo 及 值 域 空间 Xo 与 
它们 的 补 空间 Xi 及 Xi 的 直 和 
X= XoBX, 
Xo = ker(id ~ M0B) = {zx € X| x ~ NBz = 0)}, 


= 6 外 Ni 
YX = R(id— MB)= {ye XI(id— NB)z = y,7 € X}. 
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而 这 里 采用 的 是 (4.2.11) 的 分 解 ， 即 广义 特征 向 基 空 间 Eo 与 其 补 空间 EE 的 直 
和 . 

这 种 差别 导致 应 用 上 的 区 别 . 采用 传统 的 方法 可 以 将 一 般 的 Fredholm 算 子 
包括 进去 ， 即 B : Hi 一 H 可 以 不 必 是 紧 算 子 ， 但 代价 是 一 般 情况 下 Xo # Xo， 
不 能 将 方程 (4.2.10) 分 解 为 (4.2.12) 和 (4.2.13) 的 形式 ， 而 只 能 分 解 为 如 下 形式 


Plu— ABul + PG(u, A) = 0， (4.2.16) 


Pilu—ABul+ PiG(u,M) = 0， (4.2.17) 


这 里 机 : 一 Xo, 忆 : 六 一 X1 为 规范 投影 . 当 w= z+y,z € Xo0,y € X1 时 ， 
一 般 情况 Pou = P(xz 十 y) A 工 . 

像 (4.2.16) 和 (4.2.17) 这 种 分 解 在 应 用 中 有 许多 不 方便 的 地 方 ， 特 别 是 在 许 
多 偏 微分 方程 的 应 用 中 更 是 如 此 . 下面 分 析 两 种 分 解 在 应 用 中 的 差异 . 

首先 介绍 (4.2.16),(4.2.17) 分 解 下 的 Lyapunov-Schmidt 过 程 . 令 4 = z+y,zZE 
Xo0,y E Xi, 则 (4.2.17) 可 写 为 


Pi(y—ABy)+P(rz—ABr)+ PG(u,AM)=0, (4.2.18) 
其 中 | 和 一 Ao| < e, 当 > 0 很 小 时 ， 
Pl(z a MBz) 一 (] 一 MA/N)Pzx 


也 很 小 ， 而 算 子 Pi(id - 和 AB) : X1 一 Xi 是 可 疼 的 .由 隐 范 数 定理 方程 (4.2.18) 
有 解 


y=Yy(7z,A), |A—AMol<E. (4.2.19) 


注意 这 里 的 解 y(z, 入 ) 一 般 不 再 像 (4.2.13) 的 解 (4.2.14). 那样 关于 z 是 一 个 高 阶 
项 ， 即 y(z, 和) 关 olj|zl), 这 是 因为 P(xz 一 和 Bz) 关 0. 将 (4.2.19) 代入 {4.2.16) 即 
得 方程 (4.2.10) 的 分 歧 方 程 如 下 


(1— MN)Por + Po(y(7x) — ABYy(7T)) + PG(T + y(7),A) =0. (4.2.20) 


这 个 方程 也 决定 了 (4.2.4) 的 分 歧 . 

下 面 来 分 析 (4.2.15) 和 (4.2.20) 这 两 种 分 歧 方程 的 差异 ， 它 们 分 别 代 表 了 两 
种 不 同 分 解 方 法 的 本 质 . 

(1) 方程 (4.2.15) 是 一 个 m = dimEo 维 的 代数 方程 ，m 为 特征 值 Ao 的 代 
数 重 数 . 并 且 (4.2.15) 的 线性 部 分 包含 了 线性 算 子 (id 一 和 AB) 在 入 = Xo 处 所 有 从 
正 变 到 人 负 值 的 特征 值 信息 . 这 一 点 对 于 理解 经 典 的 Krasnoselski 定理 非常 重要 . 
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而 方程 (4.2.20) 是 r = dimXo 维 的 代数 方程 ，7 为 No 的 几何 重 数 ， 其 线性 部 分 
无 法 显 式 表达 出 来 ， 分 歧 特征 不 易 看 出 . 

(2) 方程 (4.2.13) 的 解 (4.2.14) 与 方程 (4.2.17) 的 解 (4.2.19) 有 一 个 重要 的 
区 别 ， 即 (4.2.14) 不 含 线性 项 . 这 一 点 在 许多 应 用 中 产生 根本 性 的 差别 . 

(3) 由 谱 定 理 (定理 4.4). 在 许多 情况 下 方程 (4.2.15) 能 够 被 一 个 显 式 表 达 
的 分 歧 方程 通 近 ， 而 这 个 显 式 表达 的 分 歧 方程 在 入 = 和 0 点 处 包含 了 (4.2.15) 的 
全 分 歧 信 息 . 在 下 一 小 节 我 们 将 专门 讨论 这 一 点 . 

(4) 由 上 述 三 点 的 特征 ， 采 用 (4.2.11) 的 分 解 方式 能 得 到 在 后 面 4.4 节 证 明 
的 偶数 阶 非 退 化 奇 点 的 分 歧 定理 ， 该 定理 不 考虑 特征 值 的 代数 重 数 . 并 且 这 是 
根本 的 ， 采 用 经 典 分 解 方法 是 无 法 得 到 该 定理 . 
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令 Xi,X 是 Banach 空间 ， XiCX 是 稠密 的 包含 ， 考 虑 下 面 非 线性 方程 
了 XML 十 Gu 入 ) = 0, (4.2.21) 


其 中 LL、 = 4 + B、 :Xi 一 X 是 全 连续 场 ，G(,A) :Xi 一 和 是 Cr 映射 (7 > 2) 
它们 都 连续 地 依赖 于 参 变 其 入 e R. 

假设 {6:( 和 A)|k = 1,2,…} 为 所 有 La 的 特征 值 ( 计 入 重 数 ), 并 且 在 入 = Xo 
处 满足 


<0,， 入 < 和, 

所 (AAA =0,， 入 = NN, l1<igm. (4.2.22) 
> 0， 入 > 和 0， 

Bi(Xo) #0, Vi>m+1. (4.2.23) 


映射 G(w, 入) 在 炎 =0 处 有 Taylor 展开 
G(u, 入 ) = Gn(u, A) + olllullx, ), (4.2.24) 


其 中 R22 Gn(u, 入 ) 为 一 个 Nn 重 线性 映射 ， 因而 


Gn(au, 和) = a"Gn(u,N), vae Rl. 


令 {el( 和 )， er ,em( 入 )} 为 La 对 应 于 (4.2.22) 的 特征 向 其， {ei (Ah 半生 es.( 和 A)} C 
XY 为 对 偶 算 子 L* 在 (4.2.22) 的 特征 向 基 ， 其 中 XY C X* 为 一 稠密 子 空间 ， 
X* 为 的 对 偶 空间 ， 由 谱 定理 ( 见 注 4.2), 在 入 = Xo 邻 域 ，X 能 够 被 分 解 为 


X1 = E? @® E2, 
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X= Et@E2， 已 是 E2? 在 XX 中 闭 包 ， 
E?* = span{fel( 入 ),… ,em (A)}, 
E22 = {ue€EXi|<u,e(A) >=0, Vigisgm). 


线性 算 子 L、 在 和 = Xo 附近 可 分 解 为 
7 一 CGOCN， 
LA:Er— Ei, 
[La: BB. 
令 ueX 则 vv=z+AzeEyeEA, 则 方程 (4.2.21) 可 分 解 为 如 下 形式 
CYr+ PG(rz+Yy,N)=0, (4.2.25) 


Cy+ PG(r+y,N)=0. (4.2.26) 


在 条 件 (4.2.22) 和 (4.2.23) 假设 下 ， L、 : E2 一 E2 是 可 逆 的 ， 因 而 有 隐 函 数 定 
理 ， (4.2.26) 有 解 


| | (4.2.27) 
B(x,N) =o(l|zl|), vA ER. 
将 (4.2.27) 代入 (4.2.25) 便 得 (4.2.21) 的 分 歧 方 程 

LT+ PG(T+E(L,N),N) = 0. (4.2.28) 


方程 (4.2.28) 就 是 Lyapunov-Schmidt 过 程 的 规范 化 . 在 (4.2.24) 条 件 下 ， 
可 以 得 到 (4.2.28) 的 一 阶 和 二 阶 近似 . 
方程 (4.2.28) 的 一 阶 近 似 . 
令 工 E EN,7 = "17xje;( 和 ), 假设 z=0 是 下 面 代数 方程 的 孤立 等 点 ， 
gji(z, AN) = (Gh(z NEN) =0, 1<jgm, (4.2.29) 
这 里 Gi(w) 为 (4.2.24) 中 的 最 低 阶 大 重 线性 算 子 . 则 方程 (4.2.28) 的 分 歧 由 下 
面 一 阶 近似 方程 决定 
I1 gi(z1, J ; Tm, 入 ) | 
六 | 十 王 : = 0， (4.2.30) 


Wt 9 
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其 中 ， 9ji(Z1，， “Tm 入 )(1 < 了 < m) 由 (4.2.29) 给 出 ， 是 关于 迷 一 (zl1,…. , Tm ) 
的 上 齐 次 函数 ， 国 是 LA 在 L 和 LX 的 特征 向 量 {e1,… ,em} 及 {et,… ,e》} 
作用 下 的 Jordan 形 和 矩阵， 由 谱 定理 ， 这 样 的 特征 向 量 存在 即 


J1 0 


其 中 九 ,… ,内 为 Jordon 块 ， 对 角 元 素 为 8;( 和 ),1 < i < m. 方程 (4.2.28) 的 二 
阶 近 似 . 

当 z= 0 不 是 (4.2.29) 的 孤立 零点 时 ， 可 以 得 到 方程 (4.2.28) 的 二 阶 近 似 方 
程 如 下 


并 
2 天 一 1 
人 | : |+gk(z+ 更 k(z,A),A) + >》，gn(z, 和 A) = 0， (4.2.31) 
人 及 一 大 十 1 
Tm 


其 中 六 如 (4.2.30),gr = (gri,… ,grn)"(k<r<2k 一 1) 为 
gkj(T + Bk(T, MN),N) = (Gk(T + Bk, A), EIN)), lgjgn, 
gnj(z,A) = (Gn(z,N),es(N)), k+l1<ng2k—l. 
@k(z, 和 ) 是 由 (4.2.26) 给 出 的 一 阶 近似 ， 其 表达 为 
Br (7,N) = —Lx PeGr(z, 和) 
方程 (4.2.31) 称 为 (4.2.28) 的 二 阶 近似 . 
下 面 给 出 一 个 例子 来 表明 约 化 方程 的 近似 . 考虑 下 面 方程 


Aaul 十 Ai 十 》 aijtlt2 = 0， 
2<i+J<3 


Auzt M2+ >》 bijuiuz="0, (4.2.32) 
2<itj<3 


uilan 0， ? 一 | 


这 里 zeQRwcCRnmn 和 6),Q 为 有 界 区 域 ， Qi bi 为 常数 ， 
令 Xi 和 1 是 Laplace 算 子 的 第 一 特征 值 和 特征 向 量 


一 A 人 Wi = MW 
lei | va = 


“146 第 四 章 


建立 
X=(0,R), X= HN,R)N HN, RR). 
令 LM=-A+B:Xi 一 基 及 G :Xi 一 XX 定义 为 
—Au = (Aui, Au2)), 
Bau = (M1, Mu2)’, 
G(u) = (G3(u) + G3(u), G3(u) + G3(W)) 


其 中 
Gil(w) = 》 ouiud, r=2,3, 
Y 十 7 一 
G2{(u) 一 We bijuiu2, 7 一 号， 
?+ 十 了 一 7 


容易 看 到 L、 的 第 一 特征 值 重 数 为 2, 表达 为 
pi(A) = po(A) = 入- A 
特征 向 量 为 
el1=ei=(W,0)", e2=e€2= (0,%). 
此 时 ， 在 (4.2.29) 式 中 = 2,z = (ziw1,z2w2)， 
nl N= | arinind 


t 十 7 一 2 


go N= 人 并 borin 


1 十 了 一 2 
因而 方程 (4.2.32) 的 一 阶 近似 约 化 方程 (4.2.30) 可 表达 为 


(入 一 Al)zli 十 a Qij Ti = 


ti 十 7 一 2 
(入 一 Al)Z2 十 G pb bijzi 7) 一 0， 
i+j=2 
Q = widr > 0. 
人 
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(4.2.33) 


再 考察 方程 (4.2.32) 的 二 阶 近似 约 化 方程 . 令 {和 x} 和 {wx} 为 Laplace 算 子 


”的 所 有 特征 值 和 特征 向 量 . 令 = (wi,w2) = 工 十 y 


T= (TZ1W1, T2W1), 


六 二 (5 YikYk, Su) : 


k=2 大 一 了 2 
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.那么 (4.2.32) 关于 z 和 vy 的 分 解 方程 (4.2.25) 和 (4.2.26) 分 别 可 表达 为 如 下 形式 


枢 二 二 员 汪 J) (Gi(z + 9) + GI(z +y))Widz =0, 
人 


(4.2.34) 
ns 六 (G2(z +Y) + Gz +Y))Widz =0, 
es 人 (Gi(z +y) + Gl(z + Y))wrdz = 0， 
机 (4.2.35) 
(和 A C— Ak)y2zxk 十 Lea 十 2) 十 G2(z 十 2))wkdz = 0. 
取 (4.2.35) 的 一 阶 近似 可 得 
(入 一 Ak)Vk 十 人 Gy = 0， 
6 en J G2(z)wrd¥ =0. 
EY 
从 而 可 以 解 出 (4.2.35) 的 一 阶 近似 解 
j=2 j 三 2 
Bs N= YD ourizd, 
(i+j=2 
1 i 
B27, 和 一 -一 bijrsr sy, 1 = 2,3,.... 
1 (z, 入 ) mr jT272 3 
将 B(x, 入 ) 代入 到 (4.2.34) ， 再 取 二 阶 近似 得 
(入 一 Al)Z1i 干 a > Qij Ti 7 +B > Qij Ti 22 + gi(7z, 入 ) = 0, 
ES (4.2.36) 
(入 一 Al )T2 十 C > bijT172 十 bij;T173 十 92(T， 入 ) == 心 
i 十 7 一 2 i+j=3 


其 中 


Ce 
gtZ,A) = 2 Qi(a1nr1®!} 一 ai2T1®? 一 a2172T} 十 anT2 7), 
l=2 


g2(Z, 入 ) 一 一 2 》 a(buri®!} 十 bior1P} 十 bo172B} 十 ba2T2 D7), 
t=2 
a= | war,8= | var,o = | wwar. 
0 Qn 0 


这 样 ， 就 得 到 (4.2.32) 的 一 阶 近似 的 分 歧 约 化 方程 (4.2.33) 和 二 阶 近似 的 分 
歧 约 化 方程 (4.2.36). 
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当 z=0 是 下 面 代数 方程 孤立 零点 时 ， 
Ql17? + (a12 十 az2l)zlz2 + a2272 = 0, 
biiz? + (bi2 + bii)z1z2 + ba272 = 0, 
一 阶 近似 方程 (4.2.33) 就 包含 了 (4.2.32) 在 入 = 入 1 的 全 部 分 歧 信 息 . 在 这 种 情况 


下 , 由 84.4 的 分 歧 定 理 可 知 , 方程 (4.2.32) 在 和 = 和 1 处 一 定 发 生 分 歧 . 当 z=0 
不 是 上 述 代 数 方程 的 孤立 奇 点 时 ， 可 以 考虑 (4.2.32) 的 二 阶 近似 方程 (4.2.36). 


84.2.4 分歧 解 的 正则 性 及 Morse 指数 


一 般 来 说 , 方程 (4.2.21) 的 分 歧 总 是 与 其 相关 联 的 演化 方程 的 动力 学 性 质 有 
关 ， 也 就 是 说 (4.2.21) 的 分 歧 解 是 下 面 非 线性 演化 方程 的 平衡 点 


= Lau + G(u;\). (4.2.37) 


而 方程 (4.2.37) 平衡 点 邻 域 的 动力 学 性 质 经 常 是 人 们 关心 的 课题 . 因此 ， 有 必要 
考虑 (4.2.21) 分 层 解 的 几何 性 质 . 

令 非 线性 算 子 G(`, 和) : Xi 一 XX 是 紧 的 ， 那 么 对 任何 wo E Xi 其 导 算 子 
DuG(uo,; 入) : Xi 一 X 是 一 个 线性 紧 算 子 . 在 这 一 小 节 ， 总 是 假设 G 是 紧 的 满足 
(4.2.24), Ls 是 扇形 算 子 . 

定义 4.4 令 us E Xi 是 方程 (4.2.21) 从 入 = 和 0 的 分 岐 解 ， 称 该 分 歧 解 是 
正则 的 ， 或 者 说 是 非 退 化 的 ， 如 果 Z + G(-,A) 在 ta 的 导 算 子 


了 入 十 DueG(UA, 和 A) : X1—X (4.2.38) 


对 所 有 0 < | 和 一 和 ol < e 充分 小 是 线性 同 构 . 

定义 4.5 令 we Xi 是 方程 (4.2.21) 的 非 退 化 分 歧 解 ,并且 对 所 有 0 < 
| 入 一 Ao| < 充分 小 ， 由 (4.2.38) 定义 的 线性 算 子 的 特征 值 ReB;( 和 ) 关 0. 然后 定 
义 ua 的 Morse 指数 为 


k 二 (4.2.38) 所 有 有 正 实 部 的 特征 值 数 . 


这 些 特 征 值 数 是 计 入 代数 重 数 的 . 

由 定理 3.2 和 中 心 流 形 定理 ， 当 wu、 是 (4.2.21) 的 一 个 非 退 化 分 歧 解 ， 并 且 
Morse 指数 大 = 0 时 ， 是 (4.2.37) 的 一 个 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ， 如 果 Morse 
指数 大 > 1, 那么 us 就 是 一 个 鞍点 ， 它 有 一 个 大 维 不 稳定 流 形 和 一 个 在 居中 有 
余 维 的 稳定 流 形 . 

一 般 来 说 ， 很 难 直接 从 算 子 (4.2.38) 来 判定 分 歧 解 wx 的 正则 性 及 其 Morse 
， 指 数 ， 然 而 下 面 定理 保证 了 (4.2.21) 的 Lyapunov-Schmidt 规范 约 化 方程 分 歧 解 
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ra 的 正则 性 是 等 价 于 wx 的 正则 性 ， 并 且 也 给 出 z 与 ua 之 间 Morse 指数 的 关 
系 . 

令 也 的 实 特 征 值 满足 条 件 (4.2.22) 和 (4.2.23), 然后 方程 (4.2.21) 在 入 = 和 0 
的 分 歧 问 题 等 价 于 规范 约 化 方程 (4.2.28) 的 分 歧 . 如 果 z( 和 ) 是 (4.2.28) 从 入 = Xo 
的 分 歧 解 , 那么 w = z(A) 二 E@(z, 和 ) 是 (4.2.21) 从 入 = 和 的 分 歧 解 ,其 中 B(z, 入 ) 
如 (4.2.27) 是 方程 (4.2.26) 的 解 . 

下 面 定理 对 判定 方程 (4.2.21) 分 歧 解 的 正则 性 是 有 用 的 ， 

定理 4.8 令 z\ 是 (4.2.28) 从 入 = Xo 的 一 个 分 歧 解 .那么 (4.2.21) 的 分 收 
解 w = z 十 更 (zA, 入 ) 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 zx 关于 方程 (4.2.28) 是 非 退 化 的 . 

证 明 (4.2.28) 在 zx 的 导 算 子 由 下 式 给 出 


Ls+ Dzrg+ Dego DsBl|z=s, : EP? 一 Er, (4.2.39) 


这 里 g(x, $) = PG(z + ®, 和 ). 
另 一 方面 ， (4.2.21) 在 w = zZA 十 亚 (z, 和 ) 的 导 算 子 (4.2.38) 是 可 逆 的 充 要 条 
件 是 下 面 方程 没有 非 零 解 4 = zz 二 外 


(Ls + Dzrg)zt + Dagoy=0, (4.2.40) . 


(Ls + Daf)y+ Drfor=0, (4.2.41) 


其 中 Flz,E) = PG(z+®, 人 < E?,y € E3, 并 且 导 算 子 是 在 us = zZA 十 下 (ZNA, 入 ) 
取 的 . 
因为 u、 充分 小 当 0 < | 入 一 和 ol < < 充分 小 时 ， 由 (4.2.24), 这 一 项 Daf 用 也 
是 充分 小 ， 因 此 算 子 \ 
二 二 


是 可 逆 的 .于 是 从 (4.2.41) 推出 
y = _B-1D,} vi 
将 y 代入 (4.2.39) 得 到 
(Cs + Dg9— Dsgo B-!o Dsf)r=0. (4.2.42) 
此 外 ， 由 (4.2.26) 可 推出 
Ds® .z= (-B-!oD;f)z. 


因此 算 子 (4.2.39) 是 可 逆 的 充分 必要 条 件 为 (4.2.42) 没有 非 零 解 x € EE, 即 
(4.2.40) 和 (4.2.41) 没有 非 零 解 业 = x 十 y. 这 样 就 证 明了 该 定理 . 
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下 面 考虑 方程 (4.2.21) 与 它 的 约 化 方程 (4.2.28) 分 歧 解 w 和 zx 之 间 Morse 
指数 关系 . 为 此 目的 ， 假 设 L、 的 所 有 特征 值 为 {Gk(A) € Clk = 1,2,…} 满足 
Bi(l1 < i< m) 在 入 = No 领域 为 实 特征 值 ， 并 旦 


<0， 和 < 和 0， 
Bi(A)A =0， 入 = No, l&igm, (4.2.43) 


>0, A 入 > 和 0， 
ReB;(A0) >0, m<I7<m+n 
ia] (4.2.44) 
ReB;(M0) <0, m+n+t+1l<gi. 


从 直观 上 ， 人 们 很 自然 认为 若 (4.2.28) 分 歧 解 xx 有 Morse 指数 上， 那么 
(4.2.21) 分 歧 解 ua 的 Morse 指数 为 n 十 k. 然而 一 般 情况 要 复杂 一 些 . 但 是 当 zy 
是 (4.2.28) 的 一 阶 近似 方程 (4.2.33) 的 非 退 化 分 歧 解 ， 并 且 Morse 指数 为 大 那 
么 (4.2.21) 分 歧 解 u、 的 Morse 指数 为 n 十 . 

定理 4.9 在 (4.2.43) 和 (4.2.44) 条 件 下 , 每 个 一 阶 近 似 约 化 方程 (4.2.30) 从 
入 = 和 0 的 非 退 化 分 歧 解 zx 都 唯一 地 对 应 于 原 方程 (4.2.21) 一 个 从 入 = 和 ho 的 非 
退化 分 歧 解 ua, 并 和 且 若 xx 有 Morse 指数 人 上, 那么 u、 有 Morse 指数 n 十 上 , 这 里 
n 为 (4.2.44) 所 给 出 的 整数 . 

证 明 ”该 定理 的 证 明 依赖 于 中 心 流 形 的 约 化 ,这 是 因为 wx 的 Morse 指数 等 
于 方程 (4.2.37) 在 wA 处 的 不 稳定 流 形 维 数 ， 其 值 为 n 与 (4.2.37) 在 wa 处 中 心 
流 形 中 不 稳定 流 形 维 数 之 和 ， 而 (4.2.30) 正 是 (4.2.37) 在 wa 处 中 心 流 形 约 化 的 
一 阶 近 似 方程 的 稳 态 方程 . 因而 定理 4.9 可 由 此 而 推出 . 但 是 这 里 为 了 避免 使 用 
中 心 流 形 约 化 ， 而 是 仅仅 使 用 Lyapunov-Schmidt 约 化 ， 我 们 只 对 这 种 特殊 情况 
进行 证 明 ， 即 (4.2.43) 中 的 Bi(A) = 入 一 和 0,1 < i gm. 这 样 方 程 (4.2.30) 可 写 为 
如 下 形式 


(入 一 Xo)zi 十 gi(Z,A) 三 0， lg&igm. (4.2.45) 
因为 gi(z, 入) 关于 z 是 大 >2 齐 次 函数 ， 方 程 (4.2.45) 的 分 歧 解 可 表达 为 
TA = (A ~ M0)™7 zo, 


其 中 zo 满足 方程 zi + gi(z, 和) = 0(] < i < m). 
因而 方程 (4.2.45) 在 zx 的 Jacobi 矩阵 为 


(A— No)(id+ Drg* (xo, 入))， (4.2.46) 


其 特征 值 为 | 一 Xo| 数量 级 . 
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男 一 方面 ， 方程 (4.2.21) 的 分 歧 解 为 
us = zs +o(|za|) = (A — Xo)Erzo 十 o(| 入 一 Ne7). 
(4.2.21) 在 wa 的 导 算 子 
了 DPC -+ (4.2.47) 
在 入 = Xo 邻 域 至 少 有 m 个 特征 值 (和 )(m < j 入 只 十 nm) ， 使 得 
Ref;(M) > 0， 且 |Bi(A) ~ 记 (A)| 一 0， 当 和 一 和. 
下 面 只 需 证 明 (4.2.47) 有 严格 的 m 个 特征 值 B;( 和 )(1 < i < m) ， 使 得 
IF:(A) ~ Pi(A| = o(|A 一 Nol), (4.2.48) 
这 里 pi( 和 )(1 < i < m) 为 (4.2.46) 的 特征 值 . 
线性 算 子 (4.2.47) 的 特征 方程 可 分 解 为 
(A— NM)(id— Dag)z + Dyg:y +o(lAN— Nl)zx = Bx, (4.2.49) 
(CA 二 Dyf)y+ Dzrf :7 = By, (4.2.50) 
这 里 g,f 如 (4.2.40) 和 (4.2.41). 因为 8( 和 A) 一 0， 当 入 一 Ao ， 从 (4.2.50) 推出 
y=-(Ls+ Dyf -Bb) Dsf (ua)z. 
将 y 代入 (4.2.49) 得 
| (A— NW)(id — Dgr(zo0))z + ha :一 Lz, ee 
hz = —Dyg(ua)(£s + Dyf ~ 8B) Df (ua)z. 
容易 看 到 
IDyg(u)) = 1 Pyg(zA) + olllza 7) 
~ | 和 A— Mol+o(llA — Nol), 
IDzf (uw) = IDzf (zs)N + olllzall™) 
~ | 和 -Nl+o(lA ~— Nol). 
故 有 
laall ~ IX — Nol? + ollA — Nf). (4.2.52) 


这 样 ， 从 (4.2.51) 和 (4.2.52) 可 以 推出 (4.2.48). 定理 证 毕 . 

注 4.5 在 (4.2.43) 和 (4.2.44) 条 件 下 ， 如 果 二 阶 近似 约 化 方程 (4.2.31) 从 
入 = Xo 的 分 歧 解 zx 是 非 退化 并 且 有 Morse 指数 , 那么 原 方程 (4.2.21) 的 分 歧 
解 u、 有 Morse 指数 n 十 k. 即 定理 4.9 对 二 阶 近似 约 化 方程 也 是 成 立 的 . 这 是 因 
为 方程 (4.2.31) 与 (4.2.37) 在 中 心 流 形 上 的 约 化 稳 态 方程 相差 一 个 关于 | 入 一 和 ol 
的 高 阶 小 基 . 


“152 第 四 章 定 态 分 歧 


84.3 经典 的 分 歧 理论 


84.3.1 ”从 奇 重 特征 值 处 的 分 歧 定 理 


继续 考虑 方程 (4.2.21) 的 分 歧 问题 . 当 (4.2.22) 和 (4.2.23) 中 的 m 是 一 个 奇 
数 时 , 下面 著名 的 Krasnoselskii 定理 表明 , 方程 (4.2.21) 在 入 = Xo 处 发 生 分 歧 ， 

定理 4.10(Krasnoselskii 定理 ) 在 (4.2.22) 和 (4.2.23) 条 件 下 ， 如 果 m 为 奇 
数 ，G :Xi x 玉 一 X 连 续 且 满足 


Glu,N) = olllullx,), vAER, 


那么 (w, 入) = (0, Xo) 是 方程 (4.2.21) 的 一 个 分 歧 点 . 

证 明 由 Lyapunov-Schmidt 过 程 的 规范 化 ,方程 (4.2.21) 的 约 化 方程 为 
(4.2.28), 那么 线性 算 子 CA 在 入 = Xo 领域 有 特征 值 8.( 和 A)(1 < i < m) 满足 
(4.2.22). 而 非 线 性 算 子 

Gi(7x,N\) = PIG(z + ®(z, 和 \), A), 


满足 条 件 
Gil(z,A) = o(l|lzll)), vA ER. 


因而 由 指标 定理 (定理 2.13), 从 (4.2.22) 推出 


1， 入 < ^A0， 


ind(C ~ G1,0) = ind(£,,0) = 
一 1， 入 > A0. 


由 拓扑 度 理 论 , 这 意味 着 (z,A) = (0, Xo) 是 方程 (4.2.28) 的 分 歧 点 ,因而 (w, 入 ) = 
(0, 入 ) 是 原 方程 (4.2.21) 的 分 歧 点 .定理 证 毕 . 

注 4.6 传统 的 Krasnoselskii 定理 是 直接 由 拓扑 度 理论 来 证 明 的 , 因而 总 是 
假设 映射 G : Xi 一 X 是 紧 算 子 . 然而 这 里 采用 规范 Lyapunov-Schmidt 约 化 ， 
只 需 假设 G 是 连续 的 即 可 . 这 一 点 在 微分 方程 的 应 用 中 产生 很 大 的 差别 . 

当 在 (4.2.22) 和 (4.2.23) 中 的 m = 1 时 ， 即 Bi(A) 在 入 = Xo 处 是 一 个 单 
特征 值 时 ， 方 程 (4.2.21) 在 入 = 和 ho 处 的 分 歧 解 有 更 精细 的 性 质 ， 这 就 是 下 面 的 
Crandall-Rabinowitz 定理 . 

定理 4.11 在 定理 4.10 条 件 下 , 若 m = 1, 并 且 G 在 久 = 0 处 解析 ， 则 
(4.2.21) 在 (0, Xo) 处 分 歧 出 严格 两 个 分 支 解 ， 表 达 为 


DT : (ua, 和), ua =te+tv(t), A=No + x(t), 


其 中 。 是 在 No 处 的 特征 向 量 ，v(t) < X1, u(t) e Rt 连续 地 依赖 于 坊 并且 满 
足 
lim u(t) =0, Jim lv(lx, =0. 
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证 明 当 m=1 时 ，(4.2.21) 的 约 化 方程 (4.2.28) 写 为 


B(Nt+ g(t,A)=0, (4.3.1) 
其 中 B(A) = 861( 和 ) 满足 
<0,， A 入 <ANo, 
BA} 4 =0 和 A= hy, (4.3.2) 
> 0， 入 > 入 0. 


函数 g(t, 入 ) 为 
g(t, 和) = (G(te + B(te, M), A),e’), 


这 里 e* 为 共 罗 算 子 L* 在 入 = X 的 特征 向 量 ， 更 为 (4.2.26) 的 解 ， 由 (4.2.27) 
给 出 . 
当 g(t, 入) 三 0 时 ， 对 任何 t > 0， 


T 1 "人 和 一 te 十 下 (te， 和 o )， 


T2 :us = —tet B(—te, Xo) 


就 是 (4.2.21) 的 两 个 分 歧 解 . 
如 果 g(t, 入) 半 0. 那么 g(t, 入) 在 t=0 邻 域 有 如 下 的 Taylor 展开 (因为 G 在 
u 二 0 解析， g(t, 入) 也 是 解析 的 ) 


g(t,A) = oat +o(ltl*), k>1, ow@#0. 
然后 方程 (4.3.1) 可 写 为 
aA 丰 -1 十 o(|t 丰 一 ) = —B(A). (4.3.3) 


该 方程 有 严格 的 两 个 解 
ti = ti1( 和 ), ta = t2{ 入 ) 


满足 去 (A) 一 0 当 入 一 和 0, 如 图 4.4(a)~(c) 所 示 ， 因而 
T:u\=ti(Net+ E(ti(Ae, AN), i=1,2 
是 方程 (4.2.21) 的 两 个 分 歧 解 . 令 t=( 和 ), 则 从 (4.3.2) 和 (4.3.3) 解 出 
入 二 Xo 十 有 上， HA 一 0， 当 一 0. 
而 由 再 (z,A) = o, (llzl|) 得 


下 (te, 和 ) = tv(t, A 和), v(t,A) 一 0， 当 上 一 0. 
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t (和 ) t (A) 


t, (NN) t (入 
(a) 情况 ， ki 一 奇数 ，axo <0 (hb) 情况 ，k= 奇数 ，aao > 0 


t (A) 


(c) 情况 :大 = 偶数 
图 4.4 
这 样 定理 得 证 . 
现在 应 用 定理 4.11 来 讨论 Euler-Bernoulli 杆 的 屈曲 和 问题， 建立 空间 
Xi = {ve H?(0,0)Iu(0) = w(l) = 0}， 
X = 12(0,7). 
定义 映射 L = -A+ BM:X1i 一 基 及 GM :Xi 一 了 为 


—Au = Bu = Mu, CU 一 入 Sin 人 一 和 4. 
则 方程 (4.2.4) 化 为 抽象 形式 (4.2.21). 由 Sturm-Liouville 定理 , 算 子 Z 三 一 4 十 


BA 的 所 有 特征 值 为 
一 十 入 k=1,2,..; 


84.3 经 典 的 分 歧 理论 三 


0= 和 X<AXz< < 和 AR < A= 0 当 k 一 o0. 


因而 在 Xo = X 处 条 件 (4.2.22) 和 (4.2.23) 被 满足 ， 其 第 一 特征 向 基 为 

e(Z) = cos 
此 外 Gau = -EAw + o(llula) 是 解析 的 ， 并 且 容 易 验 证 zx + Ga 在 Xo = Xe 处 
的 约 化 方程 (4.3.3) 中 


1 
k= 3, oa = -6 和 


因而 ， 由 定理 4.11 及 图 4.4(a), 方程 (4.2.4) 在 和 > 和 2 处 分 歧 出 两 个 解 
Ul 一 一 A1)3 COS 二 o(| 入 一 A1|#), 


42 = Ce 一 A1)3 COS + o(| 入 一 和 1| 二) 


因为 (4.2.4) 的 解 = yp 为 杆 弯曲 角度 (如 图 4.2), 因而 分 歧 出 的 两 个 解 分 别 代表 
杆 如 图 4.5(a) 和 (b) 所 示 的 两 种 届 曲 状态 .这 与 自然 现象 是 相 吻 合 的 . 


(a) (b) 
4.5 (a) 和 (b) 代表 当 压 力 和 超过 和 2 时 ， 杆 的 两 种 可 能 届 曲 状态 


84.3.2 ” 势 算 子 的 分 歧 定 理 
令 X 是 一 个 Hilbert 空间 ， 考 虚 方 程 
(id— AB)u + G(u,N\) =0, (4.3.4) 


这 里 B: 久 一 XX 是 一 个 对 称 紧 算 子 ，G :XX x R! 一 X 是 连续 的 势 算 子 ， 即 存 
在 一 个 泛 函 Fe C01(X x R1, R1), 使 得 


DuF(u,N) = Gu,N), vu,M EXxR), (4.3.5) 
并 且 G(w, 入 ) 满足 
G(u, 和 A) = 0o(llullx), vAER!. (4.3.6) 


. 156 . 第 四 章 定 态 分 歧 


下 面 是 关于 势 算 子 的 Krasnoselskii 分 歧 定 理 . 

定理 4.12 在 (4.3.5) 和 (4.3.6) 条 件 下 ， 如 果 Mo e R! 是 对 称 紧 算 子 B 的 
一 个 特征 值 ， 那 么 方程 (4.3.4) 从 (w, 入 ) = (0, Xo) 处 分 歧 出 至 少 两 个 分 支 解 . 

证 明 为 了 简单 并 且 能 够 突出 该 定理 的 实质 ， 对 下 面 特殊 情况 进行 证 明 . 

令 F(u, 入 ) 有 下 面 Taylor 展开 


Flu,N) = Fr(u,N) + olllull"), k>3, 
其 中 用 (ww 入) 关于 w 是 上 重 线性 函数 ， 满 足 
F(au,N) = a* Fi(u, A\). 


假设 Xo 是 B 的 一 个 重 数 为 m > 1 的 特征 值 ， {ei1,… ,em} C XX 为 对 应 的 
m 个 特征 向 量 ， 它 们 互 为 正 交 ， 即 


Be;= Xoej， lj<m, 
| (ej, ei) = 6 
这 样 ， (4.3.4) 的 约 化 方程 为 如 下 形式 
(1— MNT)r+ VR(z,N) + ol(llzll*) = 0， (4.3.7) 


这 里 z= 让 ,Dine ) € R™, 


全) 


只 讨论 这 种 情况 ， 即 z = 0 是 VF(z, 入 ) 的 孤立 奇 点 ， 并 且 Fi 在 单位 球面 
lz = 1 上 极 值 点 孤立 ， 首 先 考虑 方程 


(1— Ml)r+ VFR(z,N)=0. (4.3.8) 
容易 看 出 下 面 函 数 的 临界 点 x、( 取 0) 
(1 一 AAT )|z| + 及 鲁 Tieil (4.3.9) 
是 方程 (4.3.8) 的 分 歧 解 . 


我 们 来 看 如 何 寻找 (4.3.9) 的 临界 点 ， 因 为 (x, 入) 为 zx 的 大 齐 次 函数 ， 因 
而 如 果 zo e Rm,|zol = 1. 是 及 在 单位 球面 S1 = {z & R™|1 x 1 = 1} 上 的 极 值 
点 ， 那 么 对 任何 r > 0, rzo 就 是 Fi 在 球面 9 上 的 极 值 点 ， 注 意 到 函数 (4.3.9) 
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中 |zl? 在 球面 上 为 常数 ， 因 此 rzo € 5; 也 是 函数 (4.3.9) 在 S. 上 的 极 值 点 . 将 
rz0 代入 到 (4.3.9) 中 可 以 得 到 


| 
5(1 一 AAA )r? + F(zo, A)r*. (4.3.10) 


如 果 能 找到 ro > 0 为 (4.3.10) 的 极 值 点 ， 那 么 rozo 一 定 是 函数 (4.3.9) 的 临界 
点 . 
下 面 按照 这 一 思路 来 求 出 (4.3.9) 的 临界 点 ， 令 zo € 51 满足 


F(zo0,N) = sup F(z, 和 ). (4.3.11) 
Iz|=1 


因为 z=0 是 VF(z, 入 ) =0 的 孤立 奇 点 ， 可 以 推出 
Fi(zo0,N) #0. (4.3.12) 
否则 及 (rzo, 和) 二 7r*Fx(zo0, 入 ) = 0,Yr > 0. 这 推出 
(VF (rzo, A), zo0) =0,， Yr > 0. (4.3.13) 


再 由 条 件 极 值 的 Lagrange 乘 子 定理 , 从 (4.3.11) 推出 , 对 任 7 > 0, 存在 p(7) > 0， 
使 得 
| VF:(rrxo, A) 一 DJZ0. 


由 (4.3.13) 可 知 p(7) = 0,Yr > 0. 此 与 zx= 0 为 孤立 奇 点 的 假设 矛盾 . 
不 妨 假设 Fk(zo, 和) > 0， 那么 对 任何 入 > 和 0， (4.3.10) 有 一 个 唯一 的 极 小 值 


点 ro > 0 满足 ， 
pp ra Be 
70 一 | | ， 入 > 和 0. 
这 样 ， 推 出 zx = ro(A)zo 是 (4.3.9) 的 一 个 鞍点 . 由 假设 ， 及 在 S- 上 极 值 点 
孤立 ， 因 而 zo e 5S1 是 (4.3.11) 的 孤立 极 值 点 ， 可 推出 zx 是 (4.3.8) 的 孤立 分 层 


ind((1 — MT)id+ VE, za) = (-1)™-. (4.3.14) 


现在 回 到 (4.3.7), 由 于 zx 是 (4.3.8) 的 孤立 奇 点 ， (4.3.7) 是 (4.3.8) 的 一 个 
摄 动 方 程 对 | 和 一 和 ol > 0 充分 小 ， 由 Brouwer 度 的 摄 动 不 变 性 从 (4.3.14) 可 以 推 
出 (4.3.7) 在 zx 附近 存在 一 个 分 歧 解 孙 , 详 见 后 面 的 定理 4.19. 

用 同样 的 方式 , 通过 下 面 求 极 小 值 点 来 得 到 另外 一 个 分 层 解 : 取 zo € 51, 满 
足 

F(z0, 入) = en F(z, 和 \). 
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定理 证 毕 . 
注 4.7 定理 4.12 的 传统 证 明 方 法 要 点 就 是 首先 应 用 Lyapunov-Schmidt 过 
程 将 方程 (4.3.4) 约 化 为 下 面 有 限 维 的 分 歧 方程 


(1 一 XAT )z 二 PG(z + ®(7,N),A) =0, 


PP 为 X 到 B 在 和 0 特征 空间 投影 ， 然 后 证 明 非 线性 算 子 PG(z 十 亚 (z,A), 和 A) 仍 
然 具 有 变 分 结构 ， 这 一 步 证 明 较 为 繁琐 ， 最 后 通过 对 球面 S- 上 求 极 值 点 
站 PCG(z + B(z, 和 A), 和), 
i PG(z + B(z, MN), 和 ), 
利用 Lagrange 乘 子 定理 可 以 得 到 两 个 分 歧 解 xx. 
需要 强调 指出 ， 这 里 使 用 的 方法 可 以 用 到 非 变 分 算 子 的 情况 ， 只 要 它 的 最 
低 阶 的 非 线性 齐 次 项 是 一 个 变 分 算 子 即 可 ， 具 体 可 见 84.4. 


当 非 线性 算 子 G = DF 是 奇 映射 时 ， 即 
G(—u,N)=—G(u,N, vuEX, MeR. 


下 面 定 理由 D.C.Clark 证 得 . 
定理 4.13 在 定理 4.12 的 假设 下 ， 如 果 G :X 一 X 是 一 个 奇 映射 ， 那么 
方程 (4.3.4) 从 (w, 入 ) = (0, A0) 处 分 歧 出 至 少 有 mm 对 不 同 的 分 支 解 . 


证 明 这 个 定理 证 明 的 基本 思想 与 定理 4.12 相似 . 和 
数 1<r<m, 求 出 Fx 的 极 大 极 小 值 点 zr 如 下 


F(zr, A 和) = Ri 全 ,Fr(z, 和 ). 


因为 (x, 入 ) 关于 zx 是 偶 函 数 ， 这 个 极 大 极 小 值 点 x 对 每 个 1< 7 < m 能 够 被 
获得 . 这 样 就 得 到 m 对 不 同 的 约 化 方程 分 歧 解 zr( 和 ) = 土 ar( 和 )zr, 从 而 证 得 该 
84.3.3 Rabinowitz 全 局 分 歧 定理 


这 一 节 介 绍 Rabinowitz 的 全 局 分 歧 定理 ， 该 定理 从 本 质 上 讲 就 是 Leray- 
Schauder 拓扑 度 同 伦 不 变性 的 一 种 变形 观点 . 
令 X 是 一 个 Banach 空间 ， 考 虑 下 面 方 程 


(id ~ AB)u + Gl(u,A) = 0， (4.3.15) . 
其 中 B :X 一 为 线性 紧 算 子 ， 以 及 


sw :X 一 X 为 紧 映 射 ， 


4.3.16 
G(u,A) =o(llullx), vAER. | 
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记 
T= {(u,N) EXx RI v0, (vu, 和) 满足 (4.3.15)}， 

下 面 给 出 的 是 Rabinowitz 全 局 分 歧 定 理 ， 

定理 4.14 在 (4.3.16) 条 件 下 ,假设 ho 是 B 的 一 个 具有 奇 代数 重 数 mm 的 
特征 值 ， 那 么 了 中 含有 (0, Xo) 的 连通 分 支 亏 C 工 满足 下 面 两 个 结论 中 的 一 个 : 

(H) 忆 在 Xi x R' 中 是 无 界 的 ; 

(2) 马 含有 奇数 个 点 (0, Xi) 关 (0,Xo), 使 得 Xi 是 B 的 具有 奇 代数 重 数 的 特 
征 值 . 

证 明 首先 我 们 简单 回忆 一 下 Leray-Schauder 度 同 伦 不 变性 质 ， 显 然 方程 


(4.3.15) 中 的 算 子 
id—AB+G(,N:X—X 


关于 参 变量 Ae R! 可 视 为 同 伦 算 子 ， 即 对 任 入 ,和 2 € Ri,id— A 和 1B+G(.,A 入 1) 与 
id 一 和 2B 二 G(", 和 2) 是 同 伦 的 . 
对 于 X x R! 中 如 图 4.6 所 示 的 连通 开 集 


V={(uw NEXxR| wv eV CX NSA<》X2h， 


其 中 仅 为 X 中 的 连通 开 集 ， 称 其 为 曲 形 柱 体 ， 每 个 V、 称 为 V 在 和 的 截面 . 
当 方 程 (4.3.15) 的 零点 集合 B =Tu{(0,A)IXe 忌 :} 与 V 的 侧 边 界 不 相交 ， 即 


BNMNOV, x {入} = 2, VA A<A, 
那么 ， 由 Leray-Schauder 度 的 基本 性 质 (定理 2.12) 可 推 知 


deg(id— AB+G,V,,0) = deg(id — M2B+ G, VW,,0). (4.3.17) 


图 4.6 V 是 久 x R! 中 的 一 个 曲 形 柱 体 并 且 (4.3.15) 的 
零点 集合 与 V 的 侧 边界 不 相交 。 


现在 回 过 来 证 明 Rabinowitz 的 全 局 分 歧 定 理 . 直观 地 讲 ， 该 定理 的 结论 (1) 
和 (2) 就 是 指 方程 (4:3.15) 从 (0, Xo) 分 歧 出 的 解 连通 分 支 刀 一 定 是 如 图 4.7(a) 
和 (b) 所 示 的 这 两 种 类 型 之 一 . 
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1 A 


(a) 也 无界 (b) 三 有 界 旦 连接 Xo 和 入 1 
图 4.7 


如 果 定 理 不 真 ， 那 么 忆 一 定 是 有 界 并 且 不 连接 到 (0, A) 上 任何 一 点 ， 我 们 
将 应 用 拓扑 度 同 伦 不 变性 质 (4.3.17) 推出 矛盾 . 


因为 区 有 界 旦 连通 ， 对 NNT/ = CG. 则 由 度量 空间 闭 集 可 分 性 知 ， 存 在 
X x Ri 中 开 集 O, 使 得 


FCO, ONT=0 (4.3.18) 


也 就 是 说 X x R! 中 的 两 个 开 集 O 和 针 x R/O 将 卫 和 TIT/ 刀 分 开 . 
可 以 取 到 O 为 有 限 个 曲 形 柱 体 的 并 集 . 为 方便 并 且 不 失 本 质 性 ， 令 O 为 两 
个 曲 形 柱 体 之 积 ， 图 4.8 所 示 . 
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图 4.8 O=V+U,V, =V+U,, 


O=V+iU, 
V={VaCX| p1 < A po2)}, 
U= {Us CX|) p2 < A< ps), 


其 中 


Vas = V + Up,, (4.3.19) 
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并 且 [pz, ps] 中 只 有 一 个 B 的 特征 值 Xo. 由 (4.3.18) 及 指标 定理 (定理 2.13), 有 
(如 图 4.8 所 示 ) 


deg(id — p1B+G,V,0) = ind(id ~ p1B + G,0), 
md(id -nnB+G,0)=(-1)"ind(id— B+0.0), 


这 里 m 为 Xo 的 代数 重 数 ， 是 一 个 奇数 . 故 有 
deg(id — p1B + G,V,,0) = ~deg(id — p2B + G,V,0). (4.3.20) 
此 外 ， 由 (4.3.17) 和 (4.3.18) 可 推 得 
deg(id — p1B + G,V,,,0) 
= deg(id — p2B + G,V,,,0) 
= deg(id — p2B + G,V,0) + deg(id— p2B + G, U,,,0) 
(由 (4.3.19) 和 拓扑 度 的 区 域 可 加 性 )， 
deg(id — p2B + G, Up,, 0) 
= deg(id — p3B + G, Up,,0) 
=0 (由 Do 中 不 含 方程 (4.3.15) 的 零点 ). 
因而 推出 
deg(id — p1B + G,V,,,0) = deg(id - p2B + G,V,0). (4.3.21) 
在 另 一 方面 ， 由 pi 不 是 B 的 特征 值 及 (4.3.16), 有 
deg(id— p1B+G,VW,0)= ind(id ~ p1B,0) #0. 
从 (4.3.20) 和 (4.3.21) 导出 矛盾 . 因而 如 果 结 论 (1) 不 成 立 ， 则 二 一 定 含有 点 


(0,Xi), 其 中 和 ; 是 B 的 特征 值 ， 再 应 用 上 面 的 方法 可 以 证 明 Xi 的 重 数 为 奇数 ， 
并 且 (0, Xi) 的 个 数 为 奇数 .定理 证 毕 . 
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令 Xi, 针 是 Banach 空间 ， XX1 C XX 为 稠密 包含 . 在 这 一 节 ， 我 们 始终 考虑 
下 面 非 线性 方程 的 分 歧 


Lau+G(u,A)=0, (4.4.1) 
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其 中 工 、 = -4+BA:XI 一 X 为 线性 全 连续 场 ，G(,A) : X1 一 XX 是 C*(k > 2) 
连续 映射 ， 因 而 在 z = 0 有 Taylor 展开 
G(u;,A) = Gx(u, A) + ollull%, )， (4.4.2) 
这 里 Gk :XI x .… x Xi 一 XX 为 k 重 线性 算 子 ， 以 及 
Gk(uw, MN) = Gr (vu, ,uA). 


邻 {B;( 和 ) EClj = 1,2,…} 为 L、 的 全 部 特征 值 ( 计 入 重 数 ). 假设 8:( 和 ) < 
R1(1 < i < m), 并 旦 满足 


<0, 入 < 和 o， 

Bi(A) =0, A=N, lg&igm, (4.4.3) 
> 0， 入 > 和 0， 

Bi(Xo) 和 关 0， Vim+1. (4.4.4) 


84.4.1 ”偶数 阶 非 退 化 奇 点 


令 {e1,… ,er} 和 {et?,… ,e*} 分 别 为 L、 和 共 圈 算 子 下 在 入 = 和 0o 处 的 如 
下 特征 值 


Laoe; 一 0， L\e; 一 0, 过 7 7) (4.4.5) 


这 里 r(< m): 是 特征 值 81( 和 No) 的 几何 重 数 . 

记 

Qj 一 (Gk(en; Hi , ejs» A0), ei), 

其 中 上 > 2 如 (4.4.2) 中 给 出 ， 

定义 4.6 在 (4.4.2)~(4.4.4) 条 件 下 ， 方 程 (4.4.1) 的 解 u = 0 被 称 为 是 在 
入 = Xo 处 大 阶 非 退 化 的 奇 点 ， 如 果 z = (zi ……,zr)=0 是 下 面 7 维 代数 方程 组 
的 孤立 零点 

QT 0 lg<ign (4.4.6) 
J1,°"* Ik=1 


下 面 给 出 的 是 两 个 从 偶数 阶 非 退化 奇 点 分 歧 的 定理 ， 第 一 个 是 关于 局 部 分 
歧 的 结果 ， 第 二 个 类 似 于 Rabinowitz 全 局 分 歧 观 点 给 出 的 定理 ， 这 两 个 分 歧 结 
果 一 个 重要 特点 是 它们 都 不 需 考虑 特征 值 重 数 m 的 奇偶 性 . 这 些 定理 的 证 明 参 
见 文献 [60,61]. 
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定理 4.15 在 条 件 (4.4.2)~(4.4.4) 假设 下 ， 如 果 在 (4.4.2) 中 的 整数 是 一 
个 偶数 ， 并 且 = 0 是 方程 (4.4.1) 在 入 = 和 ho 处 的 一 个 大 阶 非 退 化 奇 点 ， 那 么 
(wu, 入 ) = (0, Xo) 一 定 是 (4.4.1) 的 一 个 分 歧 点 ， 并 且 在 入 = 和 0o 的 每 一 边 都 至 少 有 
一 个 分 歧 解 的 分 支 . 

下 面 是 全 局 分 歧 定 理 . 令 


D+ = {(u, 和 ) EX x Ri|(v, A) 满 足 (4.4.1)，w 了 0， 入 > Xo}， 
二 -= {(u,A) E Xi x RI, A) 满 足 (4.4.1)，w 0， 入 < 和 0o}. 


定理 4.16 在 定理 4.15 的 假设 下 , 令 G(-, 入 ) : X1 一 六 为 紧 算 子 ,， 并且 DA 
为 扇形 算 子 ， 即 -LK、 只 有 有 限 个 特征 值 有 负 实 部 . 令 cz (或 三 C 碟 ) 是 
也 ~-( 或 23+) 中 含有 (0, Xo) 的 连通 分 支 ， 那 么 下 面 结论 中 的 一 个 成 立 : 
(1) 马 是 无 界 的 ; 
(2) 世人 含有 点 (0, Xi),Al < Xo( 或 Xo < Xi), 使 得 二 有 特征 值 8( 和 ) 在 入 = Al 
处 为 零 ， 即 6B(Ai) = 0. 
(3) 存在 一 个 点 (wo, 4) E Xi x R1, wo 关 0,k < Xo( 或 上 > 和 0) ,使 得 
人 当 入 < 人 (或 入 > pp)， 
二 mn XI xf 人 AN = (uo 有 )， 当 入 = 几 ， 
Ti(A) +T2( 和 )， 当 J< 入 < 和 (或 ho <& 入 < 内)， 


这 里 Ti(Xo) = (0, Xo),T2(Xo) # (0, No), Ti(N) # 2(i = 1,2). 

注 4.8 定理 4.16 中 的 结论 (3) 意味 着 方程 (4.4.1) 从 (wo,4) 处 发 生 如 图 4.9 
所 示 的 分 歧 ， 称 为 鞍 结 点 分 歧 ， 即 在 上 4 < 和 (或 入 <) 一 边 从 wo 点 分 歧 出 两 个 
解 的 分 支 Pi(A) 和 Tz(A). 许多 情况 下 ， Ti(A) 是 由 鞍点 构成 ， 而 T2( 和 ) 是 由 稳 
定 结 点 构成 ， 因 而 称 为 鞍 结 点 分 收 . 


4.9 从 (uo,4) 处 的 贰 结 点 分 歧 
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定理 4.15 的 证 明 采用 Lyapunov-Schmidt 规范 化 过 程 再 结合 Brouwer 度 
来 证 明 该 定理 . 

第 一 步 . 由 谱 定 理 , 令 {wi (和 A),… ,wm( 和 A)} C Xi 及 {2w?( 和 A),… ,wh (NA)} CX 
分 别 为 ZA 和 共 斩 算 子 LX 对 应 于 特征 值 (4.4.3) 的 特征 向 量 ， 即 


(LA — Bi(A))™iwi(A) = 
(LM\ — Bi(A))™ wi(N) = 
对 某 些 mw > lmi > 1(1 < i < m), 使 得 
(wi, wi) 一 0ij) 
这 里 XY C X* 为 L* 定义 域 ，X* 为 天 的 对 偶 空 间 . 


由 Lyapunov-Schmidt 规范 约 化 方程 (4.2.28), 归 (4.4.1) 的 分 歧 到 下 面 方程 
分 歧 问 题 


JAz 十 下 (z, 和) = 0， ze Rm， (4.4.7) 
其 中 作为 对 应 于 特征 值 8:( 和 X1 < i < m) 的 Jordan 窍 阵 ， 
F(x,N) = g(z,A) + f(z,N), (4.4.8) 
f(z)=o(lz|*), k>2 : (4.4.9) 
g(x, 入 ) = (g1(z, 入 ),… ,gm(z,A)) 是 (4.2.29) 给 出 的 有 重 线性 算 子 , 更 具体 地 , 它 
由 下 式 给 出 


gil(z, 入 ) 二 S Tj "Ti (GE(W , Wj 和 A), WwW? ). 
J1,°"° ,Ijk=1 
因为 Jordan 矩阵 有 (入 ),… ,Bm( 和 ) 作为 其 特征 值 满 足 (4.4.3), 因而 有 
下 面 指标 公式 
1 ~ 
ind( + F(., A),0) = , 
1, 当 入 > 和 0. 
为 了 完成 定理 证 明 ， 只 需 证 明 
ind( 十 F(-, Xo),0) = 偶数 (4.4.10) 


下 面 将 分 三 步 完成 (4.4.10) 的 证 明 . 
第 二 步 ， 首 先 考 虑 这 种 情况 ,= 0, 也 就 是 说 7 = m, 即 在 入 = 和 0 的 几何 
重 数 等 于 代数 重 数 . 
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此 时 ， 由 假设 g : Rm 一 Rm 是 非 退 化 的 上 重 线性 映射 ， 因 而 存在 一 个 数 
B > 0, 使 得 
|9(az, Ao)| 之 Blal*, vreR™, |x|=1. (4.4.11) 
从 (4.4.9) 和 (4.4.11) 可 推 知 ， 对 任 + > 0 充分 小 ， 有 


g(rzx, M0) + tf (rz, Mo) > Br* + o(r*) 
>0, vizl=l1l, Ogte1. 


由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 可 得 


ind(J + 开 (., Xo),0) = deg(J + Fa,, B,, 0) 


= deg(9xo, Br, 0), (4.4.12) 
这 里 B. = {ze R™| |z| < 7}. 
由 定理 2.11, 有 


因此 从 (4.4.12) 和 (4.4.13) 可 推 得 (4.4.10). 

第 三 步 ，m = 3,7 = 2,k = 2 的 情况 . 为 了 清楚 地 表现 出 证 明 思 想 ， 先 考虑 
这 种 特殊 情况 , 即 特征 值 (4.4.3) 在 入 = Xo 处 的 代数 重 数 m = 3, 几何 重 数 7 = 2， 
以 及 9g(z,A) 是 一 个 二 重 线性 映射 . 


令 
Laow1 一 0， 
了 Not2 0, 
Laow3 = Wy 
Lawi = 0, 
LM Ww2 = ws, 
了 Xu3 = 0. 


因而 有 


率 率 水 
ei=Wi, €2=W2, €1=Wi, 6 一 3， (4.4.14) 
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并 且 

000 Tl1 0 

Joz = 001 T2141=1z31, m=3 

000) \z3 0 

由 大 = 2 可 知 
3 
3 3 3 
gl(z, 入 ) 一 > Di 六 Dam y 

jl 本 17 

其 中 


bt; 一 《G2(iy wj, Aoj wi). 


令 工 ; R3 一 R3 是 一 个 线性 同 且 ， 由 下 式 给 出 


100 Z1 
TZ=|001 T2 
010/ \X3 
那么 从 (4.4.15) 可 得 
0 
To\ .z=|10 
3 


然后 ， 从 (4.4.15),(4.4.16) 和 (4.4.8) 推 得 . 


T(J 十 F\)z 一 T(J 十 9xo)z 十 4 Fl 和 0)， 


3 
bij Tixi 
i,j=1 
3 
T(J + gao)7 = biziz; | ， 
1 


ti, 一 


3 
T3 十 》 bey TiT} 
17 一 了 


Tf(z, M0) = o(lz|?) 


定 态 分 歧 


(4.4.15) 


(4.4.16) 


(4.4.17) 


(4.4.18) 


(4.4.19) 


$4.4 从 高 阶 非 退化 奇 点 的 分 歧 . 167 . 


由 假设 ， (zl,zz) = 0 是 (4.4.6) 关于 = 


2,k 二 2 的 一 个 孤立 奇 点 ， 这 里 该 方程 
可 写 为 

Qi Zi = 0， 1=12 

(G2(ei, ej), e1) = bi 

ai = (G2(ei, €j), e2) 一 = bi; 


这 样 ， 从 (4.4.18) 和 (4.4.19) 可 推出 ， 对 任何 0 <t<1,z= (zli,za,zs) =0 是 下 
面 方 程 的 一 个 孤立 奇 点 


于 Qj TiT} + tT3 > 十 53;)zZi 十 tb3373 
1 


Qo Di} 十 tz3 D+ 


b3: )Ti 十 tb3s23 
i,j 二 1 


+tTf(z, M0) = 0. (4.4.20) 


Ts+t y bi ZiT) 
1,j 三 1 


根据 Brouwer 度 同 伦 不 变性 ， 从 (4.4.17)~(4.4.20) 推出 


deg(T(J + Fa,), B;,0) = deg(K, B.., 0), 


(4.4.21) 
这 里 > > 0 充分 小 ， 以 及 
2 
bP Qi TIDj), 
i,7=1 
K(z)=| ~ 
Ee > Qij TiZy, 
i,j=1 
T3 
由 定理 2.8 和 2.9, 从 (4.4.17)~(4.4.20) 可 推 得 
deg(T(NDo + Fo), Br,0) = ind(T., 0): deg(.Nh\o + Fao, Br, 0) 
= (一 1)deg(Jx。 + Fho, Br, 0), (4.4.22) 


以 及 


deg(K, B,,0) = deg(K, B, N R?, 0), 


(4.4.23) 
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其 中 
2 
> Qij TiTi 
一 i,j=1 
K(X1,72) = 、 
2 Tiry 
i,j=1 


由 假设 (zi,z?) = 0 是 的 孤立 奇 点 ， 再 由 定理 2.11 可 得 
deg(K, B, 几 R?,0) = 偶数 . 


这 样 ， 从 (4.4.21)~(4.4.24) 可 得 到 (4.4.10). 
第 四 步 ， 一 般 情 况 ， 令 Jordan 和 矩阵 有 下 面 形式 


0 0 0 1 0 
: 
is 一 Ji 一 
L 
0 Jn 0 0 
此 时 空间 R™ 可 分 解 为 


R™= R'E@® i 
Jo =0, Vy,0) ER™, yeR'.. 
邻 PP: Rm 一 R" 为 规范 投影 ，T: Rm 一 Rm 由 下 式 给 出 


I 0 0 -.. 0 1 
了 1 1 ::: 0 0 

T= 》 Ti 一 
0 了 0 os 1 0 


显然 工 是 线性 癌 胚 ， 并 且 


了 .Ju|Rr 一 0， 
TJ Rn-r = m-r 为 恒 等 矩 阵 ， 


(4.4.24) 


(4.4.25) 


(4.4.26) 
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这 里 > 天 -Bj (1 < 1 < 六 如 (4.4.6). 
就 像 (4.4.21)~(4.4.24) 的 证 明 一 样 ， 从 (4.4.25) 和 (4.4.26) 可 以 推 得 下 面 等 
式 


deg(vxo 十 上 xo, Bp, 0) = (-1)™ "deg(T(JAo 十 Fo)， Bo,0) 
= (-1)™ "deg(T(Jh + 9%o), Bp, 0) 
= (—1)™ "deg(PTgNo|Rr, B, NR", 0). 
因为 PTgxolm : R" 一 R" 是 偶 映射 ,并 且 由 假设 y = (1,… ,yr) = 0 是 PTgolRr 
的 一 个 孤立 奇 点 ， 因 而 有 
ind( PTolar,0) = deg(PT9glRr, Bp N R',0) 
= 偶数 ， 


于 是 (4.4.10) 被 证 得 .定理 证 毕 . 
定理 4.16 的 证 明 Leray-Schauder 度 理 论 对 全 连续 场 L、 二 G :XI 一 和 也 
是 有 效 的 ， 只 要 已 的 具有 正 实 部 特征 值 是 有 限 的 . 令 LA: Xi 一 X 是 可 道 的 ， 
那么 ， 
ind( 一 (Z 十 G),0) = deg(—(Ls + G),B.,0) = (-—1)", (4.4.27) 


其 中 n 是 L、 所 有 实 特征 值 8:( 和 ) < 0 的 代数 重 数 之 和 . 
因为 L、 十 G 能 够 被 一 个 有 限 维 算 子 L* 十 Gn : X1 一 Xn 逼近 ， 这 里 Li 保 
留 了 忆 \ 的 满足 (4.4.3) 特征 值 . 然后 应 用 定理 4.15 的 方法 可 以 证 明 


deg(—(Lao + G), Bp, 0) 
= deg(L»° + Gn, B",0) 
= (一 1)"+m "deg(PTgX, B» N R"”,0) 
”= 偶数 ， (4.4.28) 


这 里 B? = Bu, mn Xn, Rr 和 PT9% 类 似 于 (4.4.26). 

然后 定理 其 余 的 部 分 可 由 类 似 于 Rabinowitz 全 局 分 歧 定 理 的 证 明 方法 从 
(4.4.27) 和 (4.4.28) 推出 . 定理 证 毕 . 

注 4.9 需要 强调 指出 , 在 定理 4.15 和 4.16 的 证 明 中 , 已 经 蕴含 地 对 Leray- 
Schauder 度 证 明了 下 面 性 质 . 

令 L\ 十 G :Xi 一 六 是 一 个 全 连续 场 ，G(w, 和 ) = olllullx,)， 如 果 存 在 
{el,… ,em} CX1, 使 得 


了 Xiei = 0， l1<ig<m, ni>l, 
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那么 有 

deg(—(Lao + G), Br,0) = (~1)" deg(Jho + 9, Br N E,0), 
这 里 n 为 了 所 有 负 的 实 特征 值 Bi(Xo) < 0 的 代数 重 数 之 和 ， EE = 
span{e1,… ,em 为 工 \ 限制 在 已 上 的 Jordan 矩阵 ，g = PGlE :五 一 
E,P :XX 一 局 为 规范 投影 这 个 性 质 的 证 明 在 很 大 程度 上 依赖 于 在 84.1 介绍 的 
谱 定 理 . 


§4.4.2 ”从 几何 单 特征 值 (r=1) 的 分 岐 


在 这 一 节 ， 我 们 主要 关心 特征 值 几何 重 数 为 1, 也 就 是 >= 1 在 (4.4.5) 中 的 
分 层 问 题 . 

定理 4.17 假设 条 件 (4.4.2)~(4.4.4) 成 立 , 并 且 在 (4.4.5) 的 几何 重 数 7=1. 
如 果 下 面 的 数 不 为 零 


a = (Gk(ei, M0),e1) 天 0， 大 之 2， (4.4.29) 


其 中 Gk 由 (4.4.2) 给 出 ， 那 么 下 面 结论 成 立 : 

(1) 当 (4.4.29) 中 大 是 偶数 时 ， 在 入 = 和 o 的 每 一 边 都 存在 (4.4.1) 的 唯一 分 
歧 解 的 分 支 ; 
. (2) 当 上 为 奇数 及 mm 为 偶数 时 ， 若 a < 0, 则 (4.4.1) 从 (0, Xo) 处 没有 分 歧 

发 生 , 车 a > 0, 则 (4.4.1) 在 入 = 和 的 每 一 边 都 有 严格 的 两 个 分 歧 解 的 分 支 ; 

(3) 当 上 大 为 奇数 及 m 为 奇数 时 ， 车 a > 0( 或 者 a < 0), 则 方程 (4.4.1) 在 
和 < Xo( 或 在 和 > 和 0) 一 侧 有 严格 两 个 分 歧 分 支 ， 而 在 入 > Xo( 或 在 入 < Xo) 一 边 
没有 分 歧 解 分 支 ; 

(4) 每 一 个 (4.4.1) 从 (0, Xo) 处 的 分 歧 解 分 支 T(A) 都 是 正则 的 ， 并 且 wx 6 
FT( 和 ) 能 够 被 表达 为 


由 二 土 a-16(N.…Bn(AIEEel+o(lB(A BCAEIT) (4.4.30) 
证 明 令 fu ,wm} CC Xi 及 {wi,… ,wh} CC XY? 满足 下 面 关 系 


L Uw = 0, EL 1 一 了 凯 1， ” ”1 L Wm = Wm—l1, 
入 0D WwW1 Ao 比 2 1 和 0 1 (4.4.31) 
Ls wm = 0, LA Wm1 = wn LWwi = w2. 
由 $4.1.2 的 谱 定 理 可 知 
a 三才 
(wi, wi) 本 (4.4.32) 
0， 荐 i: 六. 


在 这 种 情况 下 ，(4.4.1) 的 约 化 分 歧 方程 (4.4.7) 可 写成 如 下 形式 
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B1(AN) 1 0 
Tl 
1 + F(z,M)=0. (4.4.33) 
Tm 
0 Bm(A) 


从 (4.4.31) 可 以 看 出 el = wi,e* = w*. 由 (4.4.8),(4.4.9) 和 (4.4.32), 从 (4.4.33) 
可 以 推出 


za = 一 Bi(A)zl + O(|z|*), 


* 


Tm 二 (Ai 十 O(|z|*), (4.4.34) 
大 一 1 mm 

a(Nzt = 一 pm(A)jzm 十 O 5 2, ta] ‘ 
i=0 j=2 


这 里 a(Xo) = a. 从 (4.4.34) 可 导出 ,在 入 = 和 o 邻 域 有 
a(A)jzkt-1 = (—1)™B(N):…: Bm(A) + o(|B1:… Bml). (4.4.35) 
这 样 ， 定 理 中 结论 (1)~(3) 和 (4.4.30) 可 以 从 (4.4.3),(4.4.29) 和 (4.4.35) 导 
出 ， 结 论 (4) 能 够 从 下 面 (4.4.33) 的 一 阶 近 似 方 程 的 Jacobi 矩阵 行列 式 以 及 定 


理 4.9 推出 : 
, tA 


0 

akzkt-1 0 0 ... Bn(\) 
= BM) Bn(N) — (—1)™akzt! 
= (1 —k)B1.… Bm + o(lB1.… Bml) (由 (4.4.35)) 
关 0， 对 和 A 关 和 o (由 (4.4.3)). 

定理 得 证 . 

84.4.3 ”关于 > 二 k=2 的 分 层 


令 特征 值 (4.4.3) 的 几何 重 数 为 2, 即 在 (4.4.5) 中 7 = 2, 并 且 Gx 是 双 线 性 
算 子 ， 也 就 是 说 上 = 2. 记 


all = (G2(e1, e1, 和 \), e1), 
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Q22 = (G2(e2, e2, 入),e])， 
Qa12 = (G2(e1, €2, A) + G2(e2, el 和 A),el)， 
bi = (G2(e1, e1, 和 ), e2), 
. b22 = (G2(e2,e2, 和 A), e2), 
bi2 = (G2(e1,€2, 和 A) + G2(e2, e1, 和 ), 2). 


定理 4.18 假设 条 件 (4.4.2)~(4.4.4) 成 立 ， 并 且 在 (4.4.5) 和 (4.4.2) 中 ， 
7 二 2,k 二 2. 如 果 久 =0 是 方程 (4.4.1) 在 入 = Xo 的 二 阶 非 退 化 奇 点 ， 并 且 两 个 
向 其 (a alz,azz) 和 (b11, bi2,b22) 是 线性 独立 的 ， 那 么 下 面 结论 成 立 : 

(1) 方程 (4.4.1) 从 (0, Xo) 处 在 入 = Xo 的 每 一 侧 最 多 有 三 个 分 歧 解 分 支 ; 

(2) 如 果 在 入 > Xo 或 入 < Xo 一 侧 的 分 疏解 分 支 都 是 正则 的 ， 那 么 在 那 一 侧 
的 分 歧 解 分 支 数 只 能 是 1 或 者 3; 

(3) 如 果 在 入 = 和 o 的 任 一 侧 分 歧 解 的 分 支 数 为 3, 那么 这 三 个 分 支 解 都 是 正 
则 的 ; 

(4) 如 果 在 入 = Xo 某 一 侧 分 支 解 数 为 2, 那么 其 中 一 个 分 支 解 是 正则 的 . 

证 明 证 明 分 为 四 步 进行 . 

第 一 步 ， 只 需 证 明 这 种 情况 ， 即 代数 重 数 等 于 几何 重 数 : m=7 = 0. 对 
于 mm > r = 2 的 情况 ， 就 如 定理 4.17 的 证 明 那 样 ， 可 将 这 个 m 维 分 歧 方程 
(4.4.7) 进一步 约 化 为 一 个 > = 2 维 的 分 歧 方 程 ， 该 约 化 方程 本 质 上 与 下 面 所 讨 
论 的 m =r= 2 的 约 化 方程 没有 区 别 . 从 而 下 面 方法 可 有 效 地 应 用 到 m > r 的 
情况 . 

当 m=" = 2 时 ， 约 化 的 分 歧 方 程 (4.4.7) 能 够 被 具体 的 写成 如 下 形式 


Bi (MT1i 十 allz2 十 al2zlz2 + a2272 + o(|z|*) = 0, 
| 1(A)T1 十 allzZ1i + al27172 + a2272 + o(|z|) (4.4.36) 


Bo2(A)zz + bi1z? + bi2T172 十 bz2z2 + ol|x|*) = 0， 


其 中 z = (zl1, zz)， 
第 二 步 . 要 证 明 存 在 一 个 s > 0, 使 得 对 任何 C™ 函数 了 上 = (有 i, fo), 上 fllcr 对 
任 r>1 在 z=0 领域 充 分 小 ， 下 面 方程 组 


all173 十 Ql2172 十 Q2272 + 有 fn (x) 十 o(|z|*) =0, (4.4.37) 
blz? 十 b12X1T2 十 b2272 十 2(z) 十 ol|z|*) =0 (4.4.38) 


在 |z| < < 内 最 多 有 四 个 解 . 
因为 (4.4.37) 和 (4.4.38) 的 二 次 项 是 二 阶 非 退化 的 ， 因 而 在 这 四 个 系数 
all,a22,b1 和 bz2 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 不 失 一 般 性 ， 假 设 a22 关 0、 然 后 从 
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(4.4.37) 得 到 


从 上 式 可 解 出 

zt = = eA 
其 中 

g(71) 一 0， 当 六 (z) 一 0. 
将 (4.4.39) 代入 (4.4.38) 中 可 得 


Qari 十 bo2g(zl) + 4a2zj2(z) + ollz|) = 干 BrlA， 
其 中 
0 一 4a22(a220D11 — Q11b22) 十 2al2(al2bo2 一 Q22b12)， 
B = 2(a22b12 一 al2b22). 
然后 从 (4.4.39) 和 (4.4.40) 推出 
pzi + hi(z1)z1 + ha(z1) + o(|z1|’) = 0, 
其 中 
p= ao? — PB’*(af — 4a11022), 
hi(z1),h2(z1) — 0， 关 有 1(7), f2(7) 一 0. 
不 难 验证 ， 条 件 p 去 0 是 等 价 于 下 面条 件 


bz2z + bi2z+ + bli #0, 
—Q12 土 Vaf, 一 4alla22 


Z 土 二 
2ao22 


“173 ， 


(4.4.39) 


(4.4.40) 


(4.4.41) 


(4.4.42) 


由 定理 假设 ,两 个 向 量 (a22,a12, a1i) 与 (822,b12,b11) 是 线性 无 关 , 并 且 (zi,zz)=0 
是 (4.4.36) 中 二 次 项 的 孤立 奇 点 ， 因 而 (4.4.42) 成 立 . 于 是 p 关 0, 从 而 可 推出 方 
程 (4.4.41) 最 多 有 四 个 解 ， 这 是 因为 若 (4.4.41) 在 zl = 0 邻 域 解 的 个 数 大 于 4， 
则 由 中 值 定理 ,对 于 函数 h(z1) = pz 十 hi(z1)z? 十 hz(z1) 十 ol(|z1|*), 下 面 方程 在 


Zz1 二 0 邻 域 至 少 有 一 个 解 
dth(zi) 


4 
dari 


= p+ g(r1) = 0, 
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le(zajllcr- 充 分 小 在 zl = 0 的 邻 域 . 
这 是 一 个 矛盾 ， 因 为 上 面 方程 在 zi = 0 充分 小 的 邻 域内 无 解 . 因而 (4.4.41) 最 
多 有 四 个 实数 解 zl 满足 zi 一 0, 当 f= (fi1,f2) 一 0. 
另 一 方面 ，(4.4.37) 和 (4.4.38) 的 每 个 实数 解 都 对 应 着 (4.4.40) 和 (4.4.39) 中 
的 土 号 中 的 一 个 . 因此 , 方程 (4.4.37) 和 (4.4.38) 在 xz = 0 附近 最 多 有 四 个 实数 
解 ， 即 方程 (4.4.36) 在 和 = 和 0 的 每 一 边 最 多 有 三 个 分 歧 解 的 分 支 . 结论 (1) 得 
证 . 


第 三 步 . 结论 (2) 的 证 明 . 令 肥 : 必 一 尼 定义 为 
Bi(A)zl 十 allzi 十 al2zlz2 十 a2272 十 of|z|”) 
F(z 一 
B2z( 和 )z2 十 biizr? 十 pl2X172 十 b2272 十 oflz2) 


由 定理 4.8, 方程 (4.4.36) 从 (0, Xo) 的 一 个 分 歧 解 z、 正则 性 等 价 于 原 方程 (4.4.1) 
从 ku A) = (0, 和 Xo) 的 对 应 分 歧 解 的 正则 性 ， 因 此 由 假设 ， 2 是 正则 的 ， 因而 有 


ind(F\, za) = 士 1 (4.4.43) 
对 任何 | 和 一 和 ol > 0 充分 小 ， 此 外 ， 如 果 入 关 Xo， 
ind(FA,0) = signB1(A)B2(A) = 1, (4.4.44) 
以 及 由 (4.4.10) 有 


》 ，ind(RA,zi) = deg(Fao, Be,0) = 偶数 ， (4.4.45) 
|zil<s 
对 某 个 e > 0 很 小 和 任何 | 和 一 Xo| > 0 充分 小 . 
这 样 ， 结 论 (2) 可 从 结论 (1) 及 (4.4.43)~(4.4.45) 推出 . 
第 四 步 . 结论 (3)~(4) 的 证 明 . 从 第 二 步 知道 (4.4.37) 和 (4.4.38) 在 z=0 
附近 的 解 是 一 一 的 对 应 于 方程 (4.4.41) 的 解 . 令 zo€ R' 是 (4.4.41) 在 z=0 附 
近 的 解 ， 那 么 (4.4.41) 能 够 被 表达 为 


(z — zo)*g(7)=0, k>1. (4.4.46) 


我 们 将 证 明 (4.4.37) 和 (4.4.38) 的 一 个 对 应 于 zo 的 解 zo 是 非 退化 的 充 要 条 
件 为 k= 1 在 (4.4.46) 中 . 

显然 , 如果 在 (4.4.46) 中 大 > 2, 那么 在 一 个 小 摄 动 下 在 zo 附近 将 有 (4.4.37) 
和 (4.4.38) 的 更 多 解 出 现 ， 这 说 明 zo 是 退化 的 . 下 面 将 证 明 ， 如 果 zo 退化 ， 那 
么 上 之 2. 
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现在 假设 zo 是 退化 的 ， 即 
det DF(z0) = 0, (4.4.47) 
这 里 下 为 
| alliz1 十 al2z172 + Q2273 + 亡 (z) + ol|z|*), 
F(z) = | 
biiz? 十 bi12XT1T2 十 b22z2 十 fo(z) 十 o(|z|*). 


在 一 个 适当 的 坐标 系 中 ， DF(z0) 一 定 是 下 面 三 种 形式 之 一 . 


po [ (4.4.48) 
0 0 

on (: 中 (4.4.49) 
0 0 

DPCi= ( ) (4.4.50) 
0 0 


对 某 个 a 关 0. 

因为 i 和民 为 C™ 充分 小 的 函数 ， 并 且 下 的 二 次 型 是 二 阶 非 退 化 的 ， 对 
(4.4.48) 和 (4.4.49) 这 两 种 情况 我 们 知道 ， 在 一 个 线性 摄 动 下 ， 方程 (4.4.37) 和 
(4.4.38) 在 zo 附近 将 产生 出 不 止 一 个 解 ， 这 就 意味 着 在 (4.4.46) 中 ， 大 > 2. 

只 需 对 (4.4.50) 情况 进行 证 明 . 在 zo 附近 函数 下 能够 被 表达 为 如 下 形式 


2 2 2 
i QY2C11YT + C12Y1Y2 + C22Y3 + o(|y|’), 
F(y) = , (4.4.51) 
di1y3 十 dl2y172 + d22Y2 + o(|y|”), 
其 中 y= 工 一 20. 
(4.4.51) 的 零点 yy = 0 代表 了 下 的 零点 zo. 现在 考虑 下 面 的 摄 动 方程 

ay2 = 一 (cll2 + ci2y1Y2 + c22y2) + o(|y|), (4.4.52) 
ey1 = —(diiy? + di2y1y2 + d22y2) + ol|y|*), (4.4.53) 


这 里 < 关 0 充分 小 ， 由 隐 函 数 定理 ， 从 (4.4.52) 可 得 到 一 个 解 yz = h(y1), 代入 
(4.4.53) 可 得 到 如 下 方程 


ey1 = —(diy? + di2yih(y1) + d22h?(y)) + oly1"). (4.4.54) 


“ 176 . 第 四 章 定 态 分 歧 


由 于 下 是 二 阶 非 退 化 的 ， 存 在 a 关 0 和 m > 2, 使 得 (4.4.54) 变 为 如 下 形式 
eyi = ayr + o(ly1|™). (4.4.55) 
从 (4.4.55) 可 推出 方程 (4.4.52) 和 (4.4.53) 有 两 个 解 
(y1; y2) = (0, 0) 
及 
(v1,y2) = (1, h(n)), 

其 中 

y= (e/a)F +o(lel™™7), 


这 里 取 < 使 得 ea > 0, 并 且 ( 负 ,h( 画 )) 一 0 当 e 一 0. 这 就 意味 着 当 zo 是 (4.4.37) 
和 (4.4.38) 的 退化 奇 点 时 ， 其 对 应 解 zo 在 (4.4.46) 中 指数 大 > 2. 

现在 来 证 明 结论 (3)~(4). 如 果 (4.4.36) 在 和 = Xo 的 某 一 侧 有 三 个 分 野 解 
(或 两 个 分 歧 解 ), 那么 (4.4.41) 在 对 应 解 zo 取 0(i = 1,2,3)( 或 z; 去 0,i7 = 1,2) 处 
可 表达 为 

(z 一 Zl)j(z 一 7Z2)j(z 一 Z3)zgli(z) = 0, 
或 (zx Z1)(Z — zz2)2zgl(z) 一 0, 

其 中 gi(z) 在 z =0 附近 没有 零点 ， 这样 ， 指 数 k = 1 的 奇 点 都 是 非 退化 的 . 因 
而 结论 (3)~(2) 成 立 ， 定 理 证 毕 ， 


8§4.4.4” 约 化 方程 的 一 阶 近 似 为 势 算 子 
考虑 这 种 情况 ， 即 方程 (4.4.1) 规范 约 化 的 一 阶 近似 是 一 个 梯度 算 子 . 
假设 ZX 在 (4.4.3) 的 特征 值 满足 
Bi(A) =… = Bm( 和 ) = B( 和 A)， 在 和 = Xo 附 近 ， (4.4.56) 
并 且 代数 重 数 等 于 几何 重 数 m = r. 
此 时 (4.4.1) 的 约 化 方程 (4.4.7) 有 如 下 形式 
B(A)jzi + gi(z) +o(lzl*)=0, 1g<igm, (4.4.57) 
其 中 g(z) = {g1(z),… ,gm(7z)} 如 (4.4.8) 给 出 , 它 是 一 个 上 重 线性 算 子 . 进一步 
假设 g(z) 是 一 个 势 算 子 ， 即 存在 一 个 函数 V(z), 使 得 。 


9i(Z) = 和 (4.4.58) 


84.4 从 高 阶 非 退 化 奇 点 的 分 歧 a 
由 Krasnoselskii 定理 (定理 4.12),(z, 和 ) = (0, 和 0) 一 定 是 下 面 方程 的 一 个 分 

歧 点 
B(A)zi 十 9i(Z) 王 0， 1l1<igm. (4.4.59) 


然后 有 下 面 定 理 : 
定理 4.19 在 条 件 (4.4.3),(4.4.4) 和 (4.4.56)~(4.4.58) 假设 下 ， 如 果 (4.4.59) 
从 (zx, 入 ) = (0, Xo) 处 有 7 个 分 歧 分 支 Ti( 和 )(1 < i < r) 满足 下 面条 件 


ind(B(A)id + g,z\) #0, z ETi(A)， (4.4.60) 


那么 方程 (4.4.1) 从 (ww A) = (0, Xo) 处 至 少 有 7 个 分 歧 解 . 
证 明 因为 g(z) 是 上 重 线 性 算 子 ，(4.4.59) 的 解 ze Ti(A) 有 如 下 形式 


Z 一 Z0BKFT(A)， z0 6E R™, (4.4.61) 
|zol = 1 满足 
zo 十 g(zo) = 0. (4.4.62) 


由 假设 ， ze Ti(A) 为 (4.4.59) 的 孤立 零点 ， 于 是 ro 是 (4.4.62) 的 孤立 奇 
点 . 因而 存在 6 > 0 和 a > 0, 使 得 


Iz+ 9g(z)| > a, Vz € 9Bs(zo), 


Bi(zo) = {zf € RmI|z 一 zol < 6}, 并且 zo 是 (4.4.62) 在 B5(zo) 中 的 唯一 奇 点 . 
这 样 ， 推 出 


[BA)z +g(zjl > olBO)|TT, vz e Be 人 (4.4.63) 
Vv| 和 一 和 ol > 0, 这 里 
Bs (zs) = {z € R™| lz — zl <5l6COIEI 
从 (4.4.61) 和 (4.4.63) 可 推出 ， 对 方程 (4.4.57) 有 
BON)z + or) +tf(r) #0, VOS<tg1, red0Bs(z) 


对 任何 | 入 一 和 Ao| > 0 充分 小 ， 这 里 f(z) = ol(|z|*). 由 Brouwer 度 的 同 伦 不 变性 ， 
得 到 

deg(B(Mid + g++ f, Bs, (zs),0) = ind(B(M)id + g, za). 
再 从 条 件 (4.4.60) 可 以 得 到 ， 方 程 (4.4.57) 至 少 有 一 个 解 在 z、 附近 对 所 有 | 入 一 
和 Ao| > 0 充分 小 ， 定 理 证 毕 . 
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注 4.10 在 定理 4.19 中 , 并 没有 假设 z= 0 是 g(x) 的 孤立 零点 , 即 =0 可 
以 是 (4.4.1) 的 一 个 k 阶 退化 奇 点 . 另外 对 大 > 2 的 奇偶 性 也 没有 限制 . 事实 上 , 只 
要 g 的 函数 V(z) 在 单位 球面 S' 上 有 孤立 极 大 极 小 值 点 ro, 那么 z、 = zo8™7 (和) 
一 定 满足 方程 (4.4.59) 和 公式 (4.4.60). 

这 样 ， 从 定理 4.19 立刻 推 得 下 面 定理 . 

定理 4.20 假设 条 件 (4.4.3),(4.4.4) 和 (4.4.56)~(4.4.58) 成 立 ， 那 么 下 面 结 
论 成 立 : 

(1) 若 由 (4.4.58) 所 给 的 函数 V(z) 在 单位 球面 Sl 上 的 极 大 极 小 点 有 7 个 
是 孤立 的 ， 则 方程 (4.1.10) 从 (w, 入) = (0, Xo) 处 至 少 有 7 个 分 歧 解 分 支 ; 

(2) 车 wu=0 是 (4.4.1) 的 一 个 k 阶 非 退 化 奇 点 ，k 之 3 是 一 个 奇数 ， 并 且 
(4.4.59) 分 歧 解 的 分 支 是 有 限 ， 那 么 方程 (4.4.1) 从 (0, Xo) 处 至 少 有 2m 个 分 歧 
解 分 支 ， 这 里 m 如 (4.4.3) 给 出 ， 


$4.4.5 “在 椭圆 方程 组 中 的 应 用 


现在 我 们 来 看 这 一 节 所 得 到 的 抽象 结果 如 何 应 用 到 偏 微分 方程 中 去 . 考虑 
下 面 椭圆 方 程 组 


一 Aul = Alul 十 au2 + gi1(u1, u2), 
一 Auo2 一 Au2 十 g2(u1, U2), (4.4.64) 


ulan Ea 0， 


其 中 mc R"(n > 1) 是 一 有 界 区 域 ，ae Ri! 为 常数 ，u = (wi1,u2),g91 和 g2 为 光 
滑 函 数 ， 由 下 式 给 出 


g1 = 》 aiuivg + o(lul?), 


g2 二 : bijui uy + ollul?). 
i+j=2 


令 Xi 和 hi 是 Laplace 算 子 的 第 一 特征 值 及 特征 向 量 
— Ahi = Aihi, 
| hilan = 0， 
由 椭圆 算 子 的 特征 值 理论 知 ， 第 一 特征 向 量 是 正 函 数 


hil(7z) >0, vreQ. 


记 
X=1?(0,R), Xi= Wr(Q,R)NWI?(N,R?), 


84.4 从 高 阶 非 退化 奇 点 的 分 歧 本 


其 中 p>m. 今 思 = 一 4+ 了 :XI 一 X 和 CG:XI 一 X 定 义 为 


—Au = (Aui, Au2)’, 


fi 
B\u 一 》 
0 入 Uo 
Gu = (g1(u), g2(u)) 

这 样 ,方程 (4.4.64) 化 为 抽象 形式 (4.4.1), 并 且 在 Xo = Xi 处 条 件 (4.4.3) 和 (4.4.4) 
成 立 ， 这 里 m = 2. 

情况 1. a = 0,w = 0 为 二 阶 非 退 化 奇 点 . 

在 这 种 情况 下 ， Bi(A) = Ba(A) = 入- Xi, 即 代 数 重 数 mm 与 几何 重 数 > 相等 
m 二 7 二 2. 对 应 的 特征 函数 为 

el 三 ef = (hi;0) 7 ， e2=6$=(0,h1) ， 


令 G2(u) 是 G 的 二 重 线性 部 分 


工 
G2(u1, L2) = > Qij Wi, > wei] i 


1 十 J 一 2 1 十 7 一 2 


那么 对 应 于 (4.4.8) 的 二 重 线性 算 子 9 为 


T 
g(7)= a | , oriz2, >, wa ， 
i 十 7 一 2 i 十 7 二 2 
其中 a= /Madz >0. 
9 
由 定理 4.15, 如 果 z = (zi,zz) = 0 是 下 面 方程 的 一 个 孤立 奇 点 . 
> Qij Ti 一 0, 
t+ 十 7 一 2 
>》 ，bijziz2 = 0， 
“十 7 一 2 
那么 方程 (4.4.64) 从 (w, 入 ) = (0, 和 Xi) 处 在 入 = 入 的 每 一 侧 都 至 少 分 歧 出 一 个 解 
的 分 支 . 
情况 2，a = 0,4 = 0 为 二 阶 退 化 奇 点 . 
令 G 中 的 二 重 线性 项 G2(4) 为 


G2(u) = (u1,0), 
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则 
g(z) = (az1, 0). 
z=0 是 9 的 一 个 二 阶 退化 奇 点 ， 然 而 9 是 一 个 势 算 子 


g= VF(s), F(z)= aa 


显然 F(z) 在 圆周 zz + z2 = 1 上 有 一 个 孤立 的 极 大 值 点 z+ = (1,0) 和 极 小 值 点 
z- 二 (一 1,0). 因而 由 定理 4.20, 方程 (4.4.64) 从 (w, 入 ) = (0, Xi) 处 分 歧 出 至 少 两 
个 分 支 解 . 

情况 3，a 关 0 及 bi 冯 0. 

在 这 种 情况 下 ， 有 Bi(A) = B62( 和 ) = 入 一 和 ,及 


e1 一 (ja ,0) e2 = (0,a- lh1)!, 
Laoe2 = el， (Xo = A1), 
et=(0,h)', 人 = (a lh,0)’, 
Laei = e2， (和 Xo = A1). 


因此 ho = 和 1 的 代数 重 数 m = 2, 几何 重 数 为 1. 在 这 种 情况 下 方程 (4.4.6) 变 为 
bz = 0, (4.4.65) 


当 bi 关 0 时 ，z1 =0 是 (4.4.65) 的 孤立 奇 点 . 在 这 种 情况 下 ， 定 理 4.15 和 定理 
4.17 都 可 有 效 地 应 用 到 方程 (4.4.64). 因而 (4.4.64) 在 入 = 入 i 的 每 一 边 都 唯一 地 
有 一 个 分 歧 解 . 

注意 到 , 算 子 G : Xi 一 XX 是 紧 的 . 因而 类 似 于 定理 4.16 这 样 的 全 局 分 歧 定 
理 对 上 述 三 种 情况 都 是 有 效 的 ， 也 就 是 说 定理 4.16 的 全 局 分 歧 结论 (1)~(3) 中 
的 一 个 对 上 述 三 种 情况 成 立 . 

最 后 需要 强调 的 是 ， 上 述 讨论 都 是 在 特征 值 代数 重 数 m = 2 的 条 件 下 ， 因 
而 经 典 的 分 歧 理 论 不 再 有 效 . 


84.5 ”选择 性 方法 


§4.5.1 介绍 


令 X 是 一 个 Banach 空间 ，:L :XX 一 XX 是 一 个 线性 紧 算 子 ，h,G:X 一 X 
是 连续 映射 ， 考虑 下 面 类 型 方程 的 分 歧 问 题 


Z 一 入 ( 工 十 hz 十 C(z) = 0， (4.5.1) 


84.5 选择 性 方法 | 


rT—AM(z)— Lz7r+ G(r)=0, (4.5.2) 
rT—AL(z)—h(z)+ G(r) = 0, (4.5.3) 
tT—AMh(z)+G(z)=0. (4.5.4) 


当 h: 久 一 针 在 z=0 处 不 是 高 阶 的 非 线 性 算 子 时 ， 传 统 的 分 歧 理 论 不 再 
有 效 . 这 一 节 , 介绍 一 种 方法 , 称 为 选择 性 方法 , 来 处 理 这 些 方程 (4.5.1)~(4.5.4) 
的 分 歧 问 题 . 

为 了 表明 选择 性 方法 的 实质 ， 我 们 用 下 面 特殊 情况 进行 分 析 ， 即 假设 h : 
X 一 六 也 为 线性 紧 算 子 . 更 准确 地 ， 假 设 


L:h :XX 一 XX 为 线性 紧 算 子 ， 
G:X— 义 为 紧 算 子 ， 
G(x) = olllzl|x). 
考虑 下 面 参 数 化 线性 算 子 
id—AL—-AMh:XxIxI— X, I= [0,1|. 
假设 Xi = 1 不 是 工 的 特征 值 ， 而 Ai = pr € (1,o00) 是 工 在 (lco) 中 唯一 的 具 


有 奇 代数 重 数 的 特征 值 . 在 参数 空间 (Xi, Xz) eE Tx 了 中 , 算 子 id 一 和 1 一 和 2h 在 
7 二 0 的 指标 被 表示 在 图 4.10 中 . 


(Pp,0) (10) A (Pp,0) (10) A 


(a) (b) 
图 4.10 


由 Leray-Schauder 度 的 同 伦 不 变性 ， 存 在 有 一 个 曲线 yo 以 (A1,X2) = (p,0) 
为 起 点 ， 分 方形 区 域 1 x 了 为 两 个 部 分 U1 和 U2, 使 得 


1 当 (A1, 和 2) E Ui, 


ind(id — Ai 区 一 Mh, 0) = 
一 1, 当 ( 和 li, 和 \2) € Us. 
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这 就 意味 着 


ind(id 一 和 AL — Mh+G,0)= 
一 1， 当 ( 和 Al, 和 2) E€ Us. 


这 样 , 如果 曲线 yo 是 如 图 4.10(a) 所 示 的 那样 , 那么 xo 与 对 角 线 的 交点 (Xo, Xo)， 
其 参数 值 Xo 就 是 方程 (4.5.1) 的 一 个 分 歧 点 . 如 果 mo 是 如 图 4.10(b) 所 示 的 那样 ， 
则 xo 与 Tx 了 的 边界 {(1, 入 I0 < 入 < 1} 交 于 点 (1, 入 ), 其 参数 值 入 一 定 是 方程 
(4.5.2) 的 一 个 分 歧 点 ， 显然 ， 曲 线 yo 一 定 要 与 Tx 了 的 对 角 线 {( 和 ,和 )I0 < 和 < 1} 
及 边界 {(l,Ajl0 < 和 < 1} 中 的 一 个 相交 . 这 样 可 得 出 结论 : (i) 这 两 个 方程 
(4.5.1) 和 (4.5.2) 中 必 有 一 个 在 [0,1] 之 间 有 一 个 分 歧 点 Xo & [0, 1];( 这 ) 三 个 方程 
(4.5.2)~(4.5.4) 中 至 少 有 一 个 在 [0,1] 中 有 分 层 点 . 

在 下 面 小 节 中 ， 我 们 将 对 h :XX 一 X 可 以 是 一 般 非 线性 紧 算 子 的 情况 讨论 
选择 性 方法 . 


84.5.2 ”选择 性 分 歧 定 理 


考虑 下 面 方程 
z+L(z,A)+h(z,A)+ G(T) = 0, (4.5.5) 
t+L(z,1)+h(z,A) + G(r) = 0, (4.5.6) 
T+L(rz,A)+h(z,1)+ G(r)=0, (4.5.7) 
T+h(z, 和 A)+G(7z)=0. | (4.5.8) 
假设 
L(., 和) :三 一 天 为 一 线性 紧 算 子 ， L(x,0) = 0， 
jh(-, 和) :大 一 大 为 一 紧 算 子 ， h(z,0) = h(0, A) = 0, 
G :天 一 X 为 一 紧 算 子 ， G(r) = ol|z)l). 


称 和 Ao€ Rl! 是 L:Xx Ri 一 X 的 一 个 特征 值 ， 如 果 存 在 x &€X,z 关 0, 使 得 
r+L(z,M)=0. 


定理 4.21 若 和 =1 不 是 工 的 特征 值 ， 并 且 工 在 (0,1) 中 所 有 特征 值 代数 
重 数 之 和 为 奇数 ， 那 么 下 面 结论 成 立 ， 

(1) 两 个 方程 (4.5.5) 和 (4.5.6) 中 至 少 一 个 在 [0,1] 中 有 一 个 分 歧 点 

(2) 三 个 方程 (4.5.6)~(4.5.8) 中 至 少 一 个 在 [0,1] 中 有 一 个 分 歧 点 ; 

(3) 如 果 入 = 0 是 如 上 述 的 一 个 分 歧 点 ， 那 么 在 和 > 0 的 一 侧 有 一 个 分 歧 解 
的 分 支 
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下 面 定理 给 出 一 个 全 局 分 歧 的 结果 . 记 
DS={(z,M) EX x (0,00)| T+L(z,1)+h(z, 和 A)+ G(x) = 0, 7 #0}. 


定理 4.22 令 定 理 4.21 的 条 件 成 立 ， 假 设 对 任何 R > 1 下 面 方程 在 [0,] 
中 设 有 分 歧 点 


z 十 Z(z,A) 二 hz,RA)+G(z) = 0， (4.5.9) 


并 且 方 程 (4.5.6) 在 [0,co) 中 分 歧 点 有 界 ， 那么 存在 (4.5.6) 的 一 个 分 时 点 Xo 之 0 
使 得 下 面 两 个 结论 中 的 一 个 成 立 : 

(1) 忌 中 含有 (0, Xo) 的 连通 分 支 2o 在 X x [0,ce) 中 无 界 ; 

(2) Zo 含有 下 面 方程 的 一 个 非 零 解 


T+L(z,1)+ G(rz)=0. (4.5.10) 


注 4.11 当 和 0=0 时 ， 定理 4.22 的 结论 (2) 也 可 等 价 地 陈述 为 : 存在 一 个 
点 (wo; 人) EX x R1, uo 关 0,4 > 0, 使 得 方程 (4.5.6) 从 (wo,4) 在 入 < 上 一 侧 发 生 


” 鞍 结 点 分 歧 ， 正 如 定理 4.16 的 结论 (3) 那样 ， 在 第 六 章 中 ， 将 专门 讨论 非 线 性 


演化 方程 的 带 结 点 分 歧 ， 因 为 它 与 全 局 吸引 子 理论 相关 
定理 4.21 的 证 明 由 定理 的 假设 ， 存 在 一 个 很 小 常数 RR > 0, 使 得 对 0 < 
六 < 到, 有 


deg(id+ Li + G, B;,0) = deg(id + L1, B-,0) = (—1)#, 


其 中 Zi = 工 (1),8 为 L(, 入 ) 在 (0,1) 中 所 有 特征 值 代数 重 数 之 和 ， 由 假设 它 是 
一 个 奇数 .因此 


deg(id+ Li+G,B,0)= -1, v0O<r<R. (4.5.11) 
在 另 一 方面 ， 
deg(id+ G, Br,0)= 1. (4.5.12) 
假设 
T+L(r,1)+h(z,1)+G(r) 0, vreodB., 0<r<R, 
党 则 入 = 1 是 (4.5.5) 的 一 个 分 歧 点 ， 又 假设 
deg(id+Li+hit+G,B.,0)=1, YO<r<R. (4.5.13) 
令 Hi = id+ 工 十 h(,t) 十 G, 那么 


Ho=id+Li+G, 
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Hi=id+Li+hti+G. 


由 拓扑 度 的 同 伦 不 变性 ， 从 (4.5.11) 和 (4.5.13) 可 推出 ， 对 任 0 < 7 < RR, 存在 
zr EQB, 及 0 < 和 <1, 使 得 


Zr 十 卫 (zr,T) + h(zr, Mr) + G(rr) = 0. 
显然 ， 下 面 的 数 
N= limAM, 和 N= im 》， 
r—0 r—0 


是 方程 (4.5.6) 在 [0,1] 中 的 分 歧 点 , 并 且 如 果 Xo = 0, 那么 (4.5.6) 从 (z, 和) = (0,0) 
的 分 歧 解 有 一 个 分 支 是 在 入 > 0 一 侧 . 
如 果 (4.5.13) 不 成 立 ， 那 么 


deg(id + Li+hiti+G,B.,0)#1, vO<r<R. (4.5.14) 


必 


Ec 
Ho=id+i+G, 
Hi=id+ 儿 +hi+G. 


这 样 ， 用 同样 的 方式 从 (4.5.12) 和 (4.5.14) 可 推出 方程 (4.5.5) 在 [0,1] 中 一 定 有 
一 个 分 歧 点 Xo, 并 且 若 和 0 = 0, 则 (4.5.5) 从 (7x, 入) = (0,0) 的 分 歧 解 有 一 个 分 支 
在 入 >0 的 一 边 ， 从 而 定理 的 结论 (1) 和 (3) 被 证 明 . 

如 果 (4.5.6) 在 [0,1] 中 没有 分 歧 点 ,那么 (4.5.14) 成 立 . 若 (4.5.8) 在 [0,1] 中 
没有 分 歧 点 ， 就 可 从 (4.5.12) 推出 


deg(id+hi+G,Br,0)=1, vO0O<r<R. (4.5.15) 


于 是 ， 从 (4.5.14) 和 (4.5.15) 可 以 推出 方程 (4.5.7) 在 [0,1] 中 一 定 有 一 个 分 层 点 
Xo, 并 且 若 No = 0, 则 在 和 > 0 一 侧 有 分 歧 解 的 分 支 ， 这 样 ， 定 理 得 证 . 

定理 4.22 的 证 明 ”由 假设 ， 从 定理 4.21 可 以 看 到 ,方程 (4.5.6) 在 [0,1] 中 
有 一 个 分 歧 点 . 令 {A} C [0,00) 是 方程 (4.5.6) 的 分 歧 点 集合 . 根据 定理 的 条 
件 ， 有 一 个 数 A > 0 , 使 得 {Xk} C [0, A). 

记 Cx 为 号 中 含有 (zx, 入 ) = (0, 和 x) 的 连通 分 支 ， 并 且 


Co = UkCk, 
C' = Co U ({0} x {0, A]), 
QR = Br x [0, RI. 
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如 图 4.11 所 示 . 


图 4.11 CCVVNY(= D/C0)=8 


假设 Co 在 和 x [0,o0) 中 是 有 界 的 ， 即 定理 中 的 结论 (1) 不 成 立 ， 那 么 存在 
一 个 数 尺 > 1, 使 得 Co C QR,Co 几 6QR = 8. 

因为 (4.5.9) 在 [0,1] 中 没有 分 歧 点 ， 取 < > 0 充分 小 ， 使 得 id 十 Li 十 G 和 
id 二 Li1+h(,R)+G 在 Bc 没有 非 零 奇 点 . 令 


D = Qn \ [Be x {0}U Be x {RY. 
如 果 结 论 (2) 不 真 , 那么 C 和 DUr(r = 过 /Co) 是 两 个 不 相交 的 闭 集 . 因而 
存在 一 个 相对 开 集 VC QA, 使 得 
CCV VNIDUr]=&. 
这 意味 着 
Wo,Vr CB., OVN(SU({O} x (0, 书 )) = (4.5.16) 


其 中 仅 是 站 在 和 el0, 如 的 截面 . 
由 同 伦 不 变性 及 切除 性 质 ， 从 (4.5.11) 和 (4.5.16) 可 得 


deg(id + Li + h(., R) + G, Va, 0) 
= deg(id+ Li + G, Vo,0) 
二 一 1. (4.5.17) 
因为 Vr C Be- 及 id+L+h(.,R)+G 在 Be 内 没有 非 零 奇 点 ， 因 而 有 
deg(id 十 艺 1 十 h{., R)+G, Ve, 0) 
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= deg(id + Li +h(., R) + G, B.,0). (4.5.18) 
男 一 方面 ， 由 假设 z 
degf( 记 十 工 (., 入) 十 h(-, 和 AR) + G, Bc,0) = 常数 . 
对 任何 0< 和 < 1, 有 
deg(id + Li +h(:, R)+G,B.,0) = deg(id+G, Be,0)=1. 
此 与 (4.5.17) 和 (4.5.18) 矛盾 .定理 证 毕 . 


84.5.3 一般 原 理 
今 X,Y 是 Banach 空间 .考虑 下 面 方程 
Az+h(z,A)=0. (4.5.19) 
其 中 
A=L++G: 针 一 了 为 一 全 连续 场 ， 
卫 :X 一 了 为 一 线性 同 胚 ， 
G:X 一 了 为 紧 算 子 并 且 G(zx) = olllzl， 
太 : X x R1 一 了 为 紧 算 子 且 h(0, 和 A) = h(z,0) =0. 
下 面 定理 给 出 选择 性 方法 的 一 般 原 理 . 
定理 4.23 在 上 面 假设 下 ， 下 述 两 个 结论 中 至 少 一 个 成 立 : 
(1) 方程 (4.5.19) 在 [0,1j. 中 有 一 个 分 歧 点 Mo, 而 且 若 Ao = 0 是 一 个 分 歧 点 ， 
则 在 入 > 0 一 侧 有 一 个 分 歧 解 分 支 ; 
(2) 对 任何 紧 算 子 f : X 一 Y 且 f(0) 六 0, 有 一 个 常数 5 > 0, 使 得 对 任何 
lal < 5 下面 方程 
4(z) + h(x, 1) = ef (7) 
有 一 个 解 x(e) E X,z(s) 一 0 当 < 一 0. 
证 明 首先 假设 
deg(4 十 h(,1), B.,0) = 0， vr > 0 充分 小 . (4.5.20) 
由 假设 
deg(A, B.,0) = deg(L, B.,0) #0, (4.5.21) 
从 (4.5.20) 和 (4.5.21) 可 推 得 结论 (1). 
如 果 (4.5.20) 不 成 立 ， 那 么 
deg(A 十 h(-,1), B.,0) 关 0， 对 某 个 r > 0. 
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这 意味 着 结论 (2) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

下 面 再 给 出 一 个 全 局 分 歧 的 定理 . 后面 将 应 用 该 定理 讨论 一 类 非 线 性 二 阶 
椭圆 方程 的 正解 分 歧 ， 对 这 类 问题 ， 经 典 理论 是 无 效 的 . 

又 假设 

(1) 存在 一 个 实数 A 和 一 个 关于 入 > A 的 非 减 函数 r、> 0, 使 得 对 任何 
< > 0, 存在 fe Y, 上 fl| = s, 下 面 方程 


A(T)+h(z,A)=Jf, A>A 


在 B.、 内 无 解 . 
(2) 存在 一 个 实数 Ao < A 和 = > 0, 使 得 对 任意 0 < t < 1, 下 面 方程 


4(z) +th(z,Xo) =0 


在 B。 内 没有 非 零 解 ， 


今 


5 ={(z,A) EXxR| Ar+h(z,A) =0, 7z@0}. 


定理 4.24 在 (1) 和 (2) 的 假设 下 ,方程 (4.5.19) 在 [Xo,A] 内 有 一 个 分 歧 
点 . 进一步 ， 如 果 (4.5.19) 的 分 歧 点 集合 在 [Xo, ce) 中 有 界 ， 则 存在 (4.5.19) 的 
一 个 分 歧 点 和 *€ [Xo,oo) 使 得 呈 中 含有 (zx, 入 ) = (0, 入 ) 的 连通 分 歧 C 满足 下 述 
两 个 结论 中 的 一 个 : 

(1) C 在 X x [Xo,co) 是 无 界 的 ; 

(2) C 中 含有 下 面 方程 的 一 个 解 (zo, Xo) 


4(zo) 十 h(zo, 入 ) =0, Zo 区 0. 
定理 4.24 的 证 明 是 类 似 于 定理 4.22, 这 里 从 略 


§4.5.4” 含 次 线性 项 的 椭圆 方程 分 歧 


为 了 表明 选择 性 方法 如 何 应 用 ， 我 们 将 讨论 下 面 含 次 线性 项 椭圆 方程 的 分 
上 岐 . 这 种 分 歧 已 经 与 传统 的 从 线性 项 特征 值 处 发 生 分 歧 的 现象 有 了 很 大 差别 ， 
此 时 在 零点 邻 域 方程 中 次 线性 项 起 到 决定 性 控制 作用 ， 因 而 分 歧 点 不 再 是 从 线 
性 项 的 特征 值 处 发 生 . 
考虑 下 面 问题 
| (1)™AmTu— put Mul lu + G(r,u,..,D™-lv) = 0, 


(4.5.22) 
Dulaen =0,， lal<m-1, 
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其 中 0<5<1,p>0,QcR"(n>1) 为 有 界 区 域 ，G 满足 
Cl(z, 和 XE) = ollél), Yr EQ. 
问题 (4.5.22) 的 线性 项 特征 值 方 程 为 


| (—1)™Awu = 和 Xu， 
(4.5.23) 

Dulen =0, lal<m-—1. 

(4.5.3) 具有 无 穷 实 特征 值 序列 0 < 和 1 < Xo < …, 并 且 对 几乎 所 有 有 界 开 集 
Qc Rn, Al 是 单 特 征 值 ， 特 别 地 当 m= 1 时， 入 是 单 的 . 下 面 假 设 

(1) 在 (4.5.22) 中 , 实数 p > 0 不 是 (4.5.23) 的 特征 值 ， 并 且 (4.5.23) 在 (0, p) 
中 的 所 有 特征 值 代数 重 数 之 和 为 奇数 ; 

(2) 有 一 个 常数 C > 0, 使 得 


IG(z, | < Cllél? +1], VvéeR”, 
其 中 k=1+n 十 … 十 nm 及 


n/n 一 2， 若 n > 2， 
Le 
oo， 着 n < 2. 


克 = {(w, 入 ) €E Hr(Q) x (0,oo)l(w, 入) 满足 (4.5.22), 取 0} 
2o = 学 中 含有 (w, 入 ) = (0,0) 的 连通 分 支 . 


定理 4.25 令 假 设 (1) 和 (2) 成 立 . 那么 Xo = 0 是 方程 (4.5.22) 在 [0, co) 
中 唯一 的 分 岐 点， 并且 在 和 > 0 一 侧 有 一 个 分 歧 解 分 支 . 进一步 ， 下 面 两 个 结论 
中 至 少 一 个 成 立 : 

(1) 2o 在 H5'(9) x [0,o00) 是 无 界 的 ; 

(2) 2o 含有 (wo,0), 这 里 wo 天 0 满足 


(-TUmAmu — pu + CG(ztu… ,Dm-u) 0, 


在 这 种 情况 下 ， (4.5.22) 在 (w*, 入) e H8r(Q) x (0,co) 有 一 个 鞍 结 点 分 野 ， 这 里 
0 < AX*. 

证 明 应 用 定理 4.21 和 4.22 来 证 明 该 定理 . 令 X = BE"(Q)， 定 义 映 射 
了 jhG:X 一 X 如 下 


(mu 四 = | pu war, vv E X, 
Q 
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(hu, v) -| luls -lu .udz， Vo e X， 
0 

(Gu, v) = / G(x,u,:.. ,D™- vu)wdr, VveX. 
n 


于 是 方程 (4.5.22) 可 等 价 地 写 为 
ut+ Lut+Ahu+Gu=0. (4.5.24) 
由 Sobolev 嵌入 定理 容易 看 到 L,h,G :XX 一 XX 为 紧 算 子 . 


为 了 应 用 定理 4.21, 首先 要 证 明 下 面 方程 在 入 e (0,1] 没有 分 上层 点 , 在 入 > 0 


一 侧 也 没有 分 歧 解 分 支 . 
1)TA™mT— _ 1,.,16—1 a ml 一 
| 1)mAmu — Xp(u — lui-lw) + G(r,w,... , D™-ly) = 0， ee 
Dulan =0, lal<m-1. 


记 1= {ze Qu(z)| < 1 及 Q2 = 0/Q1. 有 
2 1+6 
hes fm dz， 
2 4 
hs: dzr < [ |ul dz. 
于 是 从 (4.5.25) 可 得 


上 ABul 二 Ap(lalds 2) 十 Ge Dm-lould 


> | [AZvul? — Apu!t + G(zu… ,Dm-lu)uldz 
n 

> | IA¥uldz + ollulli) 
m 


由 Poincaré 不 等 式 ， 上 式 意味 着 (4.5.25) 在 (0,1] 内 无 分 歧 点 ， 并 且 如 果 入 =0 
是 (4.5.25) 的 分 歧 点 时 ， 在 入 > 0 一 侧 没 有 分 歧 解 分 支 . 因而 由 定理 4.21, 方程 
(4.5.22) 在 [0, p] 中 至 少 有 一 个 分 歧 点 ， 并 且 如 果 入 = 0 是 (4.5.22) 的 分 歧 点 ， 则 
在 入 > 0 一 侧 有 分 歧 解 分 支 . 

现在 ， 由 定理 4.22, 仅仅 需要 证 明 存 在 一 个 入 > 0 的 非 减 函数 7、> 0, 使 得 
(4.5.22) 在 B.、 中 无 非 平凡 解 . 

事实 上 ， 对 任 入 > 0, 有 一 个 eA(0 < sx < 1), 使 得 


udzr < wf luli+drz, vu#0, (4.5.26) 
Qe、 Q 


其 中 me = {z € Qlu(z)| < eA}. 显然 s 是 一 个 入 > 0 的 非 减 函数 ， 另 一 方面 ， 
有 


/ udzr < 本 uidr, Vu 天 0. (4.5.27) 
A/Ne, 9 
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进一步 ， 对 任何 sx 有 一 个 rx(r 是 sx 的 非 减 函数 ， 因 而 ”是 入 > 0 的 非 减 函 
数 )， 使 得 对 任 WU 所 B.,, 有 


| lA¥up + G(s, Dh) ude > Cl + ollluly) 
0 
> pex’ | utdz. 4.5.2 
: > pe\ hs T (4.5.28) 
从 (4.5.26)~(4.5.28) 可 得 到 
下 MAP 一 pl2 十 Xi+ 十 Gzip , D™ lu)u]dr 
0 
> » | [Mp lw)!tts + ex2ut — wi]dz 
0 
>0, vuEeEB.,, uA0. 
这 就 意味 着 (4.5.22) 在 B.、 内 无 非 平凡 解 ， 定 理 证 毕 . 


84.5.5 ”二 阶 椭圆 方程 正解 的 全 局 分 野 


这 一 节 将 应 用 定理 4.24 讨论 一 类 拟 线性 二 阶 椭圆 方程 正解 的 全 局 分 歧 . 给 
定 一 个 拟 线性 椭圆 算 子 


Lu = —aij(z,u, Vu) Diju + bi(z, uu, Vu) Diu + cz, u, Vu). 
考虑 下 面 问题 的 全 局 分 层 问 题 


Lu = g(x,u, Vu) + A(u® + f(z,u, Vu)), 
ulon = 0, (4.5.29) 
wu > 0， 在 0Q 中 ， 
其 中 0<a<1,ai,bi,C,f,geEC"(OAx RixR")0<rga. 
假设 
(1) 椭圆 性 条 件 ， aij(z,z,E) = aji(7T,z,é), 及 


8 < Qij(%, 之 ， €)nin;, MC 2 } E 0 Xx R Xx Rs 


这 里 8 > 0 为 一 常数 . 
(2) 对 任何 2>0,zEQ0 及 Ee R", 有 


| f(x, 2,€), 9(7, 2,€), c(Z, 2,€) > 0, 
f(z,0,0), g(z, Az, AE) = ol|A). 
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记 
= {(u, 和) €E C2 (Q) x (0,co)| (w, 入 ) 满 足 (4.5.29)}. 
对 于 次 线性 情况 ， 0 < a < 1, 有 下 面 全 局 分 歧 定 理 . 
定理 4.26 在 (C1) 和 (C2) 假设 下 , 若 0<a< 1, 则 和 =0 是 问题 (4.5.29) 
的 唯一 分 歧 点 ， 并 且 对 任 (wx,A) se 》, 有 如 下 的 估计 


CAMms < |juallco， C > 0 为 常数 (4.5.30) 


进一步 ， 下 面 两 个 结论 必 有 一 个 成 立 : 
(1) 三 中 含有 (w, 入 ) = (0,0) 的 连通 分 支 C 在 C?'"(Q) x (0, ce) 中 是 无 界 的 ; 
(2) 存在 ue C?*"(Q) 满足 下 面 方程 


Lu = g(x, vu, Vu), 
ulan = 0, (4.5.31) 
u > 0， 在 9 中 ， 


并 且 在 这 种 情况 下 ，(4.5.29) 一 定 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 (u*, 入 ), 其 分 歧 分 支 在 和 < 
入 一 侧 ， 这 里 和 > 0. 

对 于 线性 情况 ， 即 a = 1, 有 下 面 结 果 . 

定理 4.27 在 (C1) 和 (Cs) 假设 下 , 若 ac = 1, 那么 存在 一 个 实数 A > 0, 使 
得 问题 (4.5.29) 在 [0, A] 中 至 少 有 一 个 分 歧 点 ， 进 一 步 ， 存 在 (4.5.29) 的 一 个 分 
歧 点 z* es [0,A], 使 得 二 中 含有 (ww A) = (0, 和 *) 的 连通 分 支 C 满足 下 面 两 个 结论 
中 一 个 ， 

(1) C 在 Cr(O) x [0,co) 中 是 无 界 的 ; 

(2) C 中 含有 点 (wo,0), wo 满足 (4.5.31). 

定理 4.26 的 证 明 由 线性 椭圆 方程 理论 可 知 ， 对 任何 he Cw(Qx RxR") 
和 we Clr(Q), 下 面 问题 存在 一 个 唯一 解 u€ C*"(Q) : 


Lvu = h(x,v, Vv), 
(4.5.32) 
ulon = 0， 


其 中 


Luu = Qij(z,v, VV) Diyu + bi(x,v, VV) Diu + ct (z,v, Vo)u, 
a c(z,2,€)， 当 z > 0， 
ez, 0 BZ 0, 
定义 映射 Th :C17(0) 一 C™(0) 如 下 


Th(v) = . 
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由 Gilbarg 和 Trudinger l26] 中 的 定理 10.4,Th 是 一 个 紧 映 射 ， 容 易 看 出 ， 对 
hi, ho 万 Gr xRxX R”") 有 

T(Ahi 一 AN2h2) = AThi + MoT hy. 
另 一 方面 ， 对 每 一 个 ve CLr(Q), 有 一 个 Green 函数 Gu,(7z,y), 使 得 方程 (4.5.32) 
的 解 u 能 够 被 表达 为 

/ Go,(z,9)h(y,v, vo)dy, 
1 

其 中 G,(zx,y) 是 一 个 非 负 对 称 函 数 69. 由 (4.5.32) 的 唯一 性 ， 有 

Th(v) = 人 Gu(z,y)h(y,v, Vo)dy. 


这 样 方程 (4.5.29) 的 存在 性 等 价 于 下 面 方程 在 C'"(Q) 中 非 平凡 解 的 存在 性 
u= Tgt(u) + Tfi(u) + ATfo(v), (4.5.33) 


这 里 
万 (2 vu, Vu) 一 lul®, 


ad 
fo(z,u, Vu) = f+(z,u, Vu) = 


0, uO0. 


由 定理 4.24, 只 需 证 明 有 一 个 入 > 0 的 非 减 函数 r、 > 0, 使 得 对 任 t> 0, 下 
面 方程 在 B+ 中 无 解 . 


u = ATfi(v) + TP(u) +tTH, (4.5.34) 


并 且 当 上 = 0 时 ， (4.5.34) 在 B+ 中 没有 非 零 解 ， 那么 ，k €E Cr(O) 和 已 E 
C7(Q x Rx R") 分 别 为 任意 正 函 数 和 非 负 函数 ， 


Bi ={ue cr"(Q)lliullcrr < rx，v > 0 在 Q 中 上 
假设 we 本 (wx 关 0) 满足 (4.5.34), 那么 从 TP(u) >0 和 TK > 0 得 到 
ua(7T) > 上 Gu,(T,y)us(y)dy, vred. (4.5.35) 
nm 


另 一 方面 ， (4.5.34) 也 意味 着 


(4.5.36) 


Lus = XMLX + P(x,ua, Vus) + tkK(7) > 0, 
ualan 二 
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由 强 极 值 原 理 ， 从 (4.5.36) 可 得 到 
us(z) > 0， vreQ. (4.5.37) 


由 (4.5.35), 对 任何 开 集 9 cc 9, 有 


全 war 之 ^/ us(z) I/ Gotsy, Wa dz (4.5.38) 
豆 m 5 
之 入 inf I/ Gua (ey) | war. 
TEN LVN 0 


令 uallcu" = se. 需要 证 明 ， 有 一 个 Bs > 0, 使 得 


ns of Gu, (X,Yy}dy > Pe. | (4.5.39) 


取 ee Cge(O) 使 得 0<e< 1,e 关 0 及 supp eC 人 0. 那么 下 面 方程 的 解 
| — Qij(T, uA; VuA) Diyue + bi(z, UA VuA) Diue + C(T, UA, Vua ue = e(7), 


uelan =0 
能 够 被 表达 为 如 下 形式 
wo = | Gusles Welw)ay = [ Gus (oely)dy. 
因此 有 
[Gu 之 人 Gu, (T,Yy)edy = ue(7). (4.5.40) 
i 5 

由 强 极 值 原理 ， 从 Cc 9 可 推出 ， 存 在 6. > 0, 使 得 : 
inf we(z) > B.. (4.5.41) 
rEN 

从 (4.5.40) 和 (4.5.41) 得 到 (4.5.39). 


另 一 方面 ， 令 u、 一 0( 入 一 0) 在 CLr(Q) 中 .从 文献 [27] 定理 10.4 的 证 明 
中 看 到 


ue 二 Te(ua) 一 Te(0)( 和 一 0)， 在 C "(09) 中 ， (4.5.42) 
其 中 uo = Te(0) 是 下 面 方程 的 解 


| — aij(z,0,0) Disu + bi(z,0,0)Diu + C(x,0,0)u = e(z), 


vlan = 0. 
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容易 看 出 
inf Golz,y)dy > inf uo(z) > Po > 0 
ZE JR TEN 


再 由 (4.5.39) 和 (4.5.42), 可 以 知道 ， 有 一 个 与 入 无 关 的 常数 6 > 0, 使 得 


inf Gu, (x,y)dy > 68>0. 
TEN 
从 (4.5.37) 和 (4.5.38) 可 推出 
ar 之 "8 | ar > Male war 


由 (4.5.37) 


. usdz > 0. 
5 


BATa 和 luxlco， B= Bra. (4.5.43) 


因此 (4.5.43) 是 方程 (4.5.34) 和 (4.5.33) 有 非 零 解 存在 的 一 个 必要 条 件 . 令 7、 = 
BoAns(0< 记 < B1), 那么 r、> 0 是 入 >0 的 一 个 单 增 函 数 满足 定理 4.24 的 条 
件 (1) 和 (2). 定理 得 证 . 

定理 4.27 的 证 明 仍然 应 用 定理 4.24 来 证 明 该 定理 . 整个 证 明 分 两 步 进 
行 . 

第 一 步 ， 验证 定理 4.24 中 条 件 (2). 

正如 定理 4.26 的 证 明 一 样 ， 对 一 个 函数 he Cw (QQxRRRx R"), 可 以 定义 一 个 
映射 Th : C7(Q) 一 CLr(D). 此 时 关于 a = 1 的 方程 (4.5.29) 可 表达 为 如 下 形 
式 


因而 得 到 


u= Tgt(v) + MTut + ATfFT(w). 


其 中 
Tut = | Gule, ut (Way 
2 


取 (2) 中 Xo = 0, 由 假设 (2)， 
g(z, 2,€) = olz| + |él). 
因而 存在 s > 0, 对 任何 0<t< 1, 下面 方 程 
w= 11g (vu) 


在 Be = {ve€ C1"(9)lllvllcr* < e} 中 无 非 零 解 .因而 条 件 (2) 成 立 . 
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第 二 步 . 验证 条 件 (1). 
令 Niu) 是 下 述 问题 的 第 一 特征 值 
| . 0 Vv)Diju + bi(x,v, Vo)Diu + CT (ZUVu)u = MW, (4.5.44) 
ulan = 0. 


和 1(0) 是 (4.5.44) 关于 wv =0 的 第 一 特征 值 . 
首先 证 明 对 任何 入 > 和 1(v) 和 gq(z) > 0,z € Q, 下 面 方程 在 C*%"(Q) 中 没有 
解 . 


— aij(T,v, VV) Diju + bi(T,v, Vo) Diu + CT (zu Vu — Mu = 9, 
ulan = 0, (4.5.45) 
u > 0， 在 Q 中 . 
方程 (4.5.45) 的 解 4 可 表达 为 
4 一 入 人 Gu(T,Yy)u(y)dy 十 人 Cu(z,y)qdy. 


因为 Green 函数 Gu(z,y) 是 对 称 非 负 的 ， 对 (4.5.44) 的 第 一 特征 函数 wi(z) > 
0,Yz Ef, 有 


[uur = f u I/ Gule uaay| a+ /| Gvqdrdy. 
nN 0 02 0 


Wl 一 No) / Gv (Tx, Yuidy, 
9 


人 人 cuea)aGjdzd > 0， 


可 推 得 
人 uiudz > A- 00) / uiudz. 
9 9 


而 入. MTi(uw) > 1, 此 为 矛盾 . 故 当 入 > Xi(u) 时 方程 (4.5.45) 无 解 . 
因为 (4.5.44) 的 特征 值 都 连续 地 依赖 于 ve CE7(9). 因而 当 取 定理 4.24 中 
条 件 (1) 的 A 满足 A > A1(0) 时 ， 对 任何 入 > A, 存在 "> > 0, 使 得 


A(V) < 入 weB,,, (4.5.46) 
并 且 7、 为 和 >A 的 非 减 函 数 . (4.5.46) 意味 着 下 面 方程 
Lu.= g(x,u, Vu) + Mu + f(r,u, Vu)) + k(z), 


ulen = 0， 


wu > 0， 在 9 中 ， 
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对 任何 Ke Cr(Q)(k(z) >0) 当 入 > A 时 在 再、 内 无 解 . 这 样 条 件 (1) 成 立 ， 从 
定理 4.24 该 定理 得 证 . 

从 定理 4.26 和 4.27 可 得 到 如 下 推论 . 

推论 4.1 邻 Qc R"(n >3) 是 一 个 星 形 区 域 .那么 Ao = 0 是 下 面 问题 的 
唯一 分 歧 点 


一 个 u 一 12 十 和 (US 十 f(s, 2 Vu)), 


ulan = 0， (4.5.47) 
u > 0， 在 中 ， 
其 中 p> 了 2,0<aglfeC"r(QxRxR"). 此 外 号 中 含有 (ww 和 ) = (0,0) 点 


nm-2’ 


的 连通 分 支 C 在 C2"(Q) x [0,co) 中 是 无 界 的 ， 这 里 马 为 
了 = {(vu, 和) €E C2"(Q) x (0,o0)| (vw, 入 ) 满 足 (4.5.47)}. 


证 明 由 Pohezaev 不 等 式 可 知 ， 方 程 


n—2 

~ Au = ur,， 7D> 一 一 一 ， 

wi 
ulan = 0, 
u(xz)>0 


没有 解 . 因而 从 定理 2.26 和 2.27 立刻 可 得 该 推论 . 
例 4.1 考虑 下 面 方程 


-Au=auap+ 和 Xi+AVule,0<B,1<Dp， 
ed (4.5.48) 
uz)>0, zEQN. 


由 定理 4.27 可 知 方程 (4.5.48) 在 [0, Xi] 内 一 定 有 一 个 分 歧 点 和 ,这 里 入 为 -A 
的 第 一 特征 值 ， 当 0 < 8 < 1 时 该 结论 不 能 从 经 典 分 歧 理 论 得 到 ， 


84.6 ”从 非 线 性 齐 次 项 的 分 歧 


84.6.1 ”分歧 定理 


在 84.5 中 介绍 的 选择 性 分 歧 方 法 可 以 处 理 一 类 从 非 线性 项 的 分 歧 问 题 . 在 
这 一 节 我 们 继续 考虑 这 一 问题 ， 讨 论 从 非 线 性 齐 次 项 的 分 歧 ， 事 实 上 ， 非 线性 
方程 的 分 歧 总 是 从 齐 次 项 处 发 生 ， 经 典 的 分 歧 理 论 所 涉及 的 只 是 从 线性 项 的 分 
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歧 ， 当 然 这 也 是 最 重要 的 情况 . 然而 在 这 一 节 建 立 的 理论 能 够 帮助 我 们 从 更 广 
的 角度 加 深 对 非 线性 分 歧 现 象 的 理解 . 
令 X,Y 是 两 个 Banach 空间 ， 考 虑 下 面 给 出 的 分 歧 方程 


47r 二 和 ABz+C(r,X) =0,， 7zE€X, (4.6.1) 


这 里 4, B,G、 :一 Y 是 连续 映射 ,满足 


A(Az) = 处 A(z)， 对 和 > 0 和 某 个 k > 0， (4.62) 
B(AMz) = XpB(z)， 对 和 > 0 和 某 个 p > 0，p 关 上， 和 
CMV(k-P) NA) = a | 当天 ， 
( ) = o(|A|™7) | 当 k >p (4.6.3) 
G(AM/P Wz, Ml) = o(|A|5-#),，p > k, 


对 一 固定 的 zeEX,z 尖 0. 
从 一 个 简单 的 现象 开始 讨论 . 令 zo E X,zo 冯 0 是 下 面 方程 的 一 个 解 


A(z0) + B(zo) = 0. (4.6.4) 
容易 验证 ， z(A) = 和 三 5zo( 和 > 0) 是 下 述 方程 的 解 
A(z) + AB{(z) = 0. (4.6.5) 
进一步 ， 我 们 能 看 到 ， 当 p > 时 ， z(A) = 和 -zo 是 方程 (4.6.5) 从 (z, 入 ) = 
(0, +o0) 处 的 一 个 分 歧 解 ， 而 当 大 > p 时 ， z(t) 是 从 (z,A) = (0,0) 处 的 一 个 分 
ee 


定理 4.28 令 zo 关 0 是 方程 (4.6.4) 的 一 个 解 ， 在 条 件 (4.6.2) 和 (4.6.3) 假 
设 下 ， 如 果 4,B:X 一 Y 在 zo EX 是 可 微 的 ， 并 且 其 导 算 


DA(zxo) 十 DB(zo) :一 站 


是 一 个 线性 同 胚 ， 那 么 下 面 结论 成 立 : 
(1) 如 果 p < k, 则 方程 (4.6.1) 从 (zx, 入 ) = (0,0) 处 有 一 个 分 歧 解 分 支 
(za, 入 ) EX x (0,o0), 并 且 在 入 = 0 附近 zx 能 够 被 表达 为 如 下 形式 
Z(A) = AU-P)zo 十 AUL-P)z( 和)， YA > 0， 
z( 入 ) 关 于 和 是 连续 的 ， 并 且 z(0) = 0. 
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ce 


(2) 如 果 p > 及 则 (4.6.1) 从 (xz, 入) = (0, 十 00) 处 分 层 出 一 个 解 的 分 支 
(Za, 入) EX x (0,00), 并 且 在 入 = +ooe 附近 zy 能 够 表达 为 如 下 形式 


| NS > 0 


lim z( 和 A) = 0. 


证 明 首先 对 0 < p< 的 情况 进行 证 明 . 令 方 程 (4.6.1) 的 解 在 入 = 0 附近 
被 表达 为 


Z(A) = AU tkS-P(zo + z(A)). (4.6.6) 
将 (4.6.6) 代入 (4.6.1) 中 ， 由 (4.6.2) 得 到 
4(zo 十 2) 十 吾 (zo 十 z) 十 和 -Mk-PJG(OAL 人-P(zo 十 2 和 A) =0. (4.6.7) 
由 4 和 B 在 zo 的 可 微 性 ， 在 z= 0 的 附近 方程 (4.6.7) 能 够 表达 为 如 下 形式 
(DA(z0) + DB(z0))z + g(z, A) + olllzll) = 0， (4.6.8) 


其 中 
8 二 和 (zo 十 z), 入 ). 


根据 条 件 (4.6.3) 可 知 g(z,0) = 0,YzE 天 . 这 意味 着 g:XxRR 一 了 关于 z 在 
(z, 入 ) 三 (0, 0) 点 是 可 微 的 ， 并 且 


D2g(0,0) = 0. (4.6.9) 


由 隐 函 数 定理 ， 从 (4.6.8) 和 (4.6.9) 可 以 推出 存在 唯一 的 连续 函数 z = z( 和 ), 使 
得 z(0) = 0, 并 且 满 足 (4.6.8). 因此 (4.6.6) 是 方程 (4.6.1) 从 (z, 入) = (0,0) 处 在 
入 > 0 一 侧 分 歧 出 的 唯一 解 分 支 ， 

现在 ， 考 虑 这 种 情况 k < p. 令 8 = 和 -1, 那么 方程 (4.6.1) 是 等 价 于 下 面 形 
式 


B4(z) + B(x) +6G(z,6-) = 0. (4.6.10) 
令 (4.6.1) 的 解 在 86 = 0 附近 具有 如 下 形式 
z(B) = BY/(P-R) (zo + z(6)), (4.6.11) 
将 (4.6.11) 代入 方程 (4.6.10) 中 可 得 


4(zo +2)+ B(Tzo+z)+ 6-*/P-KG(B /PR (zo + z), B71) = 0. (4.6.12) 
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用 上 面 同样 的 方式 从 (4.6.12) 可 推出 结论 (2). 定理 得 证 . 
注 4.12 如 果 G:X 一 Y 与 和 无关， 则 条 件 (4.6.3) 意味 着 


C(z) = olllzl). 


对 于 p = 大 的 情况 ， 方 程 (4.6.1) 的 分 歧 问 题 没 有 像 p 关上 那样 简单 ， 除 了 
线性 情况 外 . 我们 知道 ， 如 果 4 + AB 是 一 个 线性 全 连续 场 ， 那 么 (4.6.1) 的 分 
歧 点 Xo 一 定 是 4+A》B 的 特征 值 ， 即 4z + XoBz = 0 有 非 零 解 x 关 0. 对 于 一 
般 p= 上 的 非 线性 情况 ， 相 似 的 结果 成 立 . 

一 个 算 子 K : X 一 了 称 为 在 zx = 0 处 是 固有 的 ， 如 果 对 任何 有 界 序 列 
{zn} C X, 使 得 (zn) 一 0(n 一 oo), 则 {zn} 中 存在 收敛 子 列 ， 显然 大 为 全 
连续 场 ， 则 K 是 固有 的 . 

定理 4.29 今 条 件 (4.6.2) 成 立 并 且 p = 上. 假设 算 子 4 十 AB 对 任 和 ER! 
是 在 x = 0 处 是 固有 的 ， 而且 G(z,A) = olijzl*). 如 果 Xo e Ri 是 (4.6.1) 的 一 个 
分 歧 点 ， 则 方程 


Ar+MBzr=0 (4.6.13) 


在 X 中 有 一 个 非 平 凡 解 . 
证 明 令 (z(Xo 十 胃 ,Xo+ 臣 是 (4.6.1) 从 (z,A) = (0, 和 0) 处 的 一 个 分 歧 解 . 

那么 有 

lim r(N\ 十 t) = 人 0. 
记 

B(t) = |z(Xo +t))|, 

z(t) 一 Z(Xo 十 要 川 z(Xo 十 引 |. 
从 (4.6.1) 可 得 
4(z) + XoB(z) 二 1 妇 (z)+6-G(Bz,A) = 0. 


因为 4+ 和 B 是 固有 的 ， 并 且 |lz(bl| = 1, 可 推出 z(t) 一 zo0 关 0 当 t 一 0. 显然 2 
是 (4.6.13) 的 一 个 解 . 定理 证 毕 . 
例 4.2 考虑 下 面 问题 
— Au=u +AM+AVul,p > 1， 
ulan = 0, (4.6.14) 
u(7) >0, zeQn. 
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一 一 一 一 一 一 


由 例 4.1 知 ， 方 程 (4.6.14) 在 [0, Xi] 内 一 定 有 一 个 分 歧 点 6, 显然 0 < 和 * < 入 1. 
由 定理 4.29, 对 于 入 下 面 方程 有 解 


— Au = Nut+ 入 |Vul, 
ulan = 0， 
uz) > 0， vredQn. 
84.6.2 一些 应 用 
作为 定理 4.28 应 用 的 一 个 例子 ， 考 虑 下 面 方程 


| (—1)™A™u 一 Mul? lv + G(r,u,:.. ,Dm™wu) = 0, 


(4.6.15) 
Dulaen =0,， lal < m—1, 


其 中 了 > 为 一 有 界 光滑 区 域 ， G(2, 2,- A a 为 一 个 Cre 函数 ， 
并 且 满 足 


G(x, MXz… ,AC) = o(lA), 和 AER:. (4.6.16) 


少 


X={uEC™" HN)) Deulan =0, Vlal 和 mm 一 1 
人 


下 面 方程 


(4.6.17) 


.|(-DmAmu — lulr wu = 0， 
Dulan =0, vilal <m—1. 


在 X 中 有 一 个 非 平凡 解 uo e X, 如 果 2 满足 


i 当 n > 2m, 
m 


co， 2m > n. 


下 面 的 定理 是 定理 4.28 的 一 个 直接 推论 . 
定理 4.30 令 WE XX(up 关 0) 是 (4.6.17) 的 一 个 解 . 在 (4.6.16) 条 件 下 ， 
若 下 面 线性 方程 


—1)"A™my — plupl? wv = 0, 
|， ) plup| po 


D°vlaen =0, Vlal<m-1 
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没有 非 零 解 ， 那 么 方程 (4.6.15) 从 (w, 入) = (0, oo) 处 有 一 个 分 歧 ， 并 且 其 分 歧 解 
(u(z, 入 ), 入) 能 够 表达 为 


u(z, A =A/P Du (rz) + A YP Dv(z,A), 入 > 0， 
lm v(x, 和) = 0. 


注 4.13 实际 上 ， 除 可 数 离散 个 pi;(i = 12…)1<mPm<pp=2n/m 一 2m 
当 n > 2m,p = oo 当 2m > mn), 对 所 有 的 p(1 < p < P) 和 (4.6.17) 的 解 up 天 0， 
线性 方程 (4.6.18) 没有 非 零 解 . z 

定理 4.28 的 另 一 个 应 用 就 是 关于 二 阶 椭圆 方程 正解 分 歧 问 题 . 结合 一 些 先 
验 估计 利用 该 定理 可 以 得 到 下 面 结果 . 

考虑 下 面 问题 


— Au =g(zuVuV2u) 十 (UP + f(x,u, Vu, V2u)), 
ulan = 0, (4.6.19) 


u(7) > 0， YI ET， 


其 中 QC Rr" 为 一 个 有 界 .C2r(0 <r< 1) 区 域 ， 2 满足 


CC， 党 过 2 
0<p< n+2 


ng n> 2. 
假设 /ge C1(Q x Rx Rn x Rn ), 并 且 


(4.6.20) 


9g(z,Az,AE,AG) = of| 和 |)， 
f(z, Xz, A€, AM) = o(| 入 [站 ): 


今 wi 满足 下 面 问题 

— Au = WW ， p 天 1， 

u|an = 0， 

u(7) > 0, vreQN. 
也 

r1( 和 ) eR 入 ， 和 6， A 和 C), 
r2( 和 ) = - Nax Fly, 入， 和 é, 和 AG)， 
rEL,1é|=1,1¢|=1 

f(A 和) = max{ 和 MA-r (入 ), 和 A“?r2(A)}. 
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由 (4.6.20) 可 知 lim\-,o 7( 和 A) = 0. 
应 用 定理 4.28 可 证 得 下 面 定理 . 
定理 4.31 在 (4.6.20) 的 假设 下 , 当 0 < p < 1 时 , 方程 (4.6.19) 从 (w, A) = 
(0,0) 处 分 歧 出 唯一 的 一 个 解 分 支 (ua, 入 ),E C2pz(O) x (0,co), 并 且 wa 能 够 表达 
为 
MA(Z) = ALL-Pjuy(z) 十 AUGP)o(z, 和)， 
lo(z, Allcas = O(r(AVQ-))， 
此 外 v(z,A) 在 0C*(Q) 拓扑 下 关于 入 是 C1 的 . 
定理 4.32 在 (4.6.20) 的 假设 下 ， 当 1 < P < 
了 一 1,2), 下 面 结 论 成 立 : 
(1) 存在 一 个 数 po > 1, 使 当 1 <p< po 时， 方程 (4.6.19) 从 (w, 入 ) = (0, co) 
处 分 歧 出 一 个 唯一 解 分 歧 ; 
(2) 如 果 下 面 线性 方程 


5( 或 者 1<p< oo 对 


nn 二 +2 
全 


| — Av = pu’? 一 u， 
vlan =0 
没有 非 零 解 ， 那 么 (4.6.19) 从 (wu, 入 ) = (0, 十 oo0) 处 分 野 出 一 个 解 分 支 (ua, 入) € 
C2r(0) x (0,co), 且 va 满足 
uA(z) = A MP Dvir(z) + A YP- Dv(z, 和)， 
lu(z,AJllca- = OUr(A-U-u))， 对 和 一 +o0. 
此 外 ，wv(z,) 在 C2(O) 拓扑 下 关于 入 是 C1 的 . 
因此 定理 4.31 和 4.32 的 证 明 还 需要 一 些 较 繁杂 的 先 验 估计 . 这 里 省 去 证 明 
细节 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 文献 [49,50,52]. 
注 4.14 方程 (4.6.19) 在 条 件 (4.6.20) 的 假设 下 , 包括 了 如 下 面 类 型 的 完全 
非 线 性 方程 


一 Qij(7T, U, VU, V2u)Diju = Mu? + 下 (ZU Vou, Vu), 
| ulan = 0， (4.6.21) 
u(r) >0, vreQ. 
实际 上 方程 (4.6.21) 可 写成 下 面 形式 
— Qij(T)Diju = AUP + G(r,u, Vou, V2w), 
olan = 0, (4.6.22) 
u(7) > 0,v7z € 0, 


84.7 评 注 D0. : 


其 中 
| Qi (Z) 一 Q@ 订 [有 0, 0), 

G(T,€,C) = F(x,é€,C) + ai(7, €,0)G; — aiyCij. 
很 清楚 ， (4.6.22) 本 质 上 属于 (4.6.19) 一 类 且 满 足 条 件 (4.6.20). 


84.7 评 注 


84.1 这 一 节 的 内 容 主 要 是 Ma 和 Wang 的 工作 (52,60,6Y. 谱 定 理 (定理 4.4) 
在 分 歧 理 论 中 是 一 个 非常 重要 的 工具 ， 它 与 Lyapunov-Schmidt 约 化 、 中 心 流 形 
函数 的 构造 及 动态 分 歧 理论 一 起 构成 由 作者 新 建立 的 分 歧 与 跃迁 理论 的 基石 . 

84.2 传统 的 Lyapunov-Schmidt 约 化 可 参见 文献 [9,75,120]， 关 于 Euler- 
Bernoulli 杆 的 例子 可 参见 文献 [10j]， 建立 在 谱 定 理 4.4 基础 上 的 Lyapunov- 
Schmidt 规范 约 化 方法 及 分 野 解 的 正则 性 来 自 Ma 和 Wang 的 研究 B29. 

$4.3 定理 4.10 及 4.12 是 Krasnoselskii 先驱 性 的 工作 Bl, 定理 4.11 归于 
Crandall 和 Rabinowitz 03 定理 4.13 是 由 Clark 证 明 D4, 并 且 被 Rabinowitz 
所 推广 [851, 全 局 分 歧 定理 归于 Rabinowitzl84. 

84.4 这 一 节 是 取 自 Ma 和 Wang 最 近 的 工作 苔 ,6041. 主要 结果 是 定理 4.15 
和 4.16, 它们 建立 了 从 任 一 重 数 的 特征 值 临界 穿越 定 态 分 野 存 在 定理 . 这 些 结果 
对 传统 的 从 奇 重 数 特征 值 临 界 穿越 分 歧 理 论 是 一 个 重要 的 补充 . 该 理论 的 方法 
本 质 上 依赖 于 在 84.1 建立 的 谱 定 理 4.4. 关于 椭圆 方程 组 的 应 用 进一步 可 参见 文 
献 [52]. 

84.5 这 一 节 的 内 容 归 于 Yu 和 Mal48~50.107~103. 特别 地 ， 定 理 4.26 以 及 定 
理 4.31 和 4.32 是 本 书 第 一 作者 在 法 国 巴 黎 第 九 大 学 的 P.L.Lious 教授 指导 下 的 
博士 论文 部 分 结果 . 

84.6 这 一 节 是 由 Ma 和 Wang [54 的 工作 组 成 . 
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这 一 章 主 要 介绍 有 限 维系 统 的 动态 分 歧 理 论 ， 该 理论 是 由 作者 最 近 新 发 展 
起 来 的 , 它 主 要 建立 在 一 个 新 的 分 歧 概 念 基础 之 上 ,， 称 之 为 吸引 子 分 歧 . 这 一 理 
论 的 无 穷 维 观点 将 放 在 下 一 章 专门 介绍 . 有限 维 的 动态 分 歧 理 论 再 结合 中 心 流 
形 的 约 化 ， 即 能 够 被 应 用 到 有 限 维 动力 系统 中 ， 又 可 以 应 用 到 无 穷 维 动力 系统 
中 . 具体 应 用 可 见 第 七 、 八 两 章 . 


85.1 吸引 子 分 芒 


85.1.1 吸引 子 分 野 的 基本 原理 


在 介绍 吸引 子 分 歧 理 论 之 前 ， 有 必要 对 吸引 子 分 战 现象 的 实质 性 给 予 简要 
地 说 明 . 为 了 这 个 目的 ， 考 虑 下 面 的 常 微分 方程 组 


A (5.1.1) 
dt 
d 
= 一 /十 Go2(z,y)， (5.1.2) 


其 中 xz ER™,ye€ R"-"(1 < m<<n), 并 且 
Gi(z,y) = o(lz|, |y|),， i = 1,2. 


由 稳定 流 形 定理 , 方程 (5.1.1) 和 (5.1.2) 在 z= (zx,y) =0, 点 有 一 个 (n 一 m) 
维 的 稳定 流 形 T. 这 意味 着 在 入 = 0 附近 ， 系 统 (5.1.1) 和 (5.1.2) 的 流 在 z = 
(zx,y) = 0 的 一 个 小 邻 域 内 被 挤 压 到 一 个 m 维 曲 面 区 上 ， 称 为 中 心 流 形 ， 如 图 
5.1 所 示 ， 

这 个 m 维 曲面 2、 能 够 被 一 个 函数 y = hz, 和 ) 所 表达 . 因为 忆 在 z>=0 
点 与 Rm 空间 相 切 . 因而 在 区 上 流 的 拓扑 结构 是 相同 于 下 面 方程 在 RW 中 流 
的 拓扑 结构 ， 该 流 实 际 上 是 忆 、 上 的 流 到 RW 中 投影 


~ = Mr+ Gi(z,h(z,N)), (5.1.3) 
a Gi(z, h(x, A)) = ol|z]). (5.1.4) 


然后 系统 (5.1.1) 和 (5.1.2) 在 > = 0 邻 域 的 动态 分 歧 问 题 被 归结 到 方程 
(5.1.3) 的 分 歧 ， 当 入 < 0 时 , 在 z=0 的 小 邻 域内 由 于 非 线 性 项 (5.1.4) 是 一 个 
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高 阶 项 ， 因 而 线性 部 分 Xz 控制 了 (5.1.3) 的 动力 学 行为 ， 这 使 得 (5.1.3) 的 流 收 
敛 到 z=0. 当 入 =0 时 , 假设 z=0 是 (5.1.3) 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 点 , 即 z =0 
是 下 面 方程 在 入 =0 的 附近 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 


图 5.1 在 z=0 点 附近 的 中 心 流 形 志 》 


2 = Gi(z,h(z, A)). (5.1.5) 
那么 ， 当 入 > 0 充分 小 时 ， (5.1.3) 的 流 是 (5.1.5) 的 流 与 下 面 线性 系统 流 的 登 加 
= 和 xz， 和 0 (5.1.6) 


图 5.2 
系统 (5.1.6) 的 流 是 从 z = 0 朝 外 流出 的 ， 而 (5.1.5) 的 流 由 假设 是 从 外 流入 


z=0 的 .靠近 z = 0 处 线性 项 Xz 起 决定 性 作用 ， 而 在 远离 x = 0 处 非 线性 高 
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阶 项 Gi 控制 了 流 的 结构 . 这 样 ， 朝 外 的 流 与 朝 内 的 流 在 z = 0 的 附近 挤 出 一 个 
R™ 中 类 似 球面 的 吸引 子 ， 并 且 这 个 吸引 子 当 入 一 0+ 时 收缩 到 z = 0 点 ， 如 图 
5.2 所 示 . 这 就 是 下 面 要 介绍 的 吸引 子 分 此 理论 的 基本 原理 . 


85.1.2 ”主要 定理 
考虑 下 面 有 限 维 系统 的 动态 分 歧 


宁 = A\T+G(z,M), AMER, reER", n>l1, (5.1.7) 


其 中 G(:, 入 ) : R"* 一 R" 是 C"(r 1) 的， 连续 依赖 于 入 e R', 并且 在 z=0 令 域 
为 高 阶 项 
G(z,A) = o(lz|)， YAE 已 :. (5.1.8) 


算 子 4 是 一 个 nxn 阶 和 矩阵 
a11(M) 1 aln(A) 
et : 
an1(A) …… ”ann( 入 ) 


其 中 aij() 是 入 的 连续 函数 . 
令 A 的 所 有 特征 值 ( 计 和 重 数 ) 由 下 面 给 出 


BM(N), ,Bn(A). 


这 些 特征 值 3.( 和 )(1 < i < n) 关于 和 是 连续 的 . 

定义 5.1 下 面 给 出 的 是 关于 方程 (5.1.7) 动态 分 歧 一 些 基本 概念 的 定义 ， 
它 也 适用 于 一 般 非 线 性 演化 方程 . 

(1) 称 系统 (5.1.7) 从 (z,A) = (0, Xo) 分 歧 出 一 个 不 变 集 Q, 如 果 有 (5.1.7) 
的 一 个 不 变 集 序列 {2、, }, 使 得 0 和 DA 并 且 


了 一 OPD 
人 


(2) 如 果 这 个 分 歧 出 的 不 变 集 Rx 是 系统 (5.1.7) 的 一 个 吸引 子 ， 则 称 其 为 一 
个 吸引 子 分 歧 . 

(3) 如 果 (5.1.7) 从 (z,A) = (0, Xo) 分 歧 出 的 吸引 子 OA 与 m 维 球面 S™ 有 
相同 的 同调 群 ， 则 称 (5.1.7) 从 (0, Xo) 处 有 一 个 Sm” 吸引 子 分 歧 ， 并 称 Q、 为 分 
歧 出 的 m 维 同调 球 , 特别 地 若 Q、 与 球面 S” 同 胚 ， 则 称 OA 为 分 歧 出 的 5” 球 
面 吸引 子 . 
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现在 对 方程 (5.1.7) 的 特征 值 作 如 下 假设 


二 0 看 和 X 亡 Xi 
ReBi( 和 ) 《4 =0， 若 和 = X， 当 1 <&igm, (5.1.9) 
> 0, > > 和 0， 
Re6i(Xo) <0,， 当 m+1<j&n. (5.1.10) 
4 在 和 0 的 特征 空间 由 下 式 给 出 


Eo=\)\ {ze R"| (A — Bi(N))"z = 0}. 
is=l k=1 

知道 ， dim Eo = m. 

这 一 节 的 主要 结果 就 是 下 面 给 出 的 关于 有 限 维系 统 (5.1.7) 的 Sm 吸引 子 分 
歧 定 理 . 

定理 5.1 ”假设 条 件 (5.1.8)~(5.1.10) 成 立 , 并 且 z=0 是 (5.1.7) 在 和 = 六 0 
处 局 部 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 那 么 下 面 结 论 成 立 . 

(1) 方程 (5.1.7) 从 (z, 入 ) = (0, Xo) 分 歧 出 一 个 吸引 子 Qa 在 和 > 和 一 侧 ， 
其 维 数 为 m 一 1 < dimQ、 < m. 当 m >2 时， 人 QQ、 是 连通 的 ; 

(2) 存在 z = 0 的 一 个 邻 域 UC R™, 使 得 Qs 吸引 UN\T, 这 里 为 z=0 的 
稳定 流 形 其 维 数 为 dim TT =n 一 m; 


(3) 分 歧 出 的 吸引 子 Q 是 一 个 (m 一 1) 维 同 调 球 ， 更 精确 地 说 ，QL、 = () Mk, 
k=1 
其 中 Mi 为 m 维 环形 流 形 目 Mi41 C Mx. 特别 地 , 若 OA 为 有 限 单 复 形 ， 则 2、 


是 m 维 环形 流 形 的 形变 收缩 ， 即 Q 与 球面 S™-! 同 伦 型 ; 
(4) 对 任何 zx € QA,z 能够 表达 为 


TM 三 2A 十 o(|za|), zs E Eo; 
(5) 若 (5.1.7) 在 Q、 中 的 奇 点 数 是 有 限 的， 那么 有 如 下 的 指标 公式 


| 2， 当 m 奇数 ， 


ind( 一 (4 十 C),z) = 
2 . 0， 当 m = 偶数 . 


IE 和 


定理 5.2 ”假设 (5.1.8)~(5.1.10) 成 立 ， 如 果 z=0 是 (5.1.7) 的 全 局 渐 近 稳 
定 平衡 点 ， 则 对 任何 有 界 开 集 UC R™, 存在 一 个 e > 0, 使 当 Xo < 入 < 和 N+ 
方程 (5.1.7) 从 (0, Xo) 分 歧 出 的 吸引 子 Q、 吸引 UN\T, 其 中 工 为 z=0 的 稳定 流 
形 . 特别 地 ， 若 在 入 = Mo 附近 (5.1.7) 有 一 个 全 局 吸引 子 ， 则 OA 吸引 R™\T. 
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注 5.1 定理 5.1 可 以 将 经 典 的 Krasnoselskii 定理 与 Hopf 分 歧 定理 统一 
在 一 个 框架 下 来 理解 . 当 m= 奇数 时 ， 方 程 (5.1.7) 分 歧 出 的 吸引 子 OA 中 一 定 
含有 癌 基 场 A、 十 G 的 奇 点 (由 指标 公式 ), 这 就 是 Krasnoselskii 分 歧 定 理 ， 而 当 
m = 2,B1( 和 0) = DB2(A) = i 为 虚数 时 ， OA 中 一 定 含有 (5.1.7) 的 周期 轨道 ， 这 就 
是 Hopf 分 歧 定 理 . 

注 5.2 定理 5.1 和 5.2 与 传统 的 分 歧 理论 一 个 重要 的 区 别 在 于 吸引 子 分 歧 
理论 的 结果 自然 地 包含 了 分 歧 解 的 稳定 性 及 吸引 区 域 ， 而 这 一 点 在 物理 、 化 学 、 
生物 及 工程 中 出 现 的 分 歧 问 题 中 是 非常 重要 并 且 是 困难 的 课题 。 田 一 个 重要 的 
区 别 在 于 吸引 子 分 歧 定 理 的 条 件 简单 和 自然 ， 它 们 不 需要 判定 特征 值 的 奇偶 性 
及 实数 与 复数 的 区 别 . 正 是 由 于 这 两 个 特点 , 使 得 吸引 子 分 歧 理论 能 够 帮助 我 们 
解决 和 理解 流体 动力 学 中 一 些 重要 问题 ， 如 Rayleigh-Benard 对 流 问题 ， Taylor 
问题 等 的 稳定 性 与 跃迁 现象 ,， 详 见 第 八 章 , 同时， 又 能 在 超 导 与 相 变 理论 中 发 现 
一 些 新 的 物理 性 质 ( 见 第 七 、 八 章 ), 虽然 这 些 性 质 有 待 物理 实验 的 进一步 检验 . 
而 上 述 这 些 问 题 若 应 用 传统 的 分 歧 理论 则 会 遇 到 根本 性 的 困难 . 

注 5.3 ”一 般 来 讲 ， 在 定理 5.2 中 的 吸引 子 Qa, 如 果 不 加 全 局 吸引 子 存 在 
性 条 件 ， 并 不 是 全 局 的 ， 也 就 是 说 ， QA 不 能 吸引 R"* \T. 例如 下 面 系统 

> =MAr—13(l~e-*), reR! (5.1.11) 
满足 定理 5.2 的 条 件 在 Xo = 0. 然后 对 任何 入 > 0 充分 小 ， 方程 (5.1.11) 除了 分 
歧 出 两 个 奇 点 QA = {zi1, 7T2}(z1,2 ~ 土 和 六 ) 外 ， 从 无 穷 远 (z,A) = (+oo, 入 ) 处 也 分 
歧 出 两 个 奇 点 zi 人 土 和 -3. 因而 Q、 并 不 吸引 R1 \ {0}. 
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为 了 证 明 吸 引子 分 歧 定 理 ， 首 先 介绍 一 个 吸引 子 的 稳定 性 定理 ， 该 定理 不 
仅 在 定理 5.1~5.2 的 证 明 中 起 到 关键 作用 , 而 且 在 第 六 章 将 介绍 的 无 穷 维 系统 的 
摄 动 稳定 性 定理 的 证 明 中 也 是 如 此 . 这 个 定理 也 是 定理 3.5 的 一 个 补充 ,在 那里 
吸引 子 的 存在 性 是 作为 假设 给 出 的 . 

在 给 出 吸引 子 稳定 性 定理 之 前 ， 先 从 一 个 技术 性 的 引 理 开始 ， 该 引 理 是 关 
于 向 其 场 延 拓 轨道 的 稳定 性 . 

令 Uc R" 是 一 个 有 界 开 集 ，v € Cr(U, R") 为 一 个 向 攻 场 . 一 个 曲线 + CV 
被 称 为 是 v 的 一 个 延 拓 轨 道 ， 如 果 r 是 若干 曲线 的 和 集 

r= jn 
i=1 

使 得 ri 或 者 是 v 的 一 个 轨道 ， 或 者 7i 是 由 wv 的 奇 点 构成 ,并且 阁 7i 及 ritl 是 
v 的 轨道 ， 则 7; 的 极限 集 是 mr+l 的 a 极限 集 ， 


wz)=a(y), VrEri, YErTiti. 


85.1 吸引 子 分 歧 - 209 . 


也 就 是 说 ri 的 两 个 端点 都 是 v 的 奇 点 ， 而 且 mi+l 的 起 始 端点 就 是 m 的 终结 端 
点 ， 如 图 5.3 所 示 . 


图 5.3 


然后 ， 有 下 面 延 拓 轨道 的 稳定 性 引 理 . 

引 理 5.1 令 v€ C"™(UV,R")(7 > 1) 是 一 个 向 基 场 序列 , 有 极限 im wx = vo. 
假设 L: CU 是 wv 的 一 个 延 拓 轨道 ， {Lk} 有 一 致 有 界 长 度 ， 并 且 Lk 的 起 始点 
不 收敛 到 pi, 那么 Lk 收敛 到 vo 的 一 个 以 pi 为 起 始点 的 延 拓 轨 道 元 . 

证 明 显然， 如果 gk 是 从 的 一 个 奇 点 并 且 qk 一 go(k 一 co), 则 go 一 定 是 
vo 的 一 个 起 点 . 因为 {Lk} 有 一 致 有 界 的 长 度 ， 因 而 只 需 对 这 种 情况 进行 证 明 ， 
即 每 个 Lk 是 vi 的 一 个 轨道 ， 其 端点 pf 和 和 为 奇 点 .那么 Lk 是 vr 的 一 个 完 
备 的 轨道 z(t) 满足 


ee) = Vk(ZK)， 
Tk(t) 一 pt, t — 一 Co， (5.1.12) 
Tk(t) 一 ge， k 一 十 co, 
如 果 定义 
Tk(—00) = pt, zk( 十 oo) = gr, 
那么 闭 线段 Lk 被 参数 化 为 {zk (Dlt € [一 co,+oo]} 
为 了 避免 无 穷 区 间 ， 令 t = tgr. 那么 对 新 变量 7, 方程 (5.1.12) 等 价 为 如 下 
方程 
Tk(tgT) = pi + 人 vk (Zk) SE dr. (5 
从 (5.1.13) 可 得 到 


人 atgT 
|zk(tgTrz) 一 Zk(tgrl)| = / Uk(Zk) dr 


tg™'t2 
< / [onze(t)lat (éi = ten) 
tg lt 


<Cltg ta — tg til 
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< Clr— nil. 


即 z(tg) : [7/2,7/2] 一 R" 是 等 度 连续 的 . 因而 由 Arzela-Ascoli 定理 , 存在 zk 
的 收敛 子 列 ， 仍 记 为 zk, 使 得 


zk(tgr) 一 zo(tg7) 在 C |-5,5|， 当 k 一 0%， 
(ie(-§)) = (ed) =4 


由 Vk + Uo, 在 Ca R™) 中 ， 从 (5.1.13) 和 (5.1.14) 可 椎 知 


(5.1.14) 


zo(t)} = pl 十 / vo(zo)dt. 
因此 有 


dt 


d 
0 vo(zTo), vt E (一 co, 十 co)， 
zZo(t) 一 p1, 业 9; 


这 样 ， 就 证 明了 Lk 收敛 到 vo 的 一 个 从 Pi 出 发 的 延 拓 轨道 Lo = {zo(b|t € 
[~00,; 十 o0)}. 引 理 证 毕 . 

注 5.4. 延 拓 轨道 稳定 性 引 理 在 向 量 场 的 轨道 分 析 中 是 非常 有 用 的 ， 它 在 
处 理 流体 动力 学 一 些 问题 中 是 一 个 基本 工具 ， 例 如 流体 流 的 边界 层 分 离 、 内 部 
分 离 、 以 及 Taylor 小 涡 的 结构 演化 等 问题 ， 可 参见 [24,25,62,63,65,66]. 

现在 陈述 和 证 明 吸 引子 稳定 性 定理 . 

定理 5.3 令 v EC (U,R")(7 >1) 是 一 向 基 场 序列 ， 使 得 limk-,oo vk = 
vo € Cr(U, Rn"). 如 果 Bo CU 是 vo 的 一 个 吸引 子 ，DPc5 是 2o 的 一 个 吸引 
域 ， 那 么 下 面 结论 成 立 : 

(1) 对 每 个 充分 大 的 ,vk 有 一 个 吸引 子 2 C D, 并 且 


lim d(Z,2o) = lim sup dist(z, £0) = 0; 
天 一 co 大 一 oo TEDK 


(2) 对 任何 有 界 开 集 OC D, 存在 一 个 N 充分 大 ， 使 得 对 任何 大 > N,O 是 
在 也 的 吸引 域内 . 
证 明 令 Do cc D 是 一 个 有 界 开 集 并 且 2Zo C Do. 那么 vo 关于 Do 的 w 
极限 集 就 是 vo 的 吸引 子 2o, 即 
Bi (5.1.15) 


为 了 完成 该 定理 的 证 明 ， 由 定理 3.4 和 3.5, 只 需 证 明 


im d(wk(Do),20) = im sup dist(z, 20) = 0， 
~ ZEwk(Do) (5.1.16) 
wk(Do) = Nr>0Ur>r Sk(t) Do 
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其 中 Sk(t) 是 由 wv 生成 的 算 子 半 群 . 

wk(Do) 是 vi 的 一 个 不 变 集 ， 如 果 (5.1.16) 不 成 立 ， 那 么 下 面 两 种 情况 至 少 
一 个 将 发 生 : 

(i) 存在 一 个 数 6 > 0 及 点 pk E wk(Do), 使 得 pk 一 po € Yolk 一 co), 并 且 
wk 的 以 pk 为 起 点 的 延 拓 轨道 Fk C wk(Do), 其 弧 长 有 界 ， 满 足 


d(T', 50) = sup dist(z, 50) > 6; (5.1.17) 
TET 


(i) 存在 vr 的 延 拓 轨道 FTk C wk(Do) 及 一 个 数 6 > 0, 使 得 


inf inf |z—yl>6, vk>N. (5.1.18) 


ETIA yED 


对 于 情况 (iD, 由 引 理 5.1, 这 些 延 拓 轨 道 Tx 收敛 到 vo 的 一 个 以 po e 2o 为 
起 始点 的 延 拓 轨道 To: 


Tx 一 To(k 一 oo). (5.1.19) 
然后 从 (5.1.17) 和 (5.1.19) 可 推 知 
d(T'o, 20) = up dist(x, Zo) 过 0 > 0. (5.1.20) 
rElo 
在 另 一 方面 ， 2 是 vo 的 一 个 不 变 集 ， 因此 To C 2o, 此 与 (5.1.20) 相 矛 盾 ， 因 
而 情况 (i) 不 会 发 生 . 
如 果 情 况 (ii) 发 生 ， 那 么 由 w 极限 集 的 定义 ， 从 (5.1.15) 和 (5.1.18) 可 推 


知 ， 存 在 一 个 数 6; > 0 及 点 到 pk € Do,pk 一 po € Do(k 一 oo), 使 得 wk 的 以 px 
为 初 值 的 轨道 zk(t pk)(zk(0,pk) = px) 满足 


dist(zxk(t, Pk), Zo0) > WW>0. (5.1.21) 
由 引 理 5.1, 从 (5.1.21) 可 推出 , vo 以 po € Do 为 初 值 延 拓 轨道 zo(t, po) 满足 
dist(zo(lt,po),2o) 这 0 > 0， vtz>0. (5.1.22) 


这 个 不 等 式 对 所 有 t e [0,co) 都 成 立 是 归于 这 个 事实 ， 即 对 任何 时 刻 TT > 
0, zk(t) 的 弧 长 


本 
I(T) = | jvx (Dlat 


是 独立 于 大 而 一 致 有 界 的 ， 
不 等 式 (5.1.22) 是 与 (5.1.15) 相 矛 盾 的 .因此 (5.1.16) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 
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$5.1.4 ”主要 定理 的 证 明 

容易 看 出 , 定理 5.2 是 定理 5.1 和 5.3 的 推论 , 因此 只 需 证 明定 理 5.1 即 可 . 
分 下 面 几 步 进行 证 明 . 

第 一 步 ， 中 心 流 形 约 化 . 由 条 件 (5.1.9) 和 (5.1.10), 根据 谱 定 理 (定理 4.3)， 
在 一 个 适当 的 坐标 系 下 方程 (5.1.7) 能 够 被 分 解 成 如 下 形式 


d 

=Jz+Gi(z,y,N), rEeBE=R", (5.1.23) 
dy 也 一 772 

2 = Jy+ G2(r,y,N), ye EB = R"™, (5.1.24) 


其 中 及 和 .及 分 别 对 应 于 特征 值 BA)(l1 < i < m) 和 Bj( 和 (m+1<j< 
n) 的 Jordan 和 矩阵， Bl 和 Es 分 别 为 及 和 及 的 特征 向 车 空 间 ， Ci(z,y) = 
PG(z,y), P; : R" 一 EB; 为 规范 投影 ，i = 1,2. 

在 (5.1.9) 和 (5.1.10) 条 件 下 ， 由 中 心 流 形 定理 2.21, 方程 (5.1.7) 在 入 = 
附近 有 一 个 中 心 流 形 需 数 


y=h(z,A), ZEE, yeb,, 
h(x, 和 8) = ol]z)), 


使 得 方程 (5.1.23) 和 (5.1.24) 在 ((zx,y), 入) = (0, 和 0) 的 吸引 子 分 歧 问 题 等 价 于 下 
面 方程 的 吸引 子 分 歧 


(5.1.25) 


dz 
at 


由 条 件 (5.1.8), 从 (5.1.25) 可 得 


= Jiz 十 Gi(z,h(z, 入 ), 入 ). (5.1.26) 


Gi(z,h(z, A), 和) = ol|z|). 
为 了 简单 ， 假 设 在 (5.1.9) 中 的 Ao = 0, 即 及 的 特征 值 在 Xo = 0 的 邻 域内 满足 
<0. A<O. 
RefB;{A) = 0, 当 和 = 0， i1<&iR TE (5.1.27) 
“0 A 
第 二 步 . 结论 (1)~(2) 的 证 明 . 考虑 方程 (5.1.26). 令 
va(z) = . 八 z + G1(z, h(z, N), AW), 


由 假设 ，z = 0 是 (5.1.7) 在 Xo = 0 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 . A > 
的 一 个 局 部 吸引 子 . 
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由 定理 5.3, 存在 常数 > > 0 和 和 Xi > 0, 使 得 对 所 有 0 和 入 < 和 Xi， 集合 

B, = {z € R™||z| <7} 是 vw 的 一 个 吸收 集 ， 并 且 B; 的 w 极限 集 
A =w\(Br)CB., VO<A<A! (5.1.28) 


是 va 在 某 个 开 集 DC R™(B. Cc D) 中 的 吸引 子 ，D 为 A、 的 吸引 域 . 
此 外 ， 由 稳定 流 形 定理 (定理 2.20) 和 条 件 (5.1.27), va 的 不 稳定 流 形 WX 对 
所 有 0< 和 < 和 i 在 R" 中 含有 一 个 z= 0 的 开 邻 域 ， 从 (5.1.28) 看 到 


WCAsCB., vO<A<A. 
由 不 稳定 流 形 的 定义 得 
4A/WYCDC 了 是 (5.1.26) 在 D/{0} 中 的 吸引 子 . 


这 就 意味 着 
Qs 是 (5.1.7) 的 一 个 吸引 子 ， 
m—1< dimQ\ < m, 0¢, (5.1.29) 
im, d(0,,0) = ,im, A Iz| = 0， 

其 中 OA 被 定义 为 


Qs = {(z,y) € R"| ze = AZ NA) 


h(z, 入 ) 是 由 (5.1.25) 给 出 的 中 心 流 形 函 数 . 在 (5.1.29) 中 mm 一 1< dimQ 是 从 文 
献 [34] 中 的 P.46 中 推论 2 导出 ， 因 而 结论 (1) 得 证 . 

因为 AM/W2 吸引 D/{0}, 再 由 中 心 流 形 定理 (定理 2.21) 可 知 ， 存 在 z=0 
在 R" 的 一 个 开 区 域 UC R", 使 得 由 (5.1.29) 所 定 的 吸引 子 OA 吸引 U/T,T 为 
z=0 在 Rn" 中 的 稳定 流 形 ， 其 维 数 为 dim T=n 一 m. 结论 (2) 得 证 . 

第 三 步 . 结论 (3) 的 证 明 . 邻 工 \、 = A、/W4 是 (5.1.26) 在 D/{0} 中 的 吸引 子 . 
显然 ， 存 在 一 个 r > 0 充分 小 ， 使 得 圆 盘 B.、C Wx, 并 且 环 形 域 R、 = B,/B,、 
在 D/{0} 中 是 一 个 吸收 集 ， 因此， 由 定理 3.4， (5.1.26) 在 D/{0} 中 的 吸引 子 
呈 由 下 式 给 出 


2 一 NrzoUt>rS s(t) RR,, (5.1.30) 


其 中 SA(t) 是 由 (5.1.26) 生成 的 算 子 半 群 . 
因为 上 c R、 在 算 子 半 群 SA(b) 的 作用 下 是 不 变 的 ， 因 而 对 任何 to > 0, 有 


SC S\(to)Ra. (5:T.31) 
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从 (5.1.30) 和 (5.1.31) 可 推 知 有 一 个 时 间 序 列 {t%} 满足 tn+1 > tn > 0, 并 且 
tn 一 oo(n 一 00), 使 得 


| C SR, 


5 = lm Sin) = Ne SR. 


5S、(t)Rs 是 同 胚 于 一 个 mm 维 环形 带 边 流 形 . 因此 名 、 是 一 个 m 维 环形 流 形 序 列 
{Mn} 的 极限 .而 Mi 与 (m - 1) 维 球面 Sm! 有 相同 的 同调 群 ， 因 而 OA 是 一 
个 (m - 1) 维 的 同调 球 . 
假设 工 \ 是 一 个 有 限 单 复 形 , 将 证 明 世 \ 是 一 个 m 维 环 形 流 形 的 形变 收缩 . 
令 M C RM 是 一 个 mm 维 光滑 带 边 流 形 、 对 每 一 点 ze 9M, 定义 
z(Z,s) = 点 z E Mz 是 在 zx € 8M 的 内 法 线 上 ， 并 且 从 7z 到 z 的 弧 长 为 s(s > 0). 
显然 ， z(z,0) = 7z. 
取 一 列 光滑 的 mm 维 环形 流 形 { Mn} C R= BH, 使 得 
| 5 C Mnti C Mn C Rs， Yn > 1,Mn 是 Rs 的 形变 收缩 ， 并 且 


(5.1.32) 
lim Mh 一 SD . 


此 外 ， {Mn} 具有 下 面 性 质 : 
( 对 任 点 ze 9M，, 有 一 个 数 ss(z) > 0, 使 得 对 所 有 y e 90Mn,y 关 0, 下 面 
线段 与 线段 lv 不 相交 : 


ls = {z(z,s)| 0 < s < sn(7)}; 
(ii) 线段 i.(z € 0M，) 上 的 点 满足 
z(7,s) ¢ Mnt1l,， 0<s<sn(z), 若 sn(7z) > 0， 
z(z,sn(z)) E OMn41， 车 sn(z) = 0， 即 z € 6Mn OMn+1. 


这 些 性 质 能 够 通过 下 面 程序 获得 . 今 Mi = Ra 沿 着 它 的 内 法 方向 收缩 ， 并 
这 样 对 任何 ze 9Mi 定义 一 个 曲线 


Lz 一 U bi Xl 一 学， Ym 二 1 二 z(Tn, Sn(Tn)). 
到 一 上 


也 就 是 说 Ls 是 所 有 这 样 线段 2, 的 和 集 ， 其 中 Lz, 的 端点 zn+l 是 zi 的 起 
点 . 因为 上 是 有 限 单 复 形 ， 对 任何 点 ze 6Mi, 曲线 Lz 的 长 度 是 有 限 的 ， 否则 
也 \ 中 的 单 形 数 不 能 够 有 限 . 由 定义 容易 看 出 

LeNLy=@, V+y, 2,y€0M. 
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因为 L, 有 有 限 长 度 ， 由 (5.1.32)， Lz = UC1lz。 的 终结 点 gz 满足 


lim Ur 一 Cr € ba, Vyn 三 /2 . 
人 一 CC 


另 一 方面 ， 
Mi 2 U (Uzeax 工 -=)， 
然后 ， 定 义 一 个 映射 五 : Mi x [0,1] 一 Mi 为 


1 1 E 元 入， 
Hly,t) = | 
p(y,t), y € Lz, 
其 中 p(y,t) 是 这 样 的 点 pe Lz, 使 得 沿 着 了 从 yy 到 p 的 弧 长 为 tr(y),r(y) 为 沿 
着 Lz 从 yy 到 9 的 弧 长 ， 显然 HH 是 连续 的 ， 并 且 


H(:,0) = id: Mi 一 AM， 
H(:,1): Mi = 2, 
Hoi=id: HY — Ha, 


其 中 i: 艺 \ 一 Mi 是 包含 映射 . 因此 双 是 一 个 Mi = Rs 的 形变 收缩 . 结论 (3) 
得 证 . 
第 四 步 . 结论 (4) 的 证 明 . 由 (5.1.29),(5.1.7) 的 吸引 子 Q、 是 在 中 心 流 形 
M\(0 < 入 < 入 ) 上， 因为 特征 空间 Eo 在 x =0 点 与 MA 相 切 . 这样 结 论 (4) 成 
第 五 步 ， 结论 (5) 的 证 明 . 由 Brouwer 度 理论 及 条 件 (5.1.9) 和 (5.1.10), 在 
(5.1.7) 中 向 基 场 的 拓扑 度 为 
(人 (5.1.33) 


对 某 个 > > 0 和 AN >0. 
因为 Q 是 (5.1.7) 在 B./{0} 中 的 最 大 吸引 子 ， 4+ G 的 所 有 非 零 奇 点 都 
是 在 QA 中， 有 
deg( 一 (4 十 C), 忆 ,0) = ind(-—(As + G),0) 
上 + 忆 cn ind( 一 (4 下 
此 外 ， 由 (5.1.9) 和 (5.1.10), 从 指标 定理 2.13 可 知 


加 _ 
ind( 一 (4 十 G),0) = | a _ pi (5.1.35) 
对 0< 入 < 和 A 和. 因而， 结论 (5) 从 (5.1.33)~(5.1.35) 推出 . 
这 样 ， 定 理 5.1 的 证 明 被 完成 . 
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85.1.5 分歧 吸 引子 的 结构 

1. 三 又 型 分 歧 

一 个 有 意义 的 问题 就 是 , 在 什么 条 件 下 定理 5.1 中 分 歧 出 的 吸引 子 是 同 胚 一 
个 (m 一 1) 维 球 S™-1. 最 简单 的 就 是 mm = 1 的 情况 ， 这 对 应 于 古典 的 三 又 分 岐 
(pitchfork bifurcation), 并 且 也 是 由 定理 5.15 给 出 的 对 称 磁 场 中 摆 的 例子 更 一 般 
性 的 观点 . 

定理 5.4 在 定理 5.1 的 条 件 下 ， 假 设 m = 1, 并 且 G(z,A) 在 z=0 处 是 
解析 的 ， 那么 存在 一 个 开 集 U Cc R",0 e U, 使 得 当 入 > 和 0 时 ,方程 (5.1.7) 从 
(zx, 入 ) = (0, Xo) 分 歧 出 严格 两 个 平衡 点 Zz1,7X2 EU, 并 且 这 个 开 集 被 分 解 为 两 个 
开 集 UP 和 U2 满足 如 下 性 质 : 

(1) UO=0M+UO, UNUM= 0, 

(2) zi€E UF(i=1,2), 0€ OUrF NOU, 

(3) 对 任何 we U?(i = 1,2), 有 


lim z(t, p) = Ti) 
t 一 CO 


其 中 z(t, yw) 是 (5.1.7) 满足 z(0,y) = y 的 解 . 

该 定理 是 定理 5.1 和 定理 4.11 的 推论 . 

注 5.5 ”我 们 不 知道 是 否 向 量 场 的 解析 条 件 是 方程 (5.1.7) 分 歧 出 的 吸引 子 
Qa 同 胀 于 一 个 (m 一 1) 维 球面 S™! 的 充分 条 件 . 

2. 最 小 吸引 子 

显然 一 个 分 歧 出 的 吸引 子 Qf, 其 子 集 T、 C Qs 也 同样 可 以 是 一 个 吸引 子 . 
含 在 QA 中 的 最 小 吸引 子 FT 称 为 是 方程 (5.1.7) 分 歧 出 的 最 小 吸引 子 ， 一般 地 
说 , 一 个 分 歧 出 的 吸引 子 RQ、 也 许 不 含有 比 它 自 己 更 小 的 吸引 子 ， 这 里 我 们 主要 
关心 最 小 吸引 子 存在 性 问题 . 

这 里 总 是 假设 定理 5.1 的 条 件 成 立 ， 如 果 (5.1.7) 分 歧 出 的 吸引 子 Q 是 同 
胚 于 一 个 球面 Sm, 那么 为 了 简单 ， 记 它 为 Q、 = S™. 

定理 5.5 ”假设 在 (5.1.9) 中 m= 2, 方程 (5.1.7) 分 歧 出 的 吸引 子 QA = 5"， 
并 且 QA 中 含有 奇 点 ， 所 有 奇 点 是 非 退 化 的 . 那么 下 面 结论 成 立 : 

(1) 在 OA = S$! 中 的 奇 点 数 是 2k, 对 某 个 k > 1, 并 且 有 严格 大 个 奇 点 
{zi|l1 < i < 上 kk} CQ ,使 得 每 个 奇 点 zi 都 是 分 歧 出 来 的 最 小 吸引 子 ; 

(2) 存在 一 个 开 集 UCR", 使 得 U 能 够 分 解 为 k 个 开 集 Ui(1 < i < 及 , 满足 

大 


UY- 0 UiNU;=@, iz¥j, 0€NaD;, 
i=1 


并 且 zi e Ui 吸引 Ui. 
证 明 ”因为 在 Q、 = S1 上 的 所 有 奇 点 是 非 奇 化 的 ， 每 个 QA 中 的 奇 点 指 
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标 为 十 1 或 二 上 由 定理 35,1, 


> ind(—(A、 十 G),z) = 0. 

rEN\ 
故 Q、 的 奇 点 一 定 是 偶数 2k(k > 1), 其 中 大 个 奇 点 {zill < i < 上} 有 指标 十 1 大 
个 奇 点 {y;|1 < 7 < 上 } 有 指标 为 -1. 因为 OA 为 吸引 子 ， 有 个 指标 为 1 的 奇 
点 Zi(1 和 ii 入 大) 是 吸引 子 ， 而 另外 大 个 奇 点 Yi(1 < i < 上) 是 排斥 子 . 显然 
{zill < i < kk} 是 Q、 中 最 小 吸引 子 ， 而 {yill < i < 上} 是 (5.1.7) 的 鞍点 ， 并 且 
每 一 个 鞍点 y; 有 一 个 1 维 不 稳定 流 形 和 一 个 (n 一 1) 维 流 形 . 


图 5.4 


容易 看 到 , 在 二 维 中 心 流 形 上 存在 一 个 开 集 0, 9、 c O, 并 且 O 能够 被 每 个 
鞍点 yi(1 < i < 上) 的 稳定 流 形 分 解 为 天 个 开 集 Oi(1 < i < ), 如 图 5.4 所 示 ， 使 
得 下 面 性 质 成 立 : 

iD O= 750;,0i:NO; = oi #1j),0€ NO;; 

(ii Ut 160; 六 O 是 由 鞍点 y;(1 < i < 上) 的 稳定 流 形 构成 ， 并 且 

(iii) zi € Oi; 吸引 | Oi(l < i < k). 
因而 ,， 开 和 集 U = {(zx,y) € R"|z € O,|z|+ ly <7} 及 KU; = {(7,y) € R"|z € 
Oi,|z| 十 lyl < r} 满足 定理 所 述 性 质 ， 其 中 7 > 0 为 某 一 常数 ， 定 理 证 毕 . 

定理 5.6 ”假设 (5.1.9) 中 mm = 3. 如 果 (5.1.7) 分 歧 出 的 吸引 子 OA 中 含有 
严格 的 两 个 奇 点 并 且 是 非 退 化 的 ， 那 么 下 面 两 个 结论 中 仅仅 有 一 个 成 立 : 

(1) Qs、 中 含有 至 少 一 个 周期 轨道 ; 

(2) Q、 = 52, 其 最 小 吸引 子 集合 是 由 单个 奇 点 zo < QA 构成， 并 有 8 存在 
z=0 的 一 个 邻 域 UC R", Q、C U, 使 得 zo 吸引 U/T， 这 里 是 一 个 维 数 
dimT 人 =n 一 2 的 集合 . 

特别 地 , 如 果 在 (5.1.7) 中 的 向 量 场 4A、 十 G 是 奇 的 , 即 G(-z, 入) = 一 G(z, 入 )， 
那么 Q、 一 定 含有 一 个 周期 轨道 . 

证 明 ”由 定理 5.1，Q 是 一 列 三 维 环形 流 形 的 极限 . 因此 ， 人 fs 一 定 含有 一 
个 二 维 不 变 集 世 , 在 那里 Poincaré-Bendizon 定理 是 有 效 的 . 因而 ， 由 OA 上 奇 点 
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的 正则 性 ， 对 任何 点 x € ,Zz 的 w 极限 集 w(z) 不 是 一 个 单 奇 点 就 是 一 个 周期 
轨道 . 

如 果 忆 不 含有 周期 轨道 ,那么 作为 一 个 二 维 闭 同调 球 ， 忆 中 所 有 的 点 都 是 
马 的 内 点 . 因此 兄 = 5?. 由 假设 推 知 QA = 工 = 52, 否则 ， 由 Poincaré-Hopf 指 
标定 理 ， QQ 一 定 含 有 多 于 两 个 的 奇 点 . 

因为 OA = S? 含有 仅仅 两 个 奇 点 且 都 是 非 退 化 的 ， 由 定理 5.1, 它们 的 指 
标 都 是 +1. 因而 这 两 个 奇 点 在 Q = 9? 中 不 是 吸引 子 就 是 排斥 子 (因为 Q 中 
不 含有 周期 轨道 ). 从 Poincaré-Bendixon 定理 可 推 知 ， 这 两 个 奇 点 中 一 个 是 吸引 
子 ， 而 另 一 个 则 是 排斥 子 ， 进 一 步 ， 这 个 吸引 子 ， 记 为 zk € DA, 在 Q 上 吸引 
QM/{z2} 这 里 zz e OA 为 排斥 子 ， 因 此 这 个 吸引 子 zl 吸引 x = 0 的 一 个 邻 域 ， 
除了 zz 和 z= 0 这 两 个 奇 点 的 稳定 流 形 外 . 结论 (1) 和 (2) 得 证 . 

当 疝 基 场 G(z, 入) 是 奇 函 数 时 ， 在 Q、 中 的 两 个 奇 点 有 相同 的 特征 值 . 因而 
它们 有 相同 的 局 部 拓扑 结构 . 由 上 述 结论 ， 这 意味 着 OA 一 定 含 有 一 个 周期 轨 
道 . 定理 证 毕 . 
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现在 考虑 更 一 般 的 动态 分 歧 ， 即 方程 (5.1.7) 的 不 变 集 分 歧 . 令 4 的 特征 
值 满足 下 面 性 质 


0 


ReBi(A) 4 = 0, 当 入 三 X0， Vlg&igm, (5.1.36) 
>0 (或 <0， 当 和 > 和， : 
ReB; (Xo) 0, vm+l<j;<n. (5.1.37) 


如 果 m= 奇数 ， 则 方程 (5.1.7) 一 定 从 (0, Xo) 处 分 歧 出 一 个 奇 点 . 当 m = 2 
并 且 Bi(A) = Ba( 和 ) 为 一 对 共 f 复 数 , 使 得 和 5(Xo) 夭 0, 下 面 的 Hopf 定理 表明 ， 
方程 (5.1.7) 从 (0, Xo) 分歧 出 一 个 周期 轨道 . 现在 的 问题 是 , 仅仅 在 条 件 (5.1.36) 
和 (5.1.37) 假设 下 ， 方 程 (5.1.7) 是 否 一 定 从 (0, Xo) 分 歧 出 一 个 不 变 集 . 在 一 般 
: 情况 下 ， 这 个 结论 不 成 立 . 然而 仍然 能 够 得 到 一 个 广义 的 Hopf 分 歧 观 点 . 

在 条 件 (5.1.36) 和 (5.1.37) 假设 下 ，(5.1.7) 在 入 = Xo 有 一 个 m 维 中 心 流 形 

M™={(r,y ER reENCR™, y=h(z,X0)), 
它 是 方程 (5.1.7) 在 入 = 和 0o 的 局 部 不 变 流 形 . 
称 这 个 中 心 流 形 M™ 是 稳定 的 (或 者 不 稳定 的 ), 如 果 M™ 的 w 极限 集 (或 


a 极限 集 ) 为 零点 
w(M™) = {0} 或 a(M™) = {0}. 


下 面 给 出 一 般 不 变 集 的 分 歧 定 理 . 
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定理 5.7 仿 条 件 (5.1.36) 和 (5.1.37) 成 立 ， 如 果 (5.1.7) 在 入 = Xo 的 中 心 
流 形 M™ 是 稳定 的 或 不 稳定 的 , 那么 (5.1.7) 从 (0, Xo) 处 一 定 分 歧 出 一 个 不 变 集 
FA( 和 天 Xo)), mm 一 1<dimF < mm, 而且 TT 是 一 个 (m 一 1) 维 同调 球 . 特别 地 ， 如 
果 m =2, 并且 TT 不 含 (5.1.7) 的 奇 点 ， 则 DA 一 定 含 有 一 个 周期 轨道 . 

当 限 制 在 中 心 流 形 上 时 ， 定 理 5.7 就 是 定理 5.1 的 推论 . 因而 这 里 省 去 定理 
5.7 的 证 明细 节 . 

从 定理 5.7 立刻 可 以 得 到 古典 Hopf 分 歧 定 理 . 

定理 5.8(Hopf 分 歧 定 理 ) ”假设 在 条 件 (5.1.36) 和 (5.1.37) 中 ，m = 2, 并 
且 B( 和 A) = Bz( 和 ), ImB1( 和 Ao) 闫 0. 那么 方程 (5.1.7) 从 (x, 入 ) = (0, Xo) 分 歧 出 一 个 
周期 轨道 . 

证 明 在 该 定理 的 条 件 下 ,方程 (5.1.7) 在 入 = Xo 的 中 心 流 形 Me 一 定 是 
下 述 三 种 情况 之 一 : (i)Mc 是 稳定 的 ， (ii)MM 是 不 稳定 的 ; ( 道 )M 含有 无 穷 多 
个 周期 轨道 . 情况 (这 ) 已 经 意味 着 周期 轨道 的 分 歧 . 因而 Hopf 分 歧 定 理 可 由 定 
理 5.7 推出 ， 证 毕 . 

下 面 给 出 一 个 例子 ， 它 表明 仅仅 在 条 件 (5.1.36) 和 (5.1.37) 假设 下 ， 不 变 集 
的 分 歧 可 能 不 发 生 . 
考虑 下 面 给 出 的 二 维 向 量 场 


( = Mr1 — 12 一 M3, 
2 = 


v2 一 AZa 十 2Z3 一 2zl172 十 Nt 


(5.1.38) 


容易 看 出 ， 向 量 场 (5.1.38) 没有 奇 点 从 (7, 入 ) = (0,0) 分 歧 出 来 . 实际 上 ， 从 
(5.1.38) 可 以 看 到 
T2V1 一 ZlV2 一 一 (z2 一 21)2 一 X2(z4 十 Z2) < 0， 
对 任何 (zl,zz) 尖 0, 入 0 成 立 . 
此 外 , 通过 采用 极 坐 标 方法 可 以 证 明 , 向 量 场 (5.1.38) 没有 周期 轨道 从 (0,0) 
点 分 歧 出 来 . 
向 量 场 (5.1.38) 在 (z, 和) = (0, 入) 的 局 部 拓扑 结构 如 图 5.5(a)~(c) 所 示 . 


(a) 入 < 0 的 情况 
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es 


(b) 入 = 0 的 情况 


(cj 入 > 0 的 博 况 
图 5.5 
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受到 Sm 吸引 子 分 歧 的 激发 ， 这 一 节 研 究 向 基 场 不 变 闭 流 形 及 其 稳定 性 问 
题 . 同时 对 一 类 特殊 向 量 场 证 明 其 分 歧 出 的 吸引 子 Q、 = S'. 这 一 结果 在 后 面 第 
七 和 第 八 章 的 应 用 中 是 非常 有 用 的 . 
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一 个 闭 流 形 就 是 一 个 无 边 紧 流 形 . 令 vwe C"(Q, R")(7 > 1) 是 一 个 向 基 场 ， 
QC Rn 为 一 开 集 . 令 M CQ 是 一 个 m 维 流 形 ，0 < m < nn 一 1. 在 这 一 节 总 是 
假设 向 基 场 v 的 不 变 流 形 M 是 闭 的 . 

一 个 点 zo E M 被 称 为 是 Cr(r > 1) 的 ， 如 果 存 在 zo 在 M 的 一 个 邻 域 
UC M, 使 得 U 是 C7 的 . 令 M 是 一 个 向 基 场 ve C7(M,R") 的 mm 维 不 变 流 
形 ，xz € M 是 一 个 C1 点 . 那么 存在 M 在 z 点 的 一 个 (n 一 m) 维 法 空间 Nz. 记 
vN, 为 v 在 法 空间 Nz 上 的 投影 ， 则 称 vy, 为 在 zeEAM 点 的 法 向量 场 ，z 为 
法 空间 Na 的 原点 . 

显然 ， 一 个 Crtr > 1) 流 形 M CQ 是 ve C"(Q,R") 的 不 变 流 形 的 充 要 条 
件 是 wv 在 每 一 点 ze M 的 法 向 基 场 vv, 满足 


vN,(z)=0, YreEM. (5.2.1) 
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定义 5.2 令 veCT (0,R")(r 之 1),M CQ 是 vv 的 一 个 不 变 流 形 . 称 M 是 
双 曲 的 ， 如 果 下 面条 件 成 立 

(1) M 是 C” 流 形 ; 

(2) 对 每 一 点 ZE Mu 的 法 向 量 场 vn, 在 z 点 是 正则 的 ， 即 vy, 在 z 点 的 
Jacobi 和 矩阵 Dvn, (7z) 是 非 退 化 的 ; 

(3) 对 所 有 ze M，Dwn,(z) 的 特征 值 实 部 不 为 零 . 

向 基 场 的 双 曲 不 变 流 形 是 双 曲 奇 点 及 双 曲 周期 轨 的 自然 推广 ， 类似 于 双 曲 
奇 点 的 稳定 流 形 定理 ， 对 于 一 般 双 曲 不 变 流 形 也 有 下 面 的 稳定 流 形 定理 . 

定理 5.9 令 M 是 vecrn,Rn)(r>1) 的 一 个 mm 维 双 曲 不 变 流 形 ， 那 么 
存在 两 个 唯一 的 流 形 W* 和 Ws, 称 为 M 的 不 稳定 流 形 和 稳定 流 形 ， 其 维 数 为 
dim W* 三 mm 十 dim Ws = mm 十 上 ,ki 十 k2 = n 一 m, 它们 能 被 特征 化 为 


W*= {re Rr"| dim dist(S(—t)z, M) = 0}, 
W’*= {re€R"| Jim dist(S(t)z, M) = 0}, 


其 中 S(t) 是 由 向 量 场 v 生成 的 算 子 半 群 . 此 外 ，W* 和 Ws 是 C" 的 并 且 在 M 
上 是 横 截 的 . 

证 明 因为 M 是 双 曲 的 ， 由 定理 2.20 和 (5.2.1), 对 每 一 点 ZE Mu 的 法 
向 量 场 vv,, 有 唯一 的 稳定 流 形 W; 和 不 稳定 流 形 环 *, 其 维 数 为 


dimW”™ = Ki, dimW” =ko. K+ko=nom. 
并 日 Wz 和 Ws 是 C7 的, 在 z 点 横 截 相交 ， 很 清楚 ， 下 面 集合 
W* =UseMWr, Ws’= UemW: 


正 是 该 定理 所 描述 的 流 形 ， 定理 证 毕 . 

一 个 双 曲 奇 点 具有 局 部 结构 稳定 性 的 性 质 ， 自 然 地 ， 也 可 以 相信 一 个 双 曲 
不 变 流 形 也 应 该 具有 某 种 意义 下 稳定 性 的 性 质 . 这 就 是 我 们 引入 下 面 关 于 不 变 
流 形 h 稳定 性 概念 的 动机 . 

定义 5.3 信 Ee C7T(Q, R")(7 > 1). 称 w 的 一 个 不 变 流 形 M 是 h 稳定 的 ， 
如 果 存 在 v 的 一 个 邻 域 OC Cr(Q, R"), 使 对 任何 ue O，w 有 唯一 个 不 变 流 形 
M1, 同 胚 于 M, 并 且 


d(Mi, M) = max dist(z, M) 一 0， 当 u = v, 
Xz ee 


这 里 h 稳定 性 代表 了 不 变 流 形 在 同 胚 (homeomorphism) 意义 下 的 稳定 性 . 

一 般 双 曲 不 变 流 形 不 具有 局 部 结构 稳定 性 性 质 ， 这 是 因为 一 个 双 曲 不 变 流 
形 M 可 以 是 由 奇 点 构成 ， 例 如 一 个 由 奇 点 构成 的 球面 M = 5™(m > 1) 可 以 是 
双 曲 不 变 的， 显然 它 不 是 局 部 结构 稳定 的 . | 
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然而 一 个 双 曲 不 变 流 形 M 具有 h 稳定 性 . 
定理 5.10 今 M 是 向 量 场 ve Cr(Q, R")(r > 1) 的 双 曲 不 变 流 形 ， 则 M 
是 hh 稳定 的 . 
证 明 令 dimM=m. 
第 一 步 . 因为 M 是 双 曲 不 变 的 ， 对 每 一 点 ze M, 由 (5.2.1),M 在 z 点 的 
横 截 法 空间 Nz 能 够 分 解 成 两 个 子 空间 El! 和 Ez 的 直 和 
Ns = E@E, dimEl=h, dimE, = k,, 


使 得 Bl 和 Es 是 v 的 法 向 量 场 vy。 的 特征 空间 ， 并 且 vn, 在 Ei 的 特征 值 
和 1,… ,和 x 和 在 E2。 上 的 特征 值 B1,… , Bi, 满足 


ReAi > 0(1 1 k1), Refj; <0,1 <1i< ko. (5.2.2) 


此 外 ， Wz 和 Ws 在 z 点 分 别 与 Bl 和 Ez 相 切 . 
由 定理 5.9 可 以 看 到 ， 存 在 一 个 M 的 管 形 邻 域 UC Q, 使 得 


Ai a(U)NU= WsnNU, 


M=w(U)Na(U) cr 


其 中 w(U) 和 a(U) 是 由 wv 生成 的 w 极限 集 和 a 极限 集 ，W"* 和 Ws 是 M 的 不 
稳定 与 稳定 流 形 . 

第 二 步 . 令 ue C7(Q,R"), 且 lu 一 vl > 0 充分 小 ， 那 么 存在 M 的 一 个 管 
形 邻 域 U, 使 对 任何 ze M, % 的 法 癌 基 场 ww。 有 一 个 唯一 零点 zo E Un Nz, 并 
且 Duw,(z0) 的 特征 值 和 i(w)(1 < i ) 和 B;(w)(1 < 7 < ko2) 满足 


Xi(u) 一 Ni 一 万 ， 当 一 1 
由 (5.2.2) 知 
ReMi(u)>0, lg<igk; ReB(u)<0, lg<j< ko. 
这 样 ， 在 ze M 的 法 空间 Nz 上 有 


May dap = WNU, 


(5.2.3) 
av(UnNz)nU = Wh ND, 


其 中 wn,(U nN Nz) 和 Qan,(Un Nz) 为 ww。 生成 的 w 极限 集 和 a 极限 集 ，W% 
与 WA 为 uv。 在 zo 点 的 不 稳定 流 形 和 稳定 流 形 ， 并 且 


dimWN =k1, dimWy, = kz. (5.2.4) 
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因此 ， 由 (5.2.3) 和 (5.2.4) 推 知 
wuUNU#G, ou(UINU#S, 
dim(wu(U)NU) m+ ki, (5.2.5) 
dim(au(U) NU) Zz m+ k2, 
其 中 wi 和 au 是 由 久生 成 的 w 极限 集 和 a 极限 集 . 
第 三 步 . 证 明 下 面 等 式 
d(Mi, M) = up dist(z, M) 一 0， 当 w = vv, (5.2.6) 


其 中 
Mi=w.(UVU)Na.(U) CU, 
Mf =w(U)naD) C LU 
该 证 明 与 定理 5.3 的 方法 是 一 样 的 ， 这 里 从 略 . 
第 四 步 . 证 明 Ma = wu(U)Nau(U) 是 同 豚 于 M 的 不 变 流 形 . 知道 Mi CU 
是 的 不 变 集 ， 由 (5.2.5)， 


由 (5.2.6), 对 每 一 点 ze Mi, 存在 一 个 Mi 在 z 点 的 一 个 (n 一 m) 维 横 截 空 
间 N, = R"™™, 使 得 u 在 Na。 的 投影 


ux,(7) = 0. 
此 外 ， 当 w Vv 时 ， N, 一 N,, 即 
dist(Nz, Ns)= sup dist(z,Nz) 一 0. (5.2.7) 
zENz,|z|=1 


车 Mi 与 M 不 同 胚 ， 则 存在 ze Mi, 使 得 在 Ne 上 , 或 者 us 在 NenD 
中 零点 不 唯一 ， 即 


us (zi) =0, zi€E NeNU, i=1,2,...,k, k>2. (5.2.8) 
或 者 z 是 us 唯一 零点 ， 但 是 退化 的 
v8.(®) =0, (5.2.9) 
det Dus. (2 = 0. 


在 另 一 方面 ， 从 (5.2.7) 及 (5.2.2) 可 以 推 知 ， 当 % 充分 通 近 wv 时 ，Z 是 ws, 
在 Ns nz 中 唯一 零点 并 且 非 退化 ， 此 与 (5.2.8) 和 (5.2.9) 相 矛 盾 . 因而 Mi 与 
M 同 胚 ， 定理 证 毕 . 

注 5.6 事实 上 ，w€ C"(Q,R") 的 一 个 不 变 闭 流 形 M 的 双 曲 性 条 件 也 是 
hh 稳定 的 必要 条 件 . 
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85.2.2 ”Sm 球面 吸引 子 分 歧 

在 这 小 节 ， 我 们 关心 S™ 球面 吸引 子 分 歧 (m > 1). 首先 对 特征 值 重 数 为 2 
的 情况 证 明 分 歧 出 的 吸引 子 QA = 3$1. 然后， 应 用 定理 5.10, 对 一 些 特殊 向 量 场 
证 明 一 般 的 Sm 球面 吸引 子 分 歧 . 

令 veEC"(Q,R2)(r > 1) 是 一 个 二 维 向 量 场 ， 由 下 式 给 出 


vA(z) = Mr — G(z,N), (5.2.10) 


其 中 
G(x, AN) = Gk(z,A) + ol|z|*), 


其 中 Gk 是 一 个 上 重 线性 向 晤 场 ，k = 2m + 1,m > 1, 满足 
Clz|*t! < (G(x, A), 7), (5.2.11) 


对 某 个 常数 C > 0. 

下 面 定 理 在 后 面 的 应 用 中 起 到 重要 作用 ， 它 表明 当 一 个 无 限 维 系统 在 中 心 
流 形 上 约 化 为 一 个 如 (5.2.10) 和 (5.2.11) 的 二 维 向 基 场 时 ， 该 系统 将 分 歧 出 一 个 
5S! 的 吸引 子 . 

定理 5.11 在 条 件 (5.2.11) 假设 下 ， 向 基 场 (5.2.10) 从 (z,A) = (0,0) 在 
入 > 0 处 分 歧 出 一 个 吸引 子 QA, OA 是 同 胚 于 一 个 圆周 51, 并 且 下 面 结 论 中 仅仅 
一 个 成 立 ， 

(1) Q、 是 一 个 周期 轨道 ; 

(2) Qa 包含 有 无 限 多 个 奇 点 构成 ; 
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(3) Qa 含有 最 多 2 二 1) = 4(m 二 1) 个 奇 点 ， 当 有 4N+mn(N+7mnz>1) 奇 点 
时 ， 其 中 2N 个 是 鞍点 ， 2N 个 是 稳定 结 点 (可 以 是 退化 的 ),m” 个 有 零 指 标 ， 如 
图 5.6 所 示 的 N = 1,n = 2 情况 . 

证 明 分 下 面 五 步 进 行 证 明 . 

第 一 步 . 显然 (5.2.11) 意味 着 z = 0 是 向 基 场 (5.2.10) 在 入 = 0 处 局 部 渐 近 
稳定 的 . 因此， 由 定理 5.1, 向 基 场 WA 从 (z,A) = (0,0) 在 入 >0 处 分 歧 出 一 个 吸 
引子 Qs 同调 于 5S". 

第 二 步 . 令 QA 没有 奇 点 . 那么 ， Qs 一 定 至 少 含有 一 个 周期 轨道 .需要 证 
明 Qa 仅仅 含有 一 个 周期 轨道 ， 取 极 坐标 如 下 

zl 一 7cos0， zz 一 让 Sin0. 
那么 向 其 场 v、 的 方程 变 为 


dr _ cosbvl 十 Sin bu2 


dg cosbus — sinOvi (5.2.12) 


我 们 看 到 

cosbul = Mr cos* 0 一 cosggi(rcosg,rsinb, 入 )， 

sin gu = Xrsin20 一 singgz(rcosg,rsing, 入)， 

cosbgu2 = Mr cos 0 sin 0 — cos Og2(r cos 0,r sinO, 和)， 

sinbv1 = Mr sinb cos0 — sin bgi(r cosO,r sinb, 和), 
其 中 Gl(z, 入 ) (g1 (z, 入 )， 92{(Z， A)). 令 

gi(z,A) = gki(z, A 和) + o(|z|*),， i = 1,2. 
由 (5.2.11), (5.2.12) 被 改写 为 
dr A—r2m(cosQgki + sinOgk2) + o(r*™) 


一 ， 5.2.1 
db r2m~1(sin Ogk1 — cos Ogk2 + o(7)) 人 
根据 (5.2.11) 有 

C < cosb9gkl(cosb,sinb, 入 ) -sin0gkz(cos 0,sin 0， 入 ). (5.2.14) 


另 一 方面 ,由 假设 ，Qa 对 任 和 > 0 充分 小 含有 一 个 周期 轨道 ,因此 (5.2.13) 
的 分 母 不 能 为 零 ， 即 


0<C 和 sinbgki(cosb,sinb) ~ cosOgr2(cos0, sin0) + O(7), [5.2.15) 


对 任何 0 < 9 < 2r 和 某 个 常数 C > 0. 条 件 (5.2.15) 意味 着 v、 的 轨道 是 绕 着 
z 二 0 点 盘旋 的 ， 并 且 不 能 沿 径 向 + 运动 ， 这 一 点 由 OA 不 含 奇 点 和 (5.2.11) 所 
保证 . 
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令 r(9,70) 是 方程 (5.2.13) 的 解 ， 其 初 值 为 r(0,ro) = ro, 那么 有 下 面 Taylor 


展开 
r2™ 下 2m 
， (6, Fa ra™ + R(O) :olrof2™), a 
R(0) = 
然后 从 (5.2.13) 和 (5.2.16) 可 以 推出 
到 加 代入 一 r2ma(b) 十 olr2m) 
re (27, 70) 一 (0, ro)] -| 0 
= 2r(aA — br2™) + o(r2™), (6:2.17) 
其 中 
27 1 
-= 1 BO + Om 
27 ab) | 
B(0) + O(r) om 


= = COS Ogk1 十 Sin0gk2， 
B(0) = sin gk1 ~ cos 09k2. 


从 (5.2.17) 可 以 看 出 w 在 z= 0 附近 的 周期 轨道 一 一 对 应 于 下 面 方程 的 正 
解 


2r(aA — br2™) + o(r2™)=0. (5.2.18) 


由 (5.2.14) 和 (5.2.15) 可 知 a > 0 及 b> 0. 因而 ， 对 任何 入 > 0 充分 小 ， 方程 
(5.2.18) 在 > = 0 附近 有 唯一 的 正解 


1 
Zrm 
ee (全 ) + oA 直 ). 


这 就 证 明了 Qs 含有 唯一 的 周期 轨道 

第 三 步 . 将 证 明 Qs 要 么 含有 有 限 个 奇 点 ， 要 么 含有 一 图 奇 点 , 即 有 一 个 由 
奇 点 构成 的 57, 并 且 如 果 OA 只 含有 限 个 奇 点 ,那么 这 些 奇 点 个 数 最 多 为 2(k 十 1) 
不 


事实 上 ， 如 果 
Z1 _ 91(7,N) 
Z2 gz2(z, 入 ) 
那么 Q\ 有 一 圈 奇 点 ， 否 则 由 (5.2.11), va 在 z = 0 附近 的 奇 点 数 是 有 限 的 ， 并 
且 奇 点 的 最 大 数 是 由 下 面 方程 确定 


AT — Gx(z, A) = 0. (5.2.19) 
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因为 Ck(z, 入 ) 是 上 重 线性 函数 , 方程 (5.2.19) 的 奇 点 一 定 是 在 直线 za = azl 
上 ， 其 中 a 满足 


= gk2(Z1, T2, 入 ) gk2(1, a, 入 ) 
gki(T1,T2,N) gri(l, a, N) 


(5.2.20) 是 一 个 上 十 1 次 代数 方程 ， 因而 最 多 具有 上 十 1 个 解 ， 因 为 k= 奇数 ， 方 
程 (5.2.19) 解 的 数目 最 多 是 2(k 十 1) 个， 这 就 是 要 证 明 的 结论 . 

第 四 步 . 令 OA 含有 一 圈 奇 点 .要 证 明 OA = 51. 

在 极 坐 标 下 ， wa 在 7 的 投影 为 


vr(0,7) = (vA (2), 2) = WP rk+la(b) + o(r*+!), 
其 中 a(0) 如 (5.2.17) 中 所 定义 ， 由 (5.2.14)， 


0<C1<a(0)<C2, VO<O0< 27. 


‘(5.2.20) 


显然 对 每 个 8(0 < 9 < 27), vw 在 7 = 0 附近 存在 唯一 零点 7r、(9) > 0. 因此 ,下面 
集合 
fA = {(0, rx(0))| w(g,rx(9)) =0, 0<0<2r} 


是 同 胚 于 一 个 圆圈 S ,并且 ， 、 z= 0 附近 的 所 有 奇 人 9 中. 这 就 意味 着 
人 1、 就 是 Q、 所 含 的 一 圈 奇 点 . 


9kl = Qariza, T= 1,2. (5.2.21) 
1 十 7 一 大 


由 第 三 步 知 道 zzgki = X19k2. 从 (5.2.11) 推出 
0< alo 三 ak_1l1. 
对 于 va 的 奇 点 (za,0), 有 
KF1 = (Malo)mr, (5.2.22) 
因而 可 得 
divux(2 ,0) = 2 入 一 (kalo + a?_1)rt ! + o(z1™) 


= 一 全 一 1)A+oA) ”( 由 ako = ak-u 和 (5.2.22)) 
< 0， vA > 0 充分 小 . 
用 同样 的 方式 ， 对 任何 立 e QA, 取 一 个 正 交 坐标 系 ， 使 得 3X 是 在 1 一 轴 


上 ， 可 以 证 明 
divyx(Z) <0, VYz E Qa. 
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这 就 意味 着 Q、 = QA = 51. 
第 五 步 . 当 QA 中 含有 有 限 个 奇 点 时 ， 证 明 OA = 51. 
由 Brouwer 度 理论 ， 从 (5.2.11) 可 推 知 ， 对 zx = 0 的 某 个 邻 域 QC R?,v、 的 
拓扑 度 为 
deg(v,Q,0) = 1， YIA| > 0 充分 小 . 


由 
ind(vx;,0) =1， VIA 0， 
因此 有 
>》 ind(v,zi) = 0 (5.2.23) 
ZE 和 


今 zeE Qs 是 va 的 一 个 奇 点 , 不 失 一 般 性 ， 取 正 交 坐标 系 ,使 得 > = (zx1,0). 
然后 由 (5.2.11) 和 (5.2.21) 可 知 ， 了 从 在 z 的 Jacobi 和 矩阵 为 


Dv\(z) = | he NO ) ， (5.2.24) 


0 (1 — oak_11/Qk0)A 


那么 alo > 0. 显然 Dux(z) 有 一 个 特征 值 8 = 一 (k 一 1) 和 十 0( 和 ) 关 0. 因此 对 v、 
的 任何 奇 点 ze Qa, va 在 z 点 的 指标 只 能 够 是 1, 一 1,0 这 三 种 情况 . 容易 看 出 ， 
如 果 指 标 是 1, 那么 z 是 一 个 稳定 结 点 . 

令 va 在 z 点 的 指标 为 一 1: 


ind(va, z) = —1. | (5.2.25) 


当 ak_ll 关 Qjo 时 ， 由 (5.2.24), z 是 非 退 化 的 . 因此 w 在 z 点 有 一 个 唯一 的 不 
稳定 流 形 ， 这 正 是 我 们 所 需要 的 性 质 . 
当 ak_11 = Qko 时 ， 如 同 第 四 步 中 的 证 明 可 知 


divwx(z) 王 一 (KE 一 1) 入 十 ol 和) < 0. (5.2.26) 


如 果 w 在 z 点 的 不 稳定 流 形 不 是 唯一 的 ， 那 么 w 在 z 点 的 局 部 结构 是 拓扑 等 
. 价 于 如 图 5.7 所 示 的 结构 . 
在 另 一 方面 ，(5.2.26) 意味 着 存在 ze QA 的 一 个 领域 OC R?, 使 得 


divvu\(7) <0, Yr E OO. 
这 意味 着 对 任何 开 集 Oc O, 存在 如 > 0, 使 得 
IO > 10:l, 0<t<, (5.2.27) 


这 里 |O| 表示 O 的 面积 ，Ot = 5(t)O, S(t) 是 由 w 生成 的 算 子 半 群 . 
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5.7 ”区 域 P 的 流 是 从 z 点 出 来 


然而 ， 很 清楚 对 任何 开 集 O C Pc O, 区 域 P 如 图 5.7 所 示 ， 性 质 (5.2.27) 
不 成 立 ， 因 而 v 在 z 点 的 不 稳定 流 形 一 定 是 唯一 的 . 

用 同样 的 方式 可 以 证 明 ， 如 果 vwa 在 z 点 的 指标 为 0, 那么 va 在 > 点 的 不 稳 
定 流 形 也 是 唯一 的 . 

由 Poincaré-Bendixson 定理 ， va 在 所 有 指标 为 0 和 一 1 的 奇 点 不 稳定 流 形 
一 定 是 连接 到 指标 为 1 的 奇 点 ， 如 图 5.6 所 示 . 这 样 由 指标 为 0 和 一 1 奇 点 的 不 
稳定 流 形 唯一 性 ， 所 有 奇 点 以 及 它们 的 不 稳定 流 形 所 构成 的 集合 是 一 个 圆圈 57. 
因而 Qs = S51. 定理 证 毕 . 

定理 5.11 中 第 四 步 的 证 明 对 一 般 满足 (5.2.10) 和 (5.2.11) 的 问 基 场 wAE 
CT(Q, R") 也 是 有 效 的 ， 也 就 是 说 下 面 定理 成 立 . 

定理 5.12 令 v、EC"7(Q,R") 是 一 个 由 (5.2.10) 给 出 的 n 维 向 量 场 满足 条 
件 (5.2.11), 那么 va 从 (z,A) = (0,0) 在 入 > 0 处 分 歧 出 一 个 吸引 子 OA . 如 果 0、 
含有 有 (n 一 1) 维 球 5"-! 是 由 va 奇 点 构成 ， 则 OA = 5”. 

现在 应 用 定理 5.10 对 下 面向 量 场 证 明 球面 吸引 子 的 分 歧 定 理 . 令 v、 EE 
Cr(Q, R") 由 下 式 给 出 


oOA(Z) = Mr — alrl "r+G(z,N), rE Rn (5.2.28) 
其 中 mm > 1,a > 0 是 一 个 常数 ，G(z, A) 满足 
G(z,A) = ol(lz|2m+1)， vAER'. (5.2.29) 


定理 5.13” 令 ve C7(0,R") 是 由 (5.2.28) 给 出 满足 条 件 (5.2.29), 那么 必 
从 (z, 入 ) = (0,0) 在 入 > 0 分歧 出 一 个 S": 球面 吸引 子 . 
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证 明 ”考虑 向 量 场 wx(z) = 和 zr 一 alzl*™z, 则 显然 w 从 (7x, 入 ) = (0,0) 在 
入 > 0 分 歧 出 一 个 球面 吸引 子 S*“!, 并 且 S*-! 是 由 奇 点 构成 


Sl= {rE R"| |z|= (Ma)™}. 


此 外 ，wa 在 SX%x 的 法 空间 Nz 投影 为 


Ur =Ar—arm"tl 7 一 |z|， 


并 且 对 任 ze Sx 有 
(三 ct) = —2mA < 0. 


因而 由 定理 5.10, wa 的 不 变 球面 S*”! 是 h 稳定 的 . 此 外 ， 由 条 件 (5.2.29), 在 
z= 二 0 的 一 个 小 邻 域 OC R 内 wa 是 w 的 一 个 摄 动 , 这 意味 v、 从 (7x, 人 入) = (0,0) 
.分歧 出 的 吸引 子 Q、 是 同 胚 于 (n - 1) 维 球面 5S"-!. 定理 证 毕 . 

注 5.7 考虑 向 量 场 we Cm"(Q,R") 由 下 式 给 出 


vA(T) = AT — G(r,N), TENCR,, 


其 中 G(z, 入 ) = o(lzl) 取 R" 中 的 球 坐标 2 = (加 ,7), 7 为 径 向 坐标 ， 更 为 5 
上 的 球面 坐标 。 则 va 在 径 向 7 的 投影 w = (va, 名 7) 可 表示 为 
vr = Ar 一 f(r, ,A). (5.2.30) 


假设 ， 如 果 对 任 和 > 0 充分 小 ， 对 每 个 更 e 5" 函数 (5.2.30) 在 7 = 0 附近 有 
唯一 解 >(@) > 0, 并 且 


Sta) <0, vBesS"-l, (5.2.31) 


可 以 推 得 ， 在 条 件 (5.2.31) 假设 下 ， 向 量 场 (5.2.30) 从 (zx, 入 ) = (0,0) 在 入 > 0 处 
一 定 分 歧 出 一 个 球面 5S"! 吸引 子 . 
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85.3.1 主要 定理 


这 一 节 主 要 考虑 向 量 场 不 变 集 分 歧 的 结构 稳定 性 ， 这 不 仅 包括 分 歧 点 的 稳 
定性 ， 并 且 包 括 向 量 场 在 分 歧 解 的 局 部 结构 稳定 性 ， 这 使 我 们 能 够 更 好 地 理解 
向 量 场 具 有 稳定 性 和 普遍 性 分 歧 类 型 的 基本 特征 . 
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令 QC R" 是 一 个 开 集 ，z =0€Q 及 和 ET= (abc R!. 记 参 数 化 向 量 
场 空间 为 


Cel(QxI,R")={v:QxI—R"| v0,N) =0, vA eT), 
其 范 数 定义 为 


一 2 vl||. 
vom = sup 2 IDSv| + |Dav| + IDSzol 
显然 ， 如 果 ve CK'1(Q x 了 R")(k > 1), 那么 v 关于 z e Q 是 上 次 连续 可 微 的 ， 
关于 入 是 连续 可 微 的 ， 并 且 v 可 表达 为 


v(:, 和 A) = As + G(:, 和 ), z (5.3.1) 


其 中 A、 和 G(,A) 与 (5.1.7) 和 (5.1.8) 中 的 相同 . 
4、 的 实 单 特征 值 和 复 单 特征 值 关 于 和 是 连续 可 微 的 9, 它 们 能 够 表达 为 


Bi(A) = ai 十 ai 入 十 o(| 和 |)， 1 


下 面 给 出 ve 00" (QW x ,R") 的 动态 分 歧 结 构 稳 定性 的 定义 . 

定义 5.4 令 uwlvzE Co x 了,R"), 和 ,M2 ET 是 vi(z,p) 和 v2z(z,p) 的 
一 个 分 歧 点 ， 分 上野 出 不 变 集 T1(p) 和 Taz(o). 称 Xi 和 Xz 具有 相同 的 分 歧 结构 ， 
如 果 在 入 和 和 2 相同 一 侧 nl 一 和 i= pz 一 和 2, v1 和 wo 在 分 歧 出 的 不 变 集 Ti(pi) 
和 Ta(pz) 是 局 部 拓扑 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 存 在 Ti(pi) 的 一 个 邻 域 Vi C R" 及 一 
个 同 胚 p : U1 一 Uo, 使 得 映 wvi 在 六 的 轨道 到 v 在 Uo 的 轨道 上 并 保持 定向 
不 变 . 

定义 5.5 令 ve CKm1(Q x 了,R"), Mo ET 是 v(z, 入 ) 的 一 个 分 歧 点 . 称 和 0 
是 在 C*1(Q x 了, R") 中 结构 稳定 的 ， 如 果 对 任何 e > 0 充分 小 , 存在 v 的 一 个 邻 
域 OC CK'1(Q x 了, R"), 使 得 对 任何 w€ O,u 有 一 个 分 歧 点 Ai 满足 | 和 一 和 ol < s， 
并 且 Ni 与 Xo 有 相同 的 分 歧 结构 .如果 v 的 所 有 分 野 点 都 是 结构 稳定 的 ， 则 称 
v 在 Ck1(Q x 丰 Rn") 中 是 动态 分 歧 结构 稳定 向 量 场 . 

令 ve CK1(Q x 了 R")(k > 1), Mo E 了 称 为 是 一 个 重 数 为 m 的 特征 参数 ， 如 
果 A、 = Dv(0, 入 ) 的 特征 值 8; 在 Xo 处 满足 下 面条 件 


ReBi(Xo) 一 0， 1 < 2 < mn, 
ReBi(Xo) #0, m+l<g<ji<n. 


(5.3.2) 


Xo ET 称 为 是 单 特征 参数 , 着 m ==1 对 Bi(Xh0o)==0 及 m=2 对 Bi(N0) = 2( 和 0)= 
iB(B 关 0). 若 和 AoE 了 是 单 特征 参数 ， 并 且 在 (5.3.2) 的 特征 值 满足 


全 Repj(Ag) x0, l1<igm, (5.3.3) 
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则 Xo 称 为 正则 特征 参数 . 

下 面 定 理 给 出 动态 分 歧 结 构 稳 定性 的 充 要 条 件 . 

定理 5.14 今 ve 00" (Nx,R") 及 A EI 是 v 的 一 个 单 特征 参数 .那么 
存在 一 个 数 MXo), 称 为 v 在 Xo 的 分 歧 数 ， 连 续 的 依赖 于 llullcs:, 使 得 下 面 结 论 
成 立 : 

(1) 和 0 是 的 结构 稳定 分 歧 点 充 要 条 件 为 Xo 是 正则 的 ,并 且 对 应 的 分 导数 
b(Xo) #0. 

(2) 若 Mo 有 重 数 中 =1 及 MXo) 关 0, 那 么 vtz,A) 在 和 =》 的 每 一 边 分 歧 
出 唯一 奇 点 分 支 z(A), 并 且 是 双 曲 的 . 此 外 ， 当 Bi(A) < 0( 入 夭 Xo) 时 ， rz(A) 有 
Morse 指数 大 +1, 当 B(A) > 0 时， 有 Morse 指数 大, 这 里 k= 特征 值 Re3i(Xo) > 0 
的 数 . 

(3) 若 Xo 重 数 mr = 2, 当 b( 和 0) > 0 时，w(z, 入 ), 在 ReB1( 和 ) < 0 一 侧 分 歧 
出 唯一 周期 轨道 PT, 当 MXo) < 0 时， 在 ReB1( 和 ) > 0 一 侧 分 歧 出 唯一 周期 轨道 
分 文 ， 并 且 Ts 是 双 曲 的 . 

定理 5.15 ”一 个 参数 化 向 基 场 ve C0”(Q x 71, R") 是 分 歧 结构 稳定 的 ， 其 
充分 必要 条 件 为 : 

(1) wv 的 所 有 特征 参数 是 单 的 并 且 是 正则 的 ; 

(2) v 的 所 有 分 歧 数 是 非 零 的 . 
进一步 ， 所 有 分 歧 结构 稳定 的 向 量 场 集合 在 C0"(Q x 1, R") 是 开 稠 集 . 

注 5.8 我 们 注意 到 , 在 CI (Q x 了 ,R") 中 没有 向 量 场 是 分 歧 结构 稳定 的 ， 
除了 这 些 向 其 场 ， 它们 对 所 有 和 e 了 没有 分 歧 发 生 . 在 C9" (Q x 了,R") 中 ， 所 有 
分 歧 结 构 稳 定 的 向 基 场 就 是 这 些 特征 参数 是 正则 的 其 重 数 m = 1. 
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定理 5.14 的 证 明 就 重 数 m = 1 和 m = 2 这 两 种 情况 分 别 进行 证 明 . 

情况 1 Xo 有 重 数 m = 1, 分 几 步 进行 证 明 . 

第 一 步 . 中 心 流 形 约 化 . 对 应 于 向 量 场 (5.3.1) 的 方程 在 入 = Xo 附近 能 够 被 
分 解 为 


， (5.3.4) 

dt 
其 中 为 对 应 于 特征 值 82( 入 ),… ,Bn( 入 ) 的 Jordan 和 矩阵， 从 条 件 (5.3.2)( 那 里 
m = 1) 和 中 心 流 形 定理 ， (5.3.4) 的 动态 分 歧 以 等 价 于 下 面 的 约 化 分 歧 方程 


Fe r€R), 


= y+ G2(7,Y, 和), YE NR 


= Bi(A)z + G1(z, (7,N), A). (5.3.5) 
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由 (5.3.2) 和 (5.3.3), 81( 和 ) 满足 


<10( 或 > 0)， 当 入 < 和 Xo， 
Bi(A) 4 一 0， = Ag 
> 0( 或 < 0)， 当 入 > Xo. 


由 假设 ，Gi 在 z=0 是 C” 的 有 Taylor 展开 


Gi(zx, ®, A) = b(A)z? + c(A)zs + ol|zb), (5.3.6) 
其 中 2 
0,0， 
UA 


b( 和 0) 就 被 定义 为 在 Xo 的 分 歧 数 ， 显 然 b() 人 入 和 wv 的 C” 范 数 
lullc>. 

第 二 步 ， 我 们 可 以 看 到 当 oo) 天 0, 方程 (5.3.5)~(5.3.6) 在 入 = Xo 的 每 一 
边 都 严格 地 分 歧 出 一 个 奇 点 分 文 0 其 表达 为 如 下 形式 


z*(A) = -so058 Bi(A) + o(|B11). (5.3.7) 


显然 (z,y) = (7*( 和 ), 鲁 (z*, 入 )) 是 方程 (5.3.4) 从 (0, 和 0) 在 入 = 和 0 的 每 一 边 分 歧 
出 的 奇 点 分 支 . 
证 明 z(A) = (z*,B(z*, 入 )) 是 v 的 一 个 双 曲 奇 点 . 由 于 中 心 六 形 函数 P(r, A) = 
o(|z|), 由 (5.3.6) 和 (5.3.7) 从 (5.3.4) 可 推 知 


i re | Geode | 
0 改 DG2(7”, P(r*, A), N) 
a — Bi1(A) + ol|B1|) OU (5.3.8) 
O(B1) J + O(B) 
以 及 
sign det]\, Bi(A) <0 


sign det Dv(z, 入 ) = E (5.3.9) 
一 sign detJs, Di(A) > 0. 


由 假设 ， .人 是 双 曲 的 ， 由 (5.3.8) 可 知 Pu(z, A) 对 任何 | 和 一 和 ol > 0 充分 小 也 是 
双 曲 的 ， 从 (5.3.9) 可 知 


k++1， 当 Bi( 和 A) < 0， 
1 < 一 
k, 当 B1 (和) > 0， 
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其 中 ki 是 奇 点 z 的 Morse 指数 ， 大 为 作 中 有 正 实 部 特征 值 数 ， 这 样 结论 (2) . 
被 证 明 . 

第 三 步 ， 结论 (1) 的 充分 性 . 令 Ao 是 正则 的 及 MAXo) > 0( 对 bw(Xo) < 0 的 情 
况 证 明 是 一 样 的 ). 因为 特征 值 Bi(A) 在 Xo 是 C1 的 ， 对 任何 < > 0, 存在 5 > 0 ， 
使 得 若 ve C9” (Q x 了 Rn), 并 且 


wa = va < 0， (5.3.10) 
则 vi 和 w 的 特征 值 万 (A) 和 B(A) 满足 


Bi =a( 入 一 和 Xo) 十 o(I 入 -和 Xol),a 关 0 
= am 人 (和 A- 和)+o(I 入 -入 |)， (5.3.11) 


la 一 al < es,|Xo 一 入 <E， 


因此 可 以 推 知 ， 存 在 v 的 一 个 邻 域 OC C0"*(Q x 了 Rn), 使 得 对 任何 v1 € O, vi 
有 一 个 重 数 m = 1 的 正则 特征 参数 Xi, 使 得 | 和 1 一 Ao| < s, 并 且 wi 在 入 i 的 分 歧 
数 bi(Ai) > 0. 

称 一 个 线性 向 量 场 4 是 双 曲 的 , 若 4 的 所 有 特征 值 实 部 不 为 零 ， 4 的 具 
有 负 实 部 的 特征 值 数 被 称 为 4 的 指标 ， 两 个 线性 向 量 场 4 和 B 拓扑 共 轿 的 (或 
拓扑 等 价 ) 充分 必要 件 是 4 和 B 为 双 曲 的 并 且 有 相同 的 指标 [79]. 

令 妈 (和 ) 是 从 (0, 入 ) 分 歧 的 奇 点 分 支 . 由 结论 (2), Du(z, po) 和 Dvi(z1,p1) 
对 po 天 Xo 和 pi 关 和 1 是 双 曲 的 ， 男 一 方面 由 (5.3.10) 和 (5.3.11), 有 

一 诛 (p1) 二 ol(| 记 |)， ”0O( 斥 ) ) a 


D = Ne we ~ 
ne | Om jh, + O(B) 


其 中 
1 六 一 六 < 5 5 如 (5.3.10). 


因此 ， 从 (5.3.8) 和 (5.3.12) 推 知 对 pi 一 入 1 = po 一 和 o, Dv(z,po) 和 Dwil(z1,p1) 有 
相同 的 指标 .再 由 Hartman-Grobman 定理 ， 得 到 结论 (1) 关于 m = 1 的 充分 条 
件 . 

第 四 步 . 必要 性 . 在 (5.3.6) 中 , 若 MXo) =0 及 c(Xo) 季 0, 显然 能 够 找到 w， 
使 得 vi 的 分 野 点 Al 及 分 歧 数 5(A1) 关 0, 并 且 b( 和 A1) 一 0, 和 Ai 一 Xo, 当 人 一 20， 
但 是 vi 与 vo 有 不 同 的 分 歧 结 构 .. 若 MXo) = c(Xo) = 0, 那么 vv 能够 被 vi 和 wz 在 
C3'1(9 x 了 Rn) 中 通 近 ,使 得 vi 的 分 歧 数 bi( 和 A1) 夫 0, 但 的 分 歧 数 bo(X2) =0 
及 c2( 和 2) 关 0, tn 与 vw 有 完全 不 同 的 分 歧 结构 . 因此 Xo 不 是 分 野 结 构 稳 定点 ， 

当 和 0 不 是 正则 时 ， 即 Pi = ol(| 和 一 和 ol), 那么 v 能够 被 vw e Co (Q x 了 Rn) 
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通 近 ， 这 里 Dvn(0, 入) 在 Xe 附近 有 如 下 特征 值 


0， 入 E [No 一 EN,》Xo 十 EN|]， En 一 0， AN 一 co， 
pr -| 
0, 和 gl{N— en,NM +en]. 


显然 vv 的 分 歧 结 构 在 入 = Xo 附近 与 v 不 同 . 

这 样 ， 对 m = 1 情况 结论 (1) 和 (2) 得 证 . 

情况 2。 Xo 有 重 数 m = 2. 为 了 简单 ， 令 v(z, 和) 能 够 被 表达 成 如 下 形式 ， 
这 通过 一 个 坐标 变换 可 以 做 到 


Ce( 入 ) 一 1 0 T1 Cl(z， y) 
v(z, 入 ) = ] c( 入 ) 0 rT2 | 十 | G2(7z,y) | ， 
0 0 B\ y G3a(T,Y) 


其 中 二 (z,2),Z = 2 E QnmnR ,ye 人 


u 的 约 化 方程 可 表达 为 
a = CG( 和 )zli 一 Z2 + f(x1, x2), 
一 (5.3.13) 
i 三 TX1 十 a(t)r» 十 falzx1, T2), 
其 中 
<0 (或 >0)， 当 入 < 》0， 
ac 人 (A) 一 0, A 一 入 0， 
> 0 (或 < 0)， 一 
fi(7) = Gi(7, h(z, A)), 1 一 1,2， 
其 中 为 中 心 流 形 函 数 . 由 Taylor 展开 
2 n—l 
fi(z)= D> abgzgz t+ DD bz 十 (lz (5.3.14) 
2<p+gq<3 j=1 k=1 


其 中 


yk = he(z,N) = 2, Crizs +o(lzh), 
r 十 5 二 2 
Or+4G:i(0, 0) 
”二 一 一 一 一 一 < , < ; 一 1 ZI 
a a! OP q<3, i 1,2 
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02G,(0,0) 
b= 

J OTjOYk | 
Ce ES 


"Ori0rs ' 
显然 这 些 系数 a5, 的 : 和 ,连续 地 依赖 于 入 和， 的 范 数 IIvl|cs.. 
取 极 坐标 1 三 T CoOs0, Ta2 二 rsing. 那么 有 


dr 加 dx] dix2 

pn = 0 + sing—e, 
dz dzi 

i 二 cose dt 一 sb 一 


从 (5.3.13) 和 (5.3.14) 可 推出 
dr _ aAr2 +rcosOfi(rcosb,rsing) +rsin8fo(r cosb,rsinO) 
do r+ cos0fo(rcosb,rsinb) — sinbfi(r cosh,r sind) 


= [QAr + ur? + vor’ + o(r3)]{1 + wir + var? + o(r?)] 
= ar 十 (ua 十 ar + (iv + v2 + ov2)r 十 of 六 )， (5.3.15) 


其 中 心 ,uiG = 1,2) 是 cos9 和 sin9 的 (+2) 阶 的 齐 次 函数 ， 并 且 连 续 地 依赖 于 
在 (5.3.14) 中 的 系数 apo, 0 和 crs. 


容易 验证 
aa 上 autolag =0. (5.3.16) 
0 
令 
b( 和 ) = | ‘Tot (9) 十 2(9) 十 al( 和 )uz(0)]ad0. (5.3.17) 
则 MXo) 被 定义 为 v 在 和 0 的 分 收 数 . 


下 面 分 三 步 完成 m = 2 情况 的 证 明 . 
第 一 步 . 当 Mo) > 0 时 , 在 a(A) < 0 的 一 侧 ， 以 及 当 MXo) < 0 时 , 在 
a( 和 ) > 0 的 一 侧 ， v(z, 入 ) 分 歧 出 唯一 的 一 个 周期 轨道 分 支 . 
上 述 结论 是 已 知 的 .然而 为 了 完备 性 仍 给 出 证 明 . 
令 r(9, 入 ,a) 是 (5.3.15) 的 解 ， 其 初 值 为 7(0, 和 ,a) = a.7 关于 a 是 三 次 可 微 
的 ， 那 么 7(9, 和 ,a) 在 a = 0 的 附近 可 展开 为 (由 (5.3.15)) 
r(b, A,a) = (1 +a(A)ro(b))a +o(a*),. ro0(0)=0. 


为 了 简单 ， 记 7(9, 入 ,a) 为 7(9,4). 
在 另 一 方面 ， (5.3.15) 可 改写 为 
1dr _ a 


人 + (ua 十 aul) 十 (Wu1U1 十 ua2 十 auv2)r 十 of7). (5.3.18) 
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对 (5.3.18) 两 边 从 9 = 0 到 9 = 2r 进行 积分 , 注意 右 端 r(g,a) = aa(A)ro(g)a 十 
o(Q?), 再 由 (5.3.16) 可 得 
r(27r,Q) — 7(0, a) 


re b(A)a? + o(a’), (5.3.19) 
其 中 
27 
cla N= farol0) + o(a)ri(0, Na 
C(O0, Ao) = 27. 
容易 看 到 ， 下 面 方程 的 每 一 个 正解 a > 0， 
c(a, X)a(A) +b(A)a2 +o(a*)=0 (5.3.20) 


都 对 应 (5.3.13) 的 一 个 经 过 (71,72) = (0,a) 的 一 个 周期 轨道 ， 显 然 方 程 (5.3.20) 
的 正解 对 WMA) : a( 和 ) < 0 是 唯一 的 . 这 样 完成 了 第 一 步 证 明 . 

第 二 步 . 分 歧 出 的 周期 轨道 T、 是 双 曲 的 . 为 了 方便 ， 首 先 介 绍 PoincarE 映 
射 和 双 曲 轨道 的 概念 ， 这 些 基本 的 概念 都 能 在 标准 的 动力 系统 教科 书 和 专著 中 
见 到 [3]. 

令 了 是 向 量 场 v 的 一 个 周期 轨道 ， zo Er 为 一 点 . 令 忆 是 在 zo 点 横 截 于 
v 的 一 个 截面 ( 即 忆 横 截 于 7). 

这 个 以 zo 为 起 点 的 周期 轨道 > 在 经 过 时 间 TT > 0 后 又 回来 与 马 相交 于 zo 
点 ， 这 里 了 为 > 的 周期 .由 于 wv 的 流 的 连续 性 ， 存 在 zo 的 一 个 领域 过 C 忆 ,使 
得 对 每 一 点 z € 允 , 这 个 以 z 为 起 点 的 轨道 经 过 某 个 时 刻 t > 0 又 回来 与 马 相 
交 于 允 于 一 点 y. 这 样 就 定义 一 个 映射 P:U 一 忆 为 P(z) = y, 这 里 y 就 是 以 
zezr 为 起 点 的 轨道 回来 与 马 第 一 次 相交 的 点 .这 个 映射 P 就 称 为 周期 轨道 7 
相关 联 的 Poincaré 映射 .如 图 5.8 所 示 . 


Same 


5.8 
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Poincaré 映射 已 :TU 一 P(U) 是 一 个 同 肽 ， 并且 P 的 每 一 个 不 动 点 zo 对 应 
于 wv 的 一 个 周期 轨道. 
称 了 是 的 一 个 双 曲 周期 轨道 ， 如 果 zo 是 Poincaré 映射 已 的 一 个 双 曲 不 
动 点 ， 即 DP(zo) 没有 模 为 1 的 特征 值 . 
不 失 一 般 性 ， 假 设 阿 基 场 v(z, 入) 的 中 心 流 形 MA 是 z 平面 ， 也 就 是 说 中 心 
流 形 函 数 为 
y 二 h(z, 入 ) = 0， VI 和 一 和 o| > 0 充分 小 及 r e R?. 


事实 上 ， 在 下 面 坐标 变换 下 


向 量 场 v 被 变换 为 下 面 形 式 
a(M\) | 0 tk Hi (£, 0) 
v= 1 af( 入 ) 0 x2 | 二 | H(z,V) |,， 
0 0 B\ Z3 Hs(z, Y) 
其 中 


Hi(E,D) = Gi(E,T + h(k, AN), i=1,2, 
Hs(x,y) = BA: h(z,N)— vh 空 + G3a(z,Y + h), 
dz Qa 一 1 _ Hi 

dt ( ! i 

Hj(z,y) = ol(lzl, yl), 1gj<S. 


显然 这 两 个 向 量 场 v 和 立 是 拓扑 等 价 的 ， 并 且 厌 平面 就 是 立 在 入 的 中 心 流 形 ， 

现在 给 出 与 v 在 Xo 分 歧 出 的 周期 轨道 I、 相关 的 Poincaré 映射 .由 假设 ， 
I 平面 (y = 0) 是 v 在 入 的 中 心 流 形 ， 因 而 IT、C R?(z 平面 ). 令 T、 通过 点 
(ax,0) e R? 满足 0<as<plp 充分 小 ), 记 


D,= {ye RIly| < po}. 
取 在 点 (ax,0) 横 截 于 wv 的 截面 如 下 (如 图 5.9 所 示 ). 
呈 = {(ziy)0<z<poyeDcR 人)} 


= (0,p) x D,. 
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那么 ， PoincarE 映射 已 : 忆 一 忆 由 下 式 给 出 


P(z) = {pi1(2), B(tz,z)}, z= (zl)yo) € D5, 


图 5.9 
其 中 Dll : 亏 一 (0, p) 是 一 个 后 面 将 定义 的 映射 ， P(t,, zZ) 二 D, 定义 为 
Be ae | ‘elt—7)Bs Gs(z, ®)dr. (5.3.21) 
0 . 
它 是 下 面 方程 的 解 
PY = Bry+ Gs(z,y), 
y{(0) 三 0， 


而 ts 是 从 z 出 发 的 v 的 轨道 回来 与 三 相交 的 时 间 . 


p1(2) = 7(27, £1) 
Tl 

a C(x1, Ma(N) — b(A)z? + o(|zil2) (由 (5.3.19)) 
= 7z1 + C(x1, Na(Nz1i + b(A)z3 十 oflzl|5). 59.22) 


因为 z 平面 对 v(x, 入 ) 是 不 变 的 ， 这 个 线段 (0,p) x {0} C 对 Poincaré 映 
射 书 也 是 不 变 的 ， 因 此 有 


B(tz,2)|2=(z1,0) = 0. (5.3.23) 
对 于 P(z) 的 不 动 点 (ax,0) € 忆 , 从 (5.3.21)~(5.3.23) 得 到 
Opl(z) 
OT1 


DPla,0) = DE(tz,z) OB(t,,z) 


OT1 Oy z=(a,0) 
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0 et:B 


Ch * ) 


因为 在 z= (a,0) 点 tz = 1,as 是 (5.3.20) 的 正解 ， 有 
ay 一 -ze a(A) + ol(llal) = -To(X) 十 ol|lal). 
因此 DP(a,0) 的 特征 值 为 
1 一 4ra(A) + o(lal)， eSN, 3<j&n. 
由 假设 ReB;(X0) 关 0(3< 7 了 gn), 因此 DP(a,0) 对 所 有 | 入 - Xol > 0 充分 小 是 双 
曲 的 . 
第 三 步 . 最 后 证 明 m = 2 的 结论 (1). 
只 需 证 明 充 分 性 ， 因 为 必要 性 的 证 明 类 似 球 -1 的 情况 ,， 令 MAXo) > 0 及 
和 0 是 正则 的 ， 即 
a(A) = L(A— NM)+o(lA— Ml), TZ#A0. 


当 wi € C067(Q x 了 R") 及 vi 一 vjcss 充分 小 时 ， 存 在 v1 的 一 个 特征 参数 
和 1, | 和 A1 一 Ao| >0 充分 小 ， 使 得 在 Xi 的 附近 有 


ai( 和 ) —p 0 
Dv1(0, A) = 好 a1( 和 ) 0 
0 0 B、 


BB]1, oi(A) = ZI1( 入 一 Ai) 十 o( 和 一 Ali|)， 元 1 己 元 ， 


并 且 B、 允 近 BM. 同时 ，wi 的 分 歧 数 bi( 和 1) 也 通 近 MXo), 因而 bi( 和 1) > 0, 由 上 
述 已 证 明 的 结论 ， 对 at(A) < 0 向 量 场 vi 从 (0, 入 1) 分 歧 出 唯一 周期 解 分 支 下 X， 
并 且 对 所 有 | 和 一 入 | > 0 充分 小 是 双 曲 的 . 这 样 T、 和 TA 是 在 它们 从 层 点 的 同 
一 侧 . 

在 C"(Q, Rn")(r > 1) 中 向 基 场 双 曲 周期 轨道 是 局 部 结构 稳定 的 .因为 参数 
化 向 量 场 ve C03"(Q x 了 BR). 关于 参数 入 是 C1 的 , 任何 两 个 向 量 场 v(z, 入) 和 
u(z, X2) 在 它们 的 周期 轨道 CT\， 和 T, 对 和 ,和 2 < Xo( 或 Xo < 和 ,和 2) 是 局 部 拓扑 
等 价 的 . 在 另 一 方面 , v1 在 Co (QQx1,R") 中 逼近 v, 对 某 个 固定 的 参数 p,vi(7z,p) 
是 逼近 到 v(z,p) 在 C3(Q, R") 中 .因此 存在 v 的 一 个 邻 域 U Cc Co (Q x 了,R")， 
使 得 对 任何 we U,wi(z,p) 和 w(z,p) 在 Ty 和 Ts 是 局 部 拓扑 等 价 的 ， 这 就 意味 
着 vi 和 ?的 分 层 点 和 1 和 Ao 有 相同 的 分 歧 结 构 . 证 明 完 毕 . 

定理 5.15 的 证 明 ”由 定理 5.14 可 以 立刻 推 得 定理 的 结论 (1) 和 (2). 分 歧 
结构 稳定 性 的 开 笛 性 可 由 下 面 事 实证 得 : 所 有 特征 值 都 为 单 的 矩阵 集合 在 矩阵 
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空间 中 是 开 稠 的， 任何 一 个 具有 零 分 歧 数 的 向 基 场 可 以 被 一 列 具 非 零 分 歧 数 向 
其 场 通 近 . 定理 证 毕 . 


854 评 注 


85.1 吸引 子 分 歧 定 理 ， 定 理 5.1 和 5.2 是 本 书 作者 新 发 展 的 动态 分 歧 理 论 
的 核心 ， 在 处 理 物理 与 化 学 中 的 相 变 问题 时 该 理论 被 证 明 是 非常 有 力 的 .这 一 
节 的 内 容 取 自 文献 [52,53]. 

$5.2 定理 5.10 是 作者 在 这 里 第 一 次 引入 ， 其 他 结果 是 取 白 文献 [52]. 

85.3 这 一 节 内 容 取 自 文 献 [52]. 
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这 一 章 介绍 无 限 维系 统 的 动态 分 歧 与 跃迁 理论 ， 该 理论 从 某 种 意义 上 可 以 
看 成 是 物理 与 化 学 中 关于 非 线 性 耗 散 系统 相 变 的 数学 理论 . 这 一 点 在 后 面 两 章 
关于 物理 与 化 学 中 非 平衡 相 变 问题 的 应 用 中 能 得 到 特别 地 说 明 . 需要 指出 的 是 ， 
状态 跃迁 的 概念 和 理论 是 作者 在 这 里 首次 提出 的 . 可 以 期 待 动态 分 歧 与 跃迁 理 
论 将 在 非 线 性 科学 中 的 动力 学 行为 研究 中 起 到 更 广泛 的 作用 . 

令 X, Xi 是 两 个 Banach 空间 ， Xi 一 X 是 一 个 稠密 紧 包 含 . 考虑 下 面 非 
线性 演化 方程 


(6.0.1) 
u(0) = 9， 


其 中 以 :|[0,o0) 一 XX 是 未 知 函 数 ， 入 E R! 为 系统 参数 . 
在 这 一 章 中 ， 始 终 假设 L、 : Xi 一 X 是 参数 化 的 线性 全 连续 场 ， 连 续 依赖 
于 入 Ee R!, 并 且 满 足 


du 
-一 一 也 G{u, 入 
| 2 入 十 G(u, A), 


4:Xi 一 和 是 一 个 线性 同 胚 ， (6.0.2) 
B 。 Xi 一 和 为 线性 紧 算 子 . 


对 某 个 0< a < 1, 假设 G(.,A) :Xa 一 XX 是 C"(r > 1) 的 有 界 映射 , 连续 依赖 于 
AER!, 并 且 满 足 


| = 一 A 十 B 为 一 个 户 形 算 子 ， 


G(u,N) = o(llullpg,), vA ER), (6.0.3) 


这 里 X。 为 扇形 算 子 L、 决定 的 分 数 次 空间 . 
除了 必要 说 明 ， 始 终 假设 条 件 (6.0.2) 和 (6.0.3) 成 立 . 


86.1 ”中心 流 形 函 数 近 似 解法 


86.1.1 一 阶 近 似 公式 


为 了 讨论 方程 (6.0.1) 的 动态 分 歧 , 必须 将 方程 约 化 到 中 心 流 形 上 进行 讨论 . 
在 许多 情况 下 能 够 具体 地 将 中 心 流 形 函 数 近 似 解 出 来 是 非常 重要 的 . 这 一 节 将 
专门 讨论 这 一 问题 . 


86.1 中 心 流 形 函数 近似 解法 .943 . 


首先 假设 非 线 性 项 G(z,) 可 展开 为 如 下 形式 
Glu, A) = Gr(w, A) + olllull%.), (6.1.1) 


其 中 大 > 2 为 一 整数 ， Gk(uw A) 为 k 重 线性 算 子 . 


令 {Bi:( 和 ) EC | i=1,2,…} 是 Ls 的 所 有 特征 值 ( 计 入 重 数 ). 假设 它们 满 
足下 面条 件 


<0, 入 <No, 

ReBi( 和) $4 =0, A=M, 1<izgm, (6.1.2) 
>0，A 入 > No, 

ReB;(M0) #0,， Vim+l1. (6.1.3) 


令 {e1( 入 ),… ,em(A)} 和 {e?( 入 ),… ,e*%,( 入 )} 分 别 为 LK、 和 其 共 轿 算 子 LX 对 
应 于 8;( 和 A)(1 < i < m) 的 特征 向 量 ， 由 4.1 节 中 关于 Banach 空间 的 谱 定 理 ( 见 
注 4.2), 空间 Xi 和 X 能 够 被 分 解 为 

| X1= E19kE,, 


= Ei ® Eb,, 
其 中 


E! = span{e1( 和 A),: .+ ,em( 和 )}, 
E> = {ue Xil(u,ert(N))=0, Vlgigm), 
是 Bs 在 XX 中 的 闭 包 . 
线性 算 子 Ls 在 入 = Xo 附近 可 分 解 为 
了 入 一 i 十 La, 
人 :万 一 书 对 应 于 B( 和 A)(1 < i< MM) 的 Jordan 矩阵， 
La : Bz 一 Ea。， 特征 值 为 8;( 和 )(7 > m 十 1) 的 线性 算 子 . 
此 时 方程 (6.0.1) 可 分 解 为 


~ = T+ PG(T,y,N), (6.1.4) 
d 
= Ly+ PG(z,y,N) (6.1.5) 


其 中 P; : X 一 B; 为 规范 投影 . 


.244 . 第 六 章 ” 非 线性 耗 散 系统 的 动态 分 岐 与 牙 迁 


下 面 定理 给 出 中 心 流 形 函 数 的 一 阶 近似 公式 ， 它 在 许多 具体 应 用 中 (包括 对 
超导体 相 变 理论 的 应 用 ) 是 非常 有 用 的 . 
定理 6.1 在 条 件 (6.1.2) 和 (6.1.3) 的 假设 下 ， 若 G(u, 和) 有 一 阶 Taylor 展 
开 式 (6.1.1), 则 方程 (6.0.1) 在 入 = Xo 附近 的 中 心 流 形 函 数 更 : El 一 2 可 表达 
为 如 下 形式 
Bz,N) = —LX!PGk(z, AN) 十 O(ReBlllz 必 ) + olllzll*), (6.1.6) 
其 中 La : Ez 一 Ez 如 (6.1.5) 中 给 出 的 线性 算 子 ， Gk 如 (6.1.1), 已: 一 Es 为 
规范 投影 ，B(A) = {B61( 和 ),… ,Bm( 和 )} 如 (6.1.2) 的 特征 值 ，z = ] ziei € Ei. 
注 6.1 中 心 流 形 函数 y = E(z, 和 ) 的 表达 公式 (6.1.6) 可 等 价 地 写成 如 下 形 
式 
—Lay = PGr(z,N) + O(IReBll|zl) + o(llzll®). (6.1.7) 


表达 式 (6.1.7) 的 优点 在 于 当 我 们 在 到 中 选取 二 对 应 于 8;( 和 )(j > m 十 1) 的 特 
征 向 量 为 基底 时 ， 方 程 (6.1.7) 的 大 阶 齐 次 项 可 显 式 地 表达 为 下 面 代数 方程 

B;(ANYij 十 ayj+1V1+1 = —(Gi(z,N),e;), jm+l1, (6.1.8) 
其 中 aj41 > 0 是 由 B; 决定 的 Jordan 数 ，y = 7 半 m+41 Wei， ei 和 e; 分 别 为 工 、 
和 Lx 对 应 于 8;( 入 ) 的 特征 向 基 . 在 后 面 的 应 用 中 ,就 是 通过 方程 (6.1.8) 解 出 中 
心 流 形 函 数 鲁 (x, 入 ) 的 近似 表达 (6.1.6). 

定理 6.1 的 证 明 由 2.4.4 小 节 中 公式 (2.4.26), 方程 (6.1.4) 和 (6.1.5) 的 中 
心 流 形 函 数 B(x, 入) 满足 方程 
0 
(rz 入 ) = | eTipe PG(z(T, 7), B(z(7, 7), A))dr, (6.1.9) 


其 中 z(t,7x) = > 六; ziei 是 下 面 方程 的 解 


dzi pe 
一 一 Dizi 十 pe(2)(G(z 十 2， 和 A), ei )， 
(6.1.10) 


mi 
zi(0)= Zi Z= ,vies, 


tl 
由 (6.1.1) 及 @(z,A) = olllzl 由 , 从 (6.1.10) 可 解 出 
zi(t, 7) = Tie® (Nt + o(l|zll). 
将 z(t,z) 代入 (6.1.9) 中 ， 从 (6.1.1) 可 得 
su) = /oprPGueesr ,Ntr+odz 的 - 
= (_£) BG A) + O(IReBlllzl*) + o(llz|) (由 半 群 性 质 定理 2.15). 
定理 得 证 . 
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86.1.2 中心 流 形 上 的 约 化 
现在 讨论 方程 (6.0.1) 到 中 心 流 形 上 的 约 化 ,将 中 心 流 形 函 数 y = B(x, 入 ) 代 
入 到 方程 (6.1.4) 中 ， 就 得 到 (6.0.1) 的 约 化 方程 如 下 


FE = z+ PG(z, Blz,N),N) (6.1.11) 


1. 中 心 流 形 约 化 的 一 阶 近 似 
令 G(u, 入 ) 有 如 下 Taylor 展开 


G(u, 入) = SG (u, A) + olllull"), 
九 一 天 
其 中 Gn(w, 入) 为 n 重 线性 算 子 . 由 定理 6.1 知 ， 中 心 流 形 函 数 E(z, 和) 为 ze 书 
的 上 阶 算 子 
B(x, A) = O(z|) 


因而 约 化 方程 (6.1.11) 的 一 阶 近 似 为 


2K 一 2 
a 5 PiGn(z,N) + olllzll*-?). (6.1.12) 
dt 名 一 让 


2. 中 心 流 形 约 化 的 二 阶 近 似 

当 一 阶 近似 方程 (6.1.12) 不 能 有 效 反 映 (6.1.11) 的 分 歧 性 质 时 , 应 用 定理 6.1， 
我 们 能 够 取 方程 (6.1.11) 的 二 阶 近似 . 令 Bk(z, 和 ) = 一 LX! PBGxk(z, 入 ), 则 (6.1.11) 
的 二 阶 近似 为 


dr 
dt 


NE 
= r+ PGk(T, Be, A) 十 > PiGn(z, A) + oll|zl|N*), (6.1.13) 


从 一 大 


其 中 Ni = KK 一 1) +1. 


86.2 ”57” 吸引 子 分 时 定理 


86.2.1 ”关于 时 间 一 阶 导数 方程 


在 这 一 小 节 ， 我 们 将 有 限 维 Sm 吸引 子 分 歧 定 理 推 广 到 无 穷 维 方程 (6.0.1) 
中 . 令 DA 的 特征 值 为 
4 
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假设 它们 满足 
<0, 入 <ANo, 
Rep6i(A) 4 =0, A=M, 1<igm, (6.2.1) 
> | 二 六 
RepB; (和 Xo) <0, Vm+l. i 
令 工 \ 在 和 Xo 的 特征 空间 为 


Eo = Uigigm Ukew {u € Xil(Lao 一 Bi(Xo)) = 0}. 


由 (6.2.1) 可 知 dim Eo = m. 

下 面 给 出 的 就 是 关于 无 穷 维 系统 (6.0.1) 的 吸引 子 分 歧 定 理 ， 它 是 定理 5.1 
的 一 个 无 穷 维 观点 . 

定理 6.2 假设 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 成 立 ， 并 且 wu = 0 是 方程 (6.0.1) 在 
入 = Xo 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ， 则 下 面 结论 成 立 : 

(1) 方程 (6.0.1) 从 (w, 入 ) = (0,Xo) 在 入 > No 分歧 出 一 个 吸引 子 4\, 其 维 数 
为 m 一 1 < dimA、 < m, 并 且 当 m2 时 A、 是 连通 的 ; 

(2) 存在 4 =0 的 一 个 邻 域 UC X, 使 得 A、 吸引 UI/T, 这 里 荆 为 w=0 的 
稳定 流 形 ， 在 X 中 有 余 维 m; 

(3) A、 是 一 个 (m - 1) 维 的 同调 球 ， 特 别 地 ， 若 4 为 有 限 单 复 形 ， 则 A、 
与 球面 S™-1 同 伦 型 ; 

(4) 对 任何 we 4,uA 能 够 表达 为 


ua = va + ol(llvall), vs € Eo; 


(5) 如 果 A、 中 的 奇 点 数 是 有 限 的 ， 那 么 有 如 下 指标 公式 


2， : 一 已 ? 
>》 ind(-(ZA+G),ui) = | sm = 
UiEA、 0; 当 m = 偶数 ; 


(6) 若 v=0 是 (6.0.1) 在 入 = No 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 那 么 对 任何 有 界 
开 集 U CX,A、 CU, 存在 >0, 使 当 Ao < 入 <AXA0+e 时 ,As 吸引 UI/T. 特别 
地 ， 若 (6.0.1) 在 入 = Xo 附近 存在 全 局 吸引 子 ， 则 .4 吸引 H/T. 

证 明 由 中 心 流 形 的 规范 约 化 (6.1.11), 方程 (6.0.1) 的 吸引 子 分 歧 是 等 价 于 
下 面 约 化 方程 


宇 = Jna + PRG, ®(x,N),N), (6.2.3) 
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其 中 Js 为 对 应 于 满足 (6.2.1) 特征 值 8:( 和 A)(1 < 入 和 mm) 的 m 阶 Jordan 矩阵 . 
由 (6.0.3) 可 知 
PiG(z, ®(z,N),A) = olllzl)). 


因为 4 = 0 是 关于 (6.0.1) 局 部 渐 近 稳定 的 ， 故 x = 0 是 (6.2.3) 局 部 渐 近 稳 
定 平衡 点 ， 因 而 定理 中 结论 (1)~(5) 可 从 定理 5.1 推出 ， 而 结论 (6) 可 以 吸引 子 
稳定 性 定理 (定理 3.5) 推出 ， 定 理 证 毕 . 

当 (6.2.1) 中 特征 值 重 数 m = 1 时 ， 对 于 无 穷 维 系统 (6.0.1) 定理 5.4 的 结论 
也 是 成 立 的 . 

定理 6.3 在 定理 6.2 的 条 件 下 ， 若 在 (6.2.1) 中 mm = 1, 并 且 Glw, 入 ) 在 
u 二 0 关于 是 解析 的 ， 那 么 存在 一 个 开 集 UC X,0 e U, 使 得 方程 (6.0.1) 从 
(wu, 入 ) = (0, 和 0) 在 入 > 和 0 处 分 歧 出 严格 的 两 个 奇 点 分 支 ui( 和 ),u2( 和 ) E U, 并 且 
U 能 够 分 解 成 两 个 开 集 [个 和 U2, 满足 

(DU=Ur+D, UNUS= 2; 

(2) wi( 和 A) E UA，1i 二 1,2， OUF? N98U2 是 =0 的 稳定 流 形 ; 

(3) 对 任何 p EUF，i= 1,2， 


dim lult, ¥) — ui Nx =0, 


其 中 ult, wp) 是 (6.0.1) 的 解 . 

注 6.2 需要 强调 地 指出 ， 定 理 6.2 中 结论 (2) 和 (4) 在 具体 应 用 中 是 非常 
有 用 的 . 结论 (2) 或 定理 6.3 明确 地 告诉 了 我 们 系统 (6.0.1) 分 歧 出 新 状态 的 稳 
定 范围 . 应 用 传统 理论 虽然 对 单 特征 值 情况 ， 有 时 可 断定 分 歧 出 奇 点 的 局 部 稳 
定性 ， 然 而 它 在 本 质 上 无 法 确定 该 稳定 区 域 是 否 包括 v = 0 的 一 个 邻 域 UV, 除了 
_ =0 的 稳定 流 形 外 . 结论 (4) 告诉 我 们 分 歧 以 解 的 结构 是 由 Eo 中 特征 阿 量 决 
定 的 ， 这 一 点 在 流体 动力 学 中 是 很 重要 的 . 


§6.2.2 ”关于 时 间 二 阶 导数 的 方程 


在 这 一 小 节 ， 我 们 主要 关心 一 类 具有 阻尼 项 的 关于 时 间 具 有 二 阶 导数 的 非 
线性 演化 方程 吸引 子 分 歧 问 题 ， 这 类 问题 本 质 上 就 是 非 线 性 波 方 程 的 抽象 化 . 
考虑 下 面 方程 


cd du 

z+ 20 = = LA + Gu, 和), 

u(0) = y, (6.2.4) 
uz (0) 一 


其 中 常数 a > 0 为 阻尼 系数 ，LA,G(,A) :X 一 X 如 (6.0.2) 和 (6.0.3) 所 定义 ， 
这 里 Xi 和 X 都 是 Hilbert 空间 . 为 了 便于 区 分 ， 记 为 Hi = Xi,H = X. 
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这 里 ， 进 一 步 假 设 
G(, 和 :Hi 一 HH 是 C"(r >1) 有 界 的 . (6.2.5) 


然后 ， 有 下 面 Sm 吸引 子 分 歧 定理 . 

定理 6.4 假设 条 件 (6.2.1),(6.2.2) 和 (6.2.5) 成 立 ,， 那么 对 于 方程 (6.2.4), 有 
如 下 结论 : 

(1) 若 入 < 和 0, 则 w=0 是 (6.2.4) 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ; 

(2) 若 w = 0 是 (6.2.4) 在 入 = Xo 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ， 那 么 定理 6.2 的 
所 有 结论 对 方程 (6.2.4) 都 成 立 . 

证 明 为 了 证 明 简单 , 这 里 仅仅 考虑 L、 : Hi 一 互 为 对 称 线性 算 子 的 情况 ， 
对 于 非 对 称 情况 证 明 是 类 似 的 ， 分 下 面 几 步 进行 . 

第 一 步 ， 归 到 时 间 一 阶 导数 方程 . 容易 验证 方程 (6.2.4) 是 等 价 于 下 面 关 于 
时 间 为 一 阶 导 数 的 方程 

du 


A 三 一 QU 十 也， 
~ = Lut ou 一 av + G(u,N), (6.2.6) 


(u(0), 2(0)) = (yo, Wo) 


其 中 po = yw,wo = 少 十 ay. 为 了 能 够 应 用 中 心 流 形 定理 (定理 2.24), 需要 将 方程 
(6.2.6) 归 到 (6.0.1) 的 形式 . 
为 此 定义 两 个 Hilbert 空间 


Hi= Hi x H;, n=H; ww» 
其 内 积分 别 定义 为 
((w1,01), (W202) = (us U2) Hy + (v1, V2) 3) 
((u1,01), (wu2, v2))n = (ul, U2) HY + (v1, v2) 
定义 映射 L、: Hi 一 HG(, 和 :Hi 一 XL 为 
L\=—A+B,, 
G(u,v, A) = (0, G(u, \)), 


ay 一 了 u Q4 一 也 
on (oe) 
A al U Au++av 


其 中 
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~ 0 0O\ /wu 0 
Bl(u, v) 三 一 
a*I+B, 0 v a2 + Bu 


这 样 (6.2.6) 就 改写 为 


dw 
dt 


这 里 岂 = (u,v) E FI. 从 (6.2.5) 可 知 
| G :XH 一 XH 是 C7 有 界 ， 


= Law + G(w,N). (6.2.7) 


(6.2.8) 


G(w, A) = olllwlln). 

第 二 步 ， 结 论 (1) 的 证 明 . 由 于 考虑 L、 为 对 称 的 ， 那 么 ， 存 在 L、 的 一 列 

特征 向 量 {ex( 和 )} C Hi 构成 的 一 个 规范 正 交 基 . 进一步 ， 对 及。 取 合适 的 范 

数 能 够 使 {ek(A)} 为 Hs。(a e R) 的 公共 正 交 基 . 那么 容易 看 到 ，Z、 的 特征 值 由 
下 式 给 出 


pk(A) = —a+i+tVa?+B(A), k=1,2,.... (6.2.9) 
由 (6.2.1) 和 (6.2.2) 可 知 ， 对 任何 入 < Xo ， 有 
Repe(lAj< 0 .k= 1 2 (6.2.10) 


此 外 ， 容 易 验 证 由 线性 算 子 L、 生成 的 算 子 半 群 T(t) 由 下 面 表达 式 给 出 


T\(t) 有 本 ok, (6.2.11) 
~ \y CiB2lt) Bi(t) wv) 加 


对 任 (pe,) s ?ti, 其 中 
CA = LM+oa?l, 
1 ici | ec 
$1(t) = coshtL\ = a(e 和 十 eteX), 


$2(t) = sin htC = (etc 一 ce jn 
也 就 是 说 ， 对 任 (yp,) < XK， 


Ce DC 
P= > PkEk, Y= > Wkek: 
k=1 k=1 


N 
1 a hr 
Bi1(t)y = 5 > Pk (ec "+A et | Ek 
k=1 | 
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De 
十 Pk CostV |Bk| 一 a2ek， 


k=N+1 


N 
Bo(t)y > 5 Dr 人 Es Ba ek 
k 二 1 


OO 
-i > wesintVIBr|— a2ek. 


k=N+1 


其 中 取 合 适 的 正 整 数 N， 使 


> 0， 和 若 k < N， 
o + Bx 
< 0， 和 若 k > 用. 


通过 直接 计算 可 以 证 得 ， 存 在 一 个 常数 上 > 0 ， 使 得 对 任何 t>0， 有 


IC = sup ee-™ ll®i(t)p+ Ly? a(t)yla 
lplly tilwllo 
+|L3 2(t)y + Bi(t)yllo] 
< he (6.2.12) 


那里 由 (6.2.10) 


p= min|Repk| > 0, 


以 及 范 数 外. | 定义 为 


lplla = >》 lBel pi, YaeR:. 
k=1 

这 表明 T(t) 是 一 个 强 连 续 线 性 算 子 半 群 . 由 (6.2.12) 和 定理 3.3. 结论 (1) 得 证 . 

这 里 使 用 L、 是 对 称 算 子 就 是 为 了 方便 地 证 明 由 (6.2.11) 给 出 的 算 子 半 群 
了 T(t) 是 强 连 续 的 并 且 满 足 (6.2.12). 事实 上 ， 只 要 Ls 是 解析 半 群 并 且 (6.2.1) 和 
(6.2.2) 成 立 ， 则 算 子 半 群 (6.2.11) 就 是 强 连 续 且 满足 (6.2.12). 

第 三 步 . 结论 (2) 的 证 明 . 只 需 验 证 中 心 流 形 定理 (定理 2.24) 的 不 等 式 条 
件 即 可 . 

在 正 交 基 {ek(A)} 下 ,方程 (6.2.7) 可 以 分 解 为 


， (6.2.13) 
a 一 记 ( 入 )zi 十 OTs; —Aayit+Giu,M),, l<igm, 
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~ = £\w + PG(u, \), (6.2.14) 


其 中 
mm 
24 一 2》 ie 十 Wl1， 
i=1 


Tm 
v 一 > Viei 十 W2, 
2 二 1 


w= (wi, w2) € E,, 


Es = {(wi,w2) E Hw en =0, 1<igm, j=1,2), 


以 及 CA = La|E、: EB、 一 Es 被 定义 为 


一 —al 了 WwW] 
LA(wi, 2) = 
L +a’l ~al \w 


LD, = bls, 


H = span{em+i1,em+2,.**} CH. 


因此 上 的 特征 值 由 (6.1.9) 给 出 为 pk(k > m 十 1), 以 及 由 £、 生成 的 线性 算 子 
半 群 为 
Ss,(t) 一 TA(t| 已 、 : 五 一 E,, 


这 里 T(t) 由 (6.2.11) 所 定义 . 
正如 (6.2.12) 的 证 明 那 样 ， 从 (6.2.2) 可 推出 
S\N < Ke™?, vt > 0， 
p= nin |Repk(A)|， VI 入 一 Xo| 充 分 小 . 


因此 定理 2.24 中 条 件 被 验证 ， 定理 证 毕 . 
现在 考虑 单 特征 值 情 况 ， 即 在 (6.2.1) 中 ，m = 1. 令 


2 和 大 
G(u, A) = Gx(u, AN) + olllull ), (6.2.15) 
Gk(Tuo, 和 A) = [zl*-lzGr(uo,A), Yr € RR, 
其 中 上 > 1 为 一 实数 ， 又 假设 
(Gxk(e, M0),e')H= -0, o>0, (6.2.16) 


其 中 e 和 e* 是 LI、 和 在 入 = Xo 对 应 于 B1( 和 ) 的 特征 向 量 . 
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定理 6.5 假设 定理 6.3 的 条 件 成 立 ，m = 1 在 (6.2.1) 中 ， 并 且 有 (6.2.15) 
和 (6.2.16). 那么 存在 (4, ut) = (0,0) 的 一 个 邻 域 UC Hi x Hi, 使 得 (6.2.4) 从 
(wu, ut, 入 ) 二 (0, 0, Xo) 分 歧 出 严格 两 个 平衡 解 (wu1、,0) 和 (wu2a,0) E U. 进一步 ，U 
能 够 被 分 解 成 两 个 开 集 UF 和 UZ: 


VU=0M+D, UNUM = 8, (0,0)€ OU NOU, 
并 且 平 衡 解 (wis,0) e UX(i = 1,2), 使 得 
im llult, pb) — wala = 0, Vp, wb) EVA, 
Jim llult, p, pln = 0, 


其 中 u(t, yp,) 是 方程 (6.2.4) 的 解 . 
证 明 从 (6.2.13) 和 (6.2.14) 可 以 看 到 , 方程 (6.2.4) 的 约 化 方程 由 下 式 给 出 


ww 一 一 QZ 十 
上 办 (6.2.17) 
二 = BMA)zr+ar—ayt+ (G(ret ®(r,N),N), el)n. 


由 (6.2.15) 和 (6.2.16) 有 
(G(zel + T(r, A), A),e1)H = 一 Clz| lz 十 o(|z|*). 


作 变 量变 换 如 下 


那么 在 和 = Xo 附近 ， 分 歧 方程 (6.2.17) 变 为 


TT 
| Eo (6.2.18) 


dt 
其 中 oo 一 o> 0, 当 入 > Xo,o 由 (6.2.16) 给 出 . 
由 定理 5.4, 只 需 证 明 (元 念 = (0,0) 是 (6.2.18) 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 即 
可 , 这 一 点 能 够 通过 应 用 定理 3.12 来 证 得 ， 其 方法 与 对 方程 (3.4.7) 的 证 明 是 完 
全 一 样 的 ， 定 理 证 毕 . 


86.3 ”跃迁 理论 的 一 般 原 理 


86.3.1 基本 概念 和 问题 


这 一 节 将 介绍 一 个 新 的 理论 ， 称 为 非 线 性 耗 散 系统 的 跃迁 理论 . 从 数学 上 
讲 ， 该 体系 实质 上 是 吸引 子 分 歧 理 论 的 自然 推广 ， 它 主要 目的 就 是 研究 一 个 具 
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有 耗 散 结构 的 非 线 性 演化 方程 ， 当 控制 参数 穿 过 某 个 临界 值 时 其 动力 系统 从 一 
个 稳定 的 状态 跃迁 到 另 一 个 稳定 状态 的 动力 学 性 质 ， 从 自然 背景 角度 来 说 ， 该 
理论 实际 上 是 反映 了 自然 界 中 普遍 存在 的 一 种 状态 变迁 的 现象 ， 自 然 界 中 一 个 
演化 系统 总 是 受到 一 些 因素 (在 数学 中 称 为 参数 ) 的 控制 . 当 这 些 因素 相互 之 间 
是 平衡 时 ， 系 统 处 在 一 个 动态 稳定 状态 . 而 当 旧 的 平衡 被 破坏 ， 参 变量 越过 某 个 
临界 值 时 ， 旧 的 平衡 状态 不 再 稳定 ， 系 统 会 跃迁 到 一 个 新 的 状态 . 这 就 是 跃迁 理 
论 所 要 研究 的 课题 . 

首先 给 出 系统 (6.0.1) 跃迁 的 严格 数学 定义 . 

定义 6.1 称 方程 (6.0.1) 从 平衡 点 (w, 入 ) = (0,Xo) 在 入 > Xo (或 入 < Xo) 有 
一 个 跃迁 ， 如 果 

(1) 当 入 < Xo( 或 入 > Xo) 时 ，w=0 关 于 (6.0.1) 是 局 部 渐 近 稳定 的 ; 

(2) 当 入 > Xo( 或 入 < Xo) 时 ， 存 在 4= 0 的 一 个 邻 域 UC X,U 与 和 无关， 
使 得 对 任 pe ZN\TA, 方程 (6.0.1) 的 解 ua(t,y) 满足 


| lim Iualt, p)llx > 56(A) > 0， 
t 一 CO 


lim 5(A) =0>0 (或 ,lm ,6(A) = 6 > 0), 
其 中 芽 为 u =0 的 稳定 流 形 ， 对 于 入 > Xo( 或 入 < Xho),T 在 关中 有 余 维 codim 
下 和 由。 

显然 , 由 Sm 吸引 子 分 歧 定理 给 出 的 吸引 子 分 歧 是 属于 跃迁 的 一 种 类 型 ， 然 
而 跃迁 的 概念 不 能 覆盖 分 歧 的 概念 ， 分 歧 与 跃迁 是 相互 关联 的 ， 但 是 它们 是 不 
同 的 两 个 概念 .跃迁 严格 地 界定 了 系统 从 一 种 稳定 平衡 态 到 另 一 状态 的 变化 . 
也 可 以 定义 从 一 般 吸 引子 到 另 一 状态 的 跃迁 概念 ， 但 是 这 里 我 们 只 关心 从 一 个 
奇 点 吸引 子 的 跃迁 . 

下 面 给 出 的 是 关于 跃迁 的 一 个 基本 原理 ， 它 对 非 线 性 耗 散 系 统 (6.0.1) 提供 
了 跃迁 的 充分 条 件 和 基本 分 类 . 该 定理 是 整个 跃迁 理论 的 基础 . 

定理 6.6 在 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 假设 下 ,方程 (6.0.1) 从 (w, 入) = (0, Xo) 
在 入 > Xo 有 一 个 跃迁 ， 并 且 该 跃迁 一 定 是 下 面 三 种 类 型 之 一 : 

(1) 连续 型 跃迁 : 对 wu = 0 的 一 个 邻 域 UC XX 及 任何 pw EU, 方 程 (6.0.1) 的 
解 ua(t, yp) 满足 


了 a 
im lim a(t, p)x 


或 等 价 地 ， (6.0.1) 在 (0, Xo) 有 一 个 吸引 子 分 歧 . 
(2) 跳跃 型 内 迁 ， 存在 < > 0, 对 任 Mo < 入 < Xo +e, 存在 U 中 的 一 个 开 稠 集 
IC UV, 使 对 任 we U、 


lim lwx(t,e)llx >6>0, 
t 一 Oo 


. 254 ， 六 章 。” 非 线 性 耗 散 系统 的 动态 分 歧 与 婚 迁 


这 里 5 > 0 是 一 个 与 入 无 关 的 常数 .这 也 称 为 不 连续 型 跃迁 . 
(3) 混合 型 跃迁 : 对 任 Ao < 入 < 和 No 十 ae, U 能 够 分 解 为 两 个 开 集 [不 和 UZ (UF 
不 一 定 连通 ) : 
U\D=UF+U, UFNUS=%, 
其 中 忆 Cc U 是 一 个 余 维 codim 忆 > 1 的 集合 ， 使 得 (6.0.1) 的 解 u(t, wp) 满足 
sup lim llua(t, ojllx 一 0， 当 入 一 Xo 十 0， 
PELI it 一 DO 


Hala olx m5>0 ve 


其 中 UF 或 者 含有 吸引 子 ,或 者 没有 吸引 子 ，U? 称 为 稳定 型 区 域 ， U2 称 为 跳 
跃 型 区 域 . 

该 定理 是 中 心 流 形 定理 ， 稳 定 流 形 定理 及 吸引 子 分 歧 定理 等 几 个 定理 的 推 
论 . 这 里 省 去 证 明 . 

定理 6.6 给 出 跃迁 理论 所 需要 研究 的 内 容 与 范围 , 它们 大 致 可 以 总 结 为 如 下 
几 个 方面 : 

(1) 给 出 满足 条 件 (6.2.1) 及 (6.2.2) 的 线性 算 子 理论 ， 即 称 为 特征 值 临界 穿 
越 理 论 ; 

(2) 对 各 种 情况 找 出 跃迁 类 型 的 判别 理论 与 方法 ; 

(3) 对 各 种 跃迁 类 型 的 局 部 与 整体 结构 的 研究 ; 

(4) 跃迁 理论 在 混沌 方面 的 研究 (一 般 来 讲 ， 若 干 次 跃迁 将 产生 混沌) 

毫 无 疑问 ， 跃 迁 理论 具有 很 强 的 科学 与 工程 应 用 缘 景 . 该 理论 与 整体 吸引 
子 存在 性 理论 、 分 歧 理论 及 不 变 流 形 理论 相 结合 , 可 以 相信 ,具有 广泛 的 研究 前 
最 ， 


§6.3.2 ”跃迁 类 型 的 判别 


跃迁 理论 的 一 个 重要 方面 就 是 对 上 述 三 种 跃迁 类 型 给 出 判定 . 在 这 三 种 类 
型 中 ， 连 续 型 跃迁 的 判别 是 最 完整 . 由 吸引 子 分 歧 定 理 和 吸引 子 稳定 性 定理 立 
刻 可 得 下 面 连续 型 路 迁 的 充分 和 必要 条 件 . 

定理 6.7 令 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 成 立 ， 则 方程 (6.0.1) 在 (w, 入) = (0, Xo) 
处 的 跃迁 是 连续 型 的 充 要 条 件 就 是 wu = 0 是 方程 (6.0.1) 在 入 = 和 0 的 局 部 渐 近 
稳定 平衡 点 . 

其 他 两 种 类 型 的 判别 就 没有 那么 完整 。 跃 迁 类 型 判别 的 一 个 有 效 的 方法 就 
是 对 中 心 流 形 的 约 化 方程 进行 考察 . 令 (6.0.1) 的 约 化 方程 (6.1.11) 可 表达 为 如 
下 形式 


dz 


ee JAT + gk(T, A) + o(|z|*), Zz € R™, (6.3.1) 
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其 中 上 > 1,9gk(z,A) 为 xz 的 上 齐 次 函数 ， .7 为 对 应 于 满足 (6.2.1) 特征 值 的 
Jordan 和 矩阵， 我 们 知道 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 处 的 跃迁 类 型 完全 由 方程 (6.3.1) 
所 决定 .所 以 对 (6.3.1) 的 跃迁 研究 是 跃迁 理论 的 重要 部 分 . 

当 z=0 是 ok(z,A) 的 孤立 零点 时 ， 许 多 情况 下 (6.3.1) 的 跃迁 被 它 的 主 部 
方程 所 控制 ， 即 下 面 方程 


= JAT + gk(z, 和 ) (6.3.2) 


包含 了 (6.3.1) 的 主要 跃迁 性 质 . 在 本 章 后 面 的 部 分 大 多 是 从 (6.3.2) 的 研究 出 
发 ， 最 后 得 到 (6.0.1) 的 跃迁 理论 . 

下 面 定理 是 显然 的 ， 然 而 很 有 用 处 ， 

定理 6.8 令 (6.2.1) 和 (6.2.2) 成 立 . 如果 对 于 (6.0.1) 的 约 化 方程 (6.1.2)， 
其 k 齐 次 向 量 场 gk(z, 和 ) 满足 


(9k(z,A),z) > Clz| t+， C > 0 为 常数 ， 
则 方程 (6.0.1) 在 (w A) = (0, Xo) 处 是 一 个 跳跃 型 跃迁 . 


86.4 ”从 单 特征 值 的 跃迁 


86.4.1 ” 实 单 特征 值 情况 
令 工 \ 的 特征 值 8;() e C 满足 
< 0， 入 < 和 0， 
BiA)A =0,，A 和 = No, 
> 0， 入 > 》X0， 
ReB;(N) <0，VJ7 过 2. 


记 el(》) 与 ei( 和 ) 分 别 为 了 和 IL 对 应 于 81( 入 ) 的 特征 向量 ， 以 及 


(6.4.1) 


Laoel 一 0、 La\el = 0, (e1, e1) 二 时 
令 重 (7z, 入 ) 为 (6.0.1) 在 入 = No 附近 的 中 心 流 形 函数 ， 假 设 
(G(zel + B(x, Xo), Xo),ety = azk + o(|z|*), (6.4.2) 


其 中 大 > 2 为 整数 ，a 关 0. 

然后 有 下 面 路 迁 定 理 . 

定理 6.9 假设 条 件 (6.4.1) 成 立 ， 并 且 在 (6.4.2) 中 上 = 奇数 ，a 关 0, 那么 
下 面 结论 成 立 : 
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(1) 者 a > 0, 则 (6.0.1) 在 (ww 和) = (0,Xo) 处 有 一 个 跳跃 型 的 跃迁 ， 并 且 在 
入 < 和 一 侧 分 歧 出 严格 两 个 鞍点 vi( 和 ) 和 vw(A), 其 Morse 指数 为 1; 

(2) 若 aw<0, 则 (6.0.1) 在 (0, 和 Xo) 处 是 一 个 连续 型 的 跃迁 ， 即 有 一 个 吸引 子 
分 歧 ， 并 且 分 歧 出 严格 两 个 奇 点 vi( 和 )(i = 1,2), 分 别 吸引 U 的 两 个 开 子 集 ，U 
为 u = 0 的 邻 域 ; 

(3) 在 上 述 情况 分 歧 出 的 奇 点 w(A)(i = 1,2) 可 表达 为 


ul2(A) = 十 |B(A)/alEieli(A) + o(lBiyal). 


定理 6.10 令 (6.4.1) 成 立 ， 并 且 在 (6.4.2) 中 = 偶数 ， aw 关 0, 则 有 下 面 
结论 : 

(1) 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 处 是 一 个 混合 型 除了 迁 .， 更 精确 地 ， 存 在 4 =0 的 
一 个 邻 域 UC X, U 被 u = 0 的 稳定 流 形 TA 分 为 两 个 开 集 以 和 U3:U = 
[十 [人 十 DA, 使 得 (6.0.1) 在 UP? 中 是 不 连续 型 跃迁， 而 在 UV 中 分 歧 出 一 个 奇 
点 吸引 子 v(A) < U3, 满足 


dim ualt,p) — vlx =0, vp € U2, 


其 中 wa(t, yp) 为 (6.0.1) 的 解 ; 
(2) 方程 (6.0.1) 在 入 < Xo 一 侧 分 歧 出 唯一 的 鞍点 v(A), 其 Morse 指数 为 1; 
(3) 分 歧 出 的 奇 点 v(A) 可 表示 为 


v(N) 一 一 (Bi(A)/a) e+o(lBi /ol ™™). 


注 6.3 定理 6.9 和 6.10 表明 ， 在 (6.4.2) 条 件 下 ， 从 实 单 特征 值 处 的 混合 
跃迁 其 稳定 型 区 域内 一 定 具 有 分 歧 吸 引子 . 但 是 对 于 双重 实 特 征 值 情况 ， 后 面 
我 们 将 看 到 有 些 情况 稳定 型 区 域内 没有 吸引 子 . 

注 6.4 由 定理 6.9~6.10 所 描述 的 牙 迁 在 中 心 流 形 上 的 拓扑 结构 如 图 
6.1~6.3 所 示 . 


(a) 入 < Xo 的 情况 (b) 入 > 和 0 的 情况 
图 6.1 水 平 线 代表 中 心 流 形 
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(a) 入 < Xo 的 情况 (b) 入 > Xo 的 情况 
图 6.2 当 上 大 = 奇数 ， a < 0 时 ， (6.0.1) 连续 跳跃 拓扑 结构 


(a) 入 < Xo 的 情况 fb) 入 = 和 0 的 情况 


(c) 入 > Xo 的 情况 
图 6.3 当 上 = 偶数 ，a 关 0 时， (6.0.1) 的 混合 跃迁 拓扑 结构 
定理 6.9~6.10 的 证 明 由 规范 约 化 方程 (6.1.11), 方程 (6.0.1) 在 条 件 (6.4.1) 


下 的 约 化 为 如 下 形式 
至 = 6(NJz+(G(zei(A + ®(z, A)), e* (A)). (6.4.3) 
由 条 件 (6.4.2), 方程 (6.4.3) 可 写 为 
FP)ztoarttollol), zeR, (644) 


其 中 ax 一 a 关 0, 当 入 一 Xo. 
方程 (6.4.4) 就 是 (6.3.1) 在 m = 1 的 形式 .容易 看 出 ， 当 k= 奇数 及 a >0 
时 ， 对 B1( 和 ) > 0( 和 > Xo), (6.4.4) 的 解 满足 


lim:_ ,ora(t, zo0)| vl|zol < 及 入 > No, 


6 > 0 为 某 个 常数 ， zM(0,zo) = zo. 这 说 明 (6.4.4) 在 (z, 和 0) = (0,Xo) 是 不 连续 
型 唉 迁 ， 显然 方程 (6.4.4) 在 Bi(A) < 0(A < Xo) 在 = 0 附近 有 严格 两 个 解 


z+(A) = +|B1(N)/as|™r + oll5iyalz)， 
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定理 6.9 结论 (1) 得 证 . 
同样 方法 ， 从 (6.4.4) 可 以 证 得 定理 6.9 其 他 结论 和 定理 6.10. 定理 证 毕 . 


§6.4.2 ” 复 单 特征 值 情况 
令 L 的 第 一 特征 值 是 一 对 复数 81( 和 ) = 所 (和 ), 满足 
<0，A 和 < 和 0， 
Re6i(A) = Re62(A) 4 =0， 入 = No, 
> 0， 入 > No, (6.4.5) 
ImBi(XN) = ~ImB2(X0) #0, z 
Re6ji(Xo) <0, Vi>3. 


在 (6.4.5) 条 件 下 方程 (6.0.1) 将 发 生 Hopf 分 歧 . 然而 从 跃迁 的 角度 ， 我 们 
将 证 明 (6.0.1) 只 发 生 连 续 和 不 连续 这 两 种 类 型 牙 迁 . 

定理 6.11 在 (6.4.5) 条 件 下 , 方程 (6.0.1) 在 (w, A) = (0, Xo) 的 跃迁 只 有 连 
续 型 和 跳跃 型 这 两 种 类 型 . 

证 明 不 失 一 般 性 ， 假 设 在 入 = X 附近 -ImB1( 和 ) = ImB2( 和 ) = 1. 这样 
(6.0.1) 的 约 化 方程 (6.1.11) 可 表达 为 


dz a(A) = rl + gl(z, 入 ) ,XE€ R?, (6.4.6) 
dt 1 a(N/ \z g2(7, A) 


其 中 gi(z, 入) = o(|z|)(i = 1,2), a( 和 ) = ReB1( 和 ) 满足 


< 0， 入 < 和 A0， 
atA) 4 =0， 入 = No, (6.4.7) 
> 0， 入 > 和 0. 


方程 (6.4.6) 在 入 = Xo 时 取 如 下 形式 


dr 0 -1 Tl g1(zx, M0) 

a ( , 加 | pe SS 
由 二 维 动力 系统 理论 知 ， z = 0 只 能 是 (6.4.8) 的 下 面 三 种 类 型 奇 点 之 一 (i) 
z 一 0 为 (6.4.8) 的 稳定 焦点 ，(iD z = 0 为 (6.4.8) 不 稳定 焦点 ;， (这 在 z = 0 的 
任 一 个 邻 域 UC R? 内 方程 (6.4.8) 具有 无 穷 多 个 周期 轨道 


对 于 情况 (i), x = 0 是 (6.4.8) 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ， 因 而 由 吸引 子 分 歧 定 
理 ， 该 跃迁 为 连续 的 . 
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对 于 情况 (ii), 方程 (6.4.8) 的 任何 解 z(t, zo) 满足 


lim |z(t,z0)| 26>0, vO<l|zol<se, (6.4.9) 


其 中 6 > 0 为 某 一 常数 ，e > 0 为 一 小 的 实数 . 由 条 件 (6.4.7) 当 入 > Xo 时 ， 
a( 和 A) > 0, 这 样 ， 从 (6.4.9) 可 知 方程 (6.4.6) 的 解 zx(t zo)(zx(0,zo) = zo) 一 定 满 
足 

im lzx(t zo)| > 6, Y0 < |rol < < 及 入 > No. 


因而 此 跃迁 为 跳跃 的 . 
对 于 情况 ( 阁 ), 由 条 件 (6.4.7), 对 任何 入 > ho,al(A) > 0. 这 意味 着 对 任何 
ro € R?,0 < |rol < s, 存在 bo > 0, 使 得 方程 (6.4.6) 的 解 zx(t zo) 满足 


lim IzZA(t zo)| 之 im [z(t, zo)| 宕 60>0, YA > No, 
+ OO 一 CO 


这 里 z(t,z0) 为 (6.4.8) 的 解 ， 上面 右 边 不 等 式 是 由 UV 内 有 无 穷 多 周期 轨道 所 
致 ， 因 而 此 跃迁 为 跳跃 型 定理 证 毕 . 

下 面 将 给 出 一 个 具体 的 判 据 ， 以 确定 什么 情况 下 发 生 连 续 性 跃迁 或 不 连续 
性 跃迁 .为 此 假设 G(u, 入) 可 展开 为 


Gu,A) = Gr(u, MN) + Grri(u, A) + olllull*+t!), (6.4.10) 


其 中 大 > 3 为 整数 ，G(w, 入 ) 为 7 重 线性 算 子 . 
这 里 只 考虑 > 3 的 情况 是 为 了 处 理 问 题 只 涉及 kk 和 上 十 1 重 非 线 性 项 时 
只 用 到 约 化 的 一 阶 近似 (6.1.12) 就 够 了 ， 不 需要 再 考虑 中 心 流 形 函 数 的 作用 . 
令 e1( 入 ),e2( 和 ) 及 ei(A),e3s(A) 分 别 为 L、 和 LX 对 应 于 Pi(A) = Pa( 和 ) =ati 
的 特征 向 其 ， 即 
| Lyotard: 


Lae2(A) 二 一 cl( 入 ) 十 a( 和 A)e2 (A), 


| Liet(X) = a(A)jei(A) -es(A)， 
Lie;(X) = 十 ei( 入 ) + a( 和 AN)e2 (A). 


由 谱 定理 知 
(ei(A), ey (MN)) = 6 


记 ei=ei( 和 A0),e? = ei( 和 No), 及 


we p+g 二 k= 奇数 


Qp,q 一 
(Gk+HI1(ei €2, 和 0 )， e; )， p+g= 十 L k= 二 偶数， 
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其 中 i= 1,2,k 之 3 如 (6.4.10). 或 者 更 精确 地 说 ， azv 就 是 下 面 K 重 线性 项 关 
于 zi 和 zx。 的 展开 系数 


(Gx (Zi1e1 + X22, M0), Ei) = bp 0 1 一 12， 下 = 大 或 大 十 1. 


pt+g=K 
对 上 述 引 入 的 数 ai,, 定义 一 个 新 的 数 5 如 下 
(k—1)/2 
b= > Qk—21,2! (Qk 21,21 下 a2,k_21), (6.4.11) 
!=0 


其 中 
| k, 当 k = 奇数 时 ， 
K= 


上 十 1， 当 大 = 偶数 时 ， 
2T 
QK 一 21.21 =| sin*™2!+1 g cos?! Gd0. 
0 


下 面 定 理 表 明 ， 由 (6.4.11) 所 定义 的 数 b 当 不 为 零 时 完全 确定 了 (6.0.1) 在 
(ww 入) = (0, Xo) 跃迁 的 类 型 . 

定理 6.12 在 (6.4.5) 条 件 下 ， 若 由 (6.4.11) 定义 的 上头 0, 那么 当 b5>0 时 
(6.0.1) 在 (0, Xo) 的 跃迁 为 跳跃 型 的 ， 当 5 < 0 时 该 跃迁 为 连续 型 的 ， 即 是 一 个 
吸引 子 分 歧 , 

证 明 因为 在 (6.4.10) 中 ， 上 3, (6.0.1) 的 一 阶 近似 约 化 方程 (6.1.12) 可 表 


示 为 
dz a(A) =1 2 me 了 
之 ， (6.4.12 
dt | 1 四 > [人 4 ent 


gn(7,N) = (GR(Ziel 十 Z2e2, 入 ),ey) 
= 2》 CX? i=1,2,R= EY 
p+g=R 
COC”’ = (GR(el, e2, A), e?). 
取 极 坐标 zl = rcosb,zo =7sin0. 则 有 
dr _a(A)r +rcosbg'(r,0) +rsingg’(r,0)+ or 
d 六 十 cosgq2(r,0) — sinGgi(r,0) 


其 中 


(6.4.13) 


其 中 
cos 0g!(r,0) =r* > Cs cosP+ 0 sin? 0 


?P 十 9 一 大 
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十 re > Co cosp+10 sin? 0， 
了 十 9 一 大 十 1 
sinOg?(7,0) = 7r* > Ge cos? bsin9+10 
P 十 9 一 大 
十 re 1 cos? bsing+7 0， 
2 十 9 一 天 十 1 
sin Gg1(7,0) 一 7rkauk(cosb,sing) 十 rk+luk+i(cosb,sin0b)， 
cosbog2(r,9) 一 rkuk(cosb,sin0) 十 re+lvk+i(cosbg,sinb)， 
其 中 和 wv 为 cos8 和 sin8 的 上 十 1 齐 次 函数 . 
这 样 ， (6.4.13) 可 写 为 


dr 


5 = Nr+r fe(0) + rt fri(0) + o(r*+), (6.4.14) 


其 中 


GE > 光 [Ce cosP+Lbsin90 十 Ge cos? bsin9+1 0| + ogk(0). 
了 十 9 一 大 
在 上 式 中 K = kk,k 十 1, 并 用 到 条 件 上 之 3. 
记 7(9, 入 ,a) 为 (6.4.14) 的 解 满足 r(0,X,a) = a. 令 7(9, 和 A,a) 在 a= 0 附近 关 
于 a 展开 为 


k 
r(0, 和,a) =a+ > 7;(0, Ma’ + o(a*). 


j=1 


则 从 (6.4.14) 得 


6 
Tr(0, A,a) =a+ [ar 二 下 及 十 +1 fi 十 o(r*+1)] db 
0 


= a+hi(0)a*® + h2(0,M\,a)a(Ma. (6.4.15) 


注意 到 ee 
/ cos? 0sin? 0d0 = 0， 当 p 或 者 gq = 奇数 . 


0 
应 用 定理 5.14 中 标准 证 明 方 法 ， 从 (6.4.14) 和 (6.4.15) 可 得 
r(27,a) — 7(0, a) 

Tr(27, a) 


其 中 天 如 (6.4.11) 中 所 定义 , 故 天 一 1= 偶数 ，C > 0(= 27)， 


= ca( 和 A) +B(A)aK ~! +o(a* ~!), 


bp(A) = b+ pa(N), 


这 里 就 是 由 (6.4.11) 所 给 的 数 ，p 为 某 一 常数 . 
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我 们 知道 , 方程 (6.4.12) 分 歧 出 的 周期 轨道 与 下 面 方程 在 (a, 和) = (0, Xo) 附 
近 正 解 a > 0 是 一 一 对 应 的 


ca( 入 ) 十 WA)as-1 二 olas-1) = 0. (6.4.16) 


注意 到 MXo) = 5b, 从 (6.4.16) 可 以 看 到 , 当 b > 0 时 ，(6.4.16) 对 入 < Xo(a( 和 A) < 0) 
有 正解 ， 即 (6.0.1) 从 入 < 和 0 一 侧 分 歧 出 周期 轨道 ， 这 意味 着 (6.0.1) 在 (w, 入 ) = 
(0, Xo) 的 跃迁 是 不 连续 的 , 当 b< 0 时 ，(6.4.16) 对 入 > Xo 有 正解 , 这 说 明 (6.0.1) 
在 (0, 和 Xo) 的 跃迁 为 连续 型 的 ， 定理 证 毕 . 

定理 6.12 的 核心 在 于 如 何 找 出 判别 值 b. 下 面 给 出 两 个 例子 表明 b 的 特征 . 
k= 3 时， 就 是 定理 5.14 中 分 歧 数 . 

例 6.1 考虑 下 面 有 限 维系 统 


了 = Asz+G(z)+o(lz|), z€R", (6.4.17) 


其 中 G(z) 关于 z 是 指数 为 三 次 函数 ， A、 有 一 对 复 特征 值 81(X) = P(N) = 
a( 和 ) +ip(p > 0),a( 和 ) 满足 (6.4.7). 

由 谱 定理 (定理 4.3), 存在 坐标 变换 z = Bz', 使 得 在 坐标 系 z = (x,y),zx € 
R?,y € Rn (6.4.17) 变 为 


| dz @& —p TI] 1 91(Z;2) + o(|z'|3) 
dt \p al) var g2(7,Y) 


d A / 
3 = -2y + G(x,y) + ol|2), 


其 中 gi;(z,y)(i = 1,2) 为 z,y 的 三 次 函数 ， 表 达 为 


2 ] " 
gi(T,Yy) = a3071 + Q21T172 + Ql2T172 + 003Z2 + fi(x,Y), 


i=1,2, f(x,0)=0. 
则 对 (6.4.17) 其 判别 数 5 为 


b = oa0(a30 + a83) + Q12(a12 + a21) 


37 i 
二 可 (aso + a63) 十 了 (ol 十 a21). 


例 6.2 考虑 下 面 抛物 方程 组 


Ou1 


一 一 一 Aul 十 XMul 一 plu2 + Gi(u1, Lu2) + o( lull), 


Ot 
0 
了 二 Auo 十 D211 十 入 U2 十 G2(u1, u2) 十 o(llull?), (6.4.18) 


vu 二 (wu1, u2) 0， 在 00， 
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其 中 Pi Pp2 > 0， Gi(u1, u2) 为 


1 二 1 2 
| Gi(u1, u2) = blous + blju?u2 + blouiu? + beaud, 


G2(u1, 42) = b20u3 + b21u2u2 + b22u1u2 + bs， 
令 Ax, wk 是 Laplace 算 子 的 第 上 特征 值 与 特征 向 基 ( 计 入 重 数 )， 


ee Ep 


6.4.19 
welan = 0. , | 


则 (6.4.18) 的 所 有 特征 值 为 
BF(N) = (入 一 XM) tip, p= VPpips. 
因而 在 Mo = 和 1((6.4.19) 第 一 特征 值 ) 条 件 (6.4.5) 成 立 . 对 应 于 第 一 特征 值 六 (和 ) 
的 特征 癌 基 为 
e1= (加 ,0)， e2 = (0,w1), 
el 一 (w1, 0), e2 (0, vw1). 
此 时 ， 跃 迁 判 别 值 5b 为 


[B 
b= i [3(b3o + b63) + (ba2 十 b21)] ， 


其 中 
Ce: = | wi(z)dz. 


上 述 两 个 例子 只 是 强调 判别 值 b 的 特征 .如 果 为 了 计算 b, 那么 下 面 给 出 具 
体 的 一 般 方 法 . 

首先 讨论 方程 (6.4.17). 假设 4 及 共 二 和 矩阵 4 对 应 于 B1( 和 ) = Bo( 和 ) 的 特 
征 癌 量 为 


Zz1 一 (Qi ,Cn )s Z2 一 (ao21，- er , Q2n)) 
z? = (Bi ,Bin), 22 = (B21,:…* ,Pon). 


那么 将 z0 = (alizl 十 aolz2…… ,ainzl 十 aa2nz2) 代入 G(z) = {G1(2),… ,Gn(z)}, 
然后 对 G(z) 与 z? 求 内 积 ， 关 于 zi 和 zsa 展开 后 便 得 系数 axj 如 下 


nn 
(G(z0),27) = 》 05Gi(analzl + aol72，… ,QInT1 + a2nz2) 
j=1 
= > aljzt73, i 一 1,2. 


k++j==3 
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这 样 由 (6.4.11) 便 可 得 到 判别 值 b. 
对 于 方程 (6.4.18), 从 一 般 化 的 角度 去 考虑 . 这 样 对 应 于 第 一 特征 值 BE(A) 
的 特征 向 基 为 
el 一 (alV1 ,al2 罗 1)， ea2 = (ao2l1WV1; A221), 
ef = (DVDia2wi)，e2 = (B21w1, P2211), 
其 中 ai = (aitaiz) 和 Bi = (Bii, Bi2)(i = 1,2) 满足 


入 一 Al 一 01 
al = (入 一 和 Al)jal 一 pa2， 
Pp2 入 一 Al 


=A p2 
Bi = (A— AM)Bi + pho. 
= A— A 


将 ww = (azl 十 amiz2)Wi 和 他 = (Ql2Z1 + az272)W 代入 Gilui zz)， 然后 对 
G(w1,u2) 与 ef(i = 1,2) 求 内 积 ， 再 关于 zl 2 展开 得 系数 ak; 如 下 


2 
(Gagug),ey) = 下 SBiyGy (ud, wd) (z)dz 
2 三 1 


= > ona $= 1,2 
k+j=3 


然后 由 (6.4.11) 便 得 到 (6.4.18) 的 判别 值 b. 


86.4.3” 鞍 结 点 分 歧 


鞍 结 点 分 歧 与 跃迁 有 着 直接 联系 . 一 般 地 说 ,， 鞍 结 点 分 野 在 跃迁 点 之 前 ， 即 
和 < ho 一 侧 发 生 ， 并 且 伴 随 有 鞍 结 点 发 生 的 跃迁 一 定 不 是 连续 型 的 .一 个 跳跃 
型 或 混合 型 的 跃迁 全 局 结构 与 进 结 点 分 层 是 密切 关联 的 . 

在 注 4.8 中 , 我 们 已 经 简单 地 介绍 了 鞍 结 点 分 歧 的 一 些 直 观 特 征 ， 这 一 小 节 
将 专门 讨论 这 种 分 层 ， 鞍 结 点 分 歧 与 传统 意义 下 的 分 上 层 有 着 非常 不 同 的 特征 . 
传统 的 分 歧 总 是 在 一 个 平凡 奇 点 的 临界 特征 值 处 发 生 ， 一 般 称 之 为 临界 穿越 分 
歧 (transcritical bifurcation), 然而 鞍 结 点 分 歧 却 是 从 一 个 突然 生出 的 一 个 奇 点 处 
产生 ， 这 种 特征 在 非 线 性 耗 散 系统 中 很 普遍 地 存在 ， 并 且 受 到 关注 . 

鞍 结 点 分 歧 不 仅 关 于 奇 点 发 生 ， 并 且 关 于 周期 轨道 也 能 够 发 生 . 这 一 点 也 
将 在 后 面 进行 讨论 . 

鞍 结 点 分 歧 的 严格 数学 定义 如 下 . 

定义 6.2 今 we€ Xi,ui 冯 0. 称 方程 (6.0.1) 从 (w, 入 ) = (wu1, 和 1) 有 一 个 鞍 
结 点 分 歧 . 若 (ui, 入 i) 为 (6.0.1) 的 一 个 奇 点 ， 并 且 在 Ai < 和 一 侧 方 程 (6.0.1) 至 
少 有 两 个 奇 点 分 文 T;( 入 ), 使 得 
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(1) 对 任何 wx e Ti(A)(Ai < 入 ), 有 
UA 一 2, 当 入 一 Ai 
(2) (6.0.1) 的 算 子 在 奇 点 (ui, Xa) 有 零 指 标 
ind(-(La, + G),u) = 0. 
关于 鞍 结 点 分 歧 的 直观 意义 如 图 4.9 所 示 ， (w, Xi) = (wo,4) 是 鞍 结 分 歧 点 . 


首先 给 出 远 结 点 分 歧 的 一 个 总 的 原理 ， 它 也 是 定理 4.16 的 变形 观点 . 

定理 6.13 假设 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 成 立 , 并 且 对 任何 和 < 和 0, ReB;() < 
0(7 = 1,2,…). 如 果 (6.0.1) 从 (w, 入 ) = (0, 和 0) 在 入 < 和 分歧 出 一 个 奇 点 分 支 T、 
有 非 零 指 标 ， 并 且 是 在 X x (-co,xXo) 内 有 界 ， 则 (6.0.1) 一 定 存 在 一 个 鞍 结 分 歧 
点 (ui, Al) EX x (一 oo, 和 Xo). 

该 定理 的 证 明 思 想 与 定理 4.16 是 一 样 的 ， 这 里 不 再 重复 . 

下 面 定理 是 从 非 线 性 耗 散 型 方程 的 特征 提出 来 的 ， 它 对 许多 非 周 期 边界 条 
件 流体 动力 学 问题 是 非常 有 用 的 , 假设 方程 (6.0.1) 是 定义 在 Hilbert 空间 上 ， 即 
Xi = 二 Hi,XX = HH 是 两 个 Hilbert 空间 ， 并 且 满 足 


(G(u, A), wn < 0, vueEHi, MenR), 
(6.4.20) 


(Lau, un < -Cllullh, , VYA < 入 ， 


对 某 个 X* < Xo，Xo 如 (6.4.1),C > 0 为 常数 . 

定理 6.14 在 条 件 (6.4.1),(6.4.2) 和 (6.4.20) 假设 下 ， 若 对 任 入 < Xo,Z 的 
特征 值 ReB;( 和 A) < 0,Y7 = 1,2,…, 并 且 在 X < 入 入 Xo 内 (6.0.1) 的 解 有 界 ， 则 
下 面 结论 成 立 : 

(1) 车 在 (6.4.2) 中 ，k= 偶数 及 a 关 0, 那么 方程 (6.0.1) 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 


(Wi, 和 1) 三 Hi x (A*, No0), 并 且 集 合 
Ts = {(u,N) Ee Hi x RIL +G(u,N) = 0,u #0} 


中 含有 (wi, 和 1) 的 连通 分 支 T3 在 No < 入 < Xo+s 中 是 非 空 的 ， 其 中 = > 0 为 某 
一 实数 ， 如 图 6.4(a) 所 示 . 

(2) 若 在 (6.4.2) 中 ， 上 = 奇数 及 a > 0, 那么 方程 (6.0.1) 至 少 有 一 个 鞍 结 分 
歧 点 (ui, Ai) < Hi x (入 *, 和 0). 如 果 (6.0.1) 有 两 个 鞍 结 分 歧 点 (ua, Xi) 和 (uz, 和 2)， 
则 工 、 中 含有 (ui, 和) 和 (uaz, Xz) 的 两 个 连通 分 支 C? 和 C2 在 MA < 和 < 和 N+e 
中 是 非 空 的 ， 如 图 6.4(b) 所 示 . 
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(a) k= 偶数 时 ， (0, Xo) 为 混合 跃迁 点 


(b) k= 奇数 ， a > 0 时 ， (0, Xo) 为 不 连续 路 迁 点 
图 6.4 


注 6.5 由 定理 6.9 和 6.10, 上 述 结 论 (1) 中 (0, 和 0) 为 混合 型 跃迁 点 ， 结 论 
(2) 中 为 跳跃 型 的 , 若 FA 中 连通 分 支 CA 在 Xo < 入 含有 一 个 Morse 指数 为 0 的 
奇 点 ， 则 在 跳跃 型 区 域 中 的 解 将 收敛 到 这 个 奇 点 .如 图 6.4(a) 和 (b) 所 示 . 

定理 6.14 的 证 明 该 证 明 是 建立 在 定理 6.13 基础 上 . 首先 ， 线 性 算 子 L、 
能 够 分 解 为 对 称 和 反对 称 算 子 之 和 


L\ = C 十 吾 \， 
[Ls = (La + 成 ) 为 对 称 算 子 
B、= 5(L 一 故 ) 为 反对 称 算 子 . 
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然后 ， 由 条 件 (6.4.20) 当 入 和 和 * 时 ， CA 的 所 有 特征 值 (为 实数 ) 都 是 负 的 ， 因 
而 从 (6.4.20) 可 以 推 知 ， 此 时 ww = 0 是 (6.0.1) 全 局 渐 近 稳定 平衡 点 ， 此 外 由 定 
理 的 假设 ,在 入 < 和 < Xo 内 方程 (6.0.1) 的 解 是 有 界 的 ， 并 且 对 任 入 < 和 0o, 工 、 
特征 值 ReB; < 0, 因此 ， (6.0.1) 从 (0,Xo) 在 入 < Xo 分歧 出 的 奇 点 分 支 入 \ 在 
玉 x (一 00, Xo) 中 是 有 界 的 . 再 由 定理 6.9 和 6.10, (6.0.1) 的 分 歧 解 分 支 人 、 是 非 
退化 的 ， 因而 有 非 零 指标 . 这 样 ， 由 定理 6.13 可 知 ，(6.0.1) 在 入 < 入 < 和 o 中 一 
定 具 有 遂 结 点 分 歧 . 结论 (1) 和 (2) 中 关于 分 歧 解 连通 分 支 C\ 在 Mo < 入 < 和 te 
内 非 空 的 结论 可 由 拓扑 度 同 伦 不 变性 推出 .定理 证 毕 . 
注 6.6 如果 条 件 (6.4.20) 改 为 如 下 形式 


tt 


(6.4.21) 
(Lau, un < -Cllulls, + Chlulls, 


其 中 C1,C2 > 0 为 常数 ，2 < gq <p,C 一 一 00, 当 入 一 一 00, 则 定理 6.14 同样 成 
立 ， 特 别 地 ， 对 于 一 般 特征 值 重 数 ， 下 面 定 理 成 立 . 

定理 6.15 在 条 件 (6.2.1),(6.2.2) 及 (6.4.20) 或 (6.4.21) 的 假设 下 ， 若 对 任 
入 < 和 Xo,ZA 的 特征 值 ReB;( 和 A) < 0, 并 且 (6.0.1) 从 (ww A) = (0,Xo) 在 入 < Xo 分 
歧 出 一 个 非 零 指标 奇 点 分 支 ， 则 (6.0.1) 一 定 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 (wi, 和 1) e Hi x 
(一 00, Xo), 并 且 (0, Xo) 不 是 (6.0.1) 连续 型 牙 迁 点 . 


86.5 ”从 双重 特征 值 的 跃迁 


86.5.1 一 个 指标 公式 


为 了 研究 (6.0.1) 从 双重 特征 值 的 跃迁 ， 有 必要 讨论 下 面向 基 场 在 z=00 的 
指标 


(6.5.1) 


2 2 
oe 十 Ql27172 十 


2 2 
bli171 十 bi2X17T2 十 b2272 


假设 向 量 场 (6.5.1) 在 z = 0 点 是 二 阶 非 退化 的 ， 这 意味 着 of 十 好 关 0. 不 
失 一 般 性 ， 假设 all 0. 令 


2 
人 一 CQ1a 一 4allaQo22， 


以 及 当 A > 0 时 ， 令 

一 012 十 VA 
2all 
~a12— VA 


(2 二 
2a11 
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Bi: = buna? +bi2ai+b22, i= 1,2. 


下 面 的 指标 定理 在 整个 这 一 节 的 (6.0.1) 跃迁 研究 是 有 用 的 . 
定理 6.16 令 向 量 场 (6.5.1) 在 zx = 0 是 二 阶 非 退化 的 ， 并且 all 承 0, 那么 
有 (z = 0 为 二 阶 非 退化 意味 着 B182 0) 


0， 当 4A 乏 0 或 1 > 0， 
ind(w0)= (2 当 aipj>0 和 ap <0， (6.5.2) 
—-2， 当 aliB1 <0 和 a1B2 > 0. 
证 明 分 为 如 下 几 步 进行 . 
第 一 步 . 当 A = a?, 一 4a11422 < 0 时, 下 面 二 次 型 不 是 正定 的 就 是 负 定 的 . 
ailz1 十 al27lz2 十 a2272 > 0( 或 <0)，VYzE R’:, zz0, 
其 大 于 零 或 小 于 零 取 决 于 all 的 符号 ， 因 此 下 面 方 程 组 
QT? + ai2Z172 + Q2272 = 一 e? (或 e?)， 
| bii7x? 十 bi2zlz2 + ba273 = 0 
对 任何 。 关 0 无 解 ， 这 意味 着 
ind(w,0) =0， 当 4A< 0. 


第 二 步 . 对 于 A > 0 的 情况 ， 由 (6.5.1) 给 出 的 向 量 场 能 够 被 改写 成 如 下 


形式 
a ee 之 al172)(Zl 和 (6.5.3) 


2 , 2 
bi1T1 十 b12T1T2 十 bo2272 


因为 v 在 z=0 是 二 阶 非 退 化 的 ，B .ps 头 0. 由 (6.5.3),w = (0, 士 s2)T,E 尖 0， 
等 价 于 


T1 一 CiT2， Dir2 一 士 s2， 2 一 1,2. (6.5.4) 


如 果 Bl.B。 > 0, 那么 在 (6.5.4) 中 的 一 个 方程 , 不 是 对 +e? 就 是 对 -e?, 没有 解 . 
这 就 意味 着 
ind(u,0) =0， 当 .0 > 0. 


第 三 步 . 当 Bi .0 < 0 时 ， 容 易 看 到 al 承 a2 及 A > 0. 此 时 由 (6.5.3) 所 给 
向 量 场 4 = (ui,vaz) 取 如 下 形式 | 
U1 = a1i(T1 一 Ql172)(Z1 — A272), 
1 


全 ae = az2zZ2)” 十 Do(zi 一 aa72)” (6.5.5) 


2 一 


二 7(zl 一 caz2)(rl 一 aa272)]， 


‘> 
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其 中 7 = 一 (2b11QiQ2 十 bi2Q1 十 bi2Q2 十 2b22). 令 


B1 > 0, Bo < 0, 若 all > 0， 


Di < 0,6。 > 0, 若 all < 0. 


那么 (6.5.4) 的 解 y = (yi1,y2) 由 下 式 给 出 


Q2Yy>, 若 all < 0， 


2 
芝 | 土 上 局“&， 考 a11 > 0， 


+ ber 若 ail > 0， 
yi 三 


那么 灾 的 Jacobi 矩阵 可 表达 为 


从 (6.5.7) 可 知 


因此 从 (6.5.5) 和 (6.5.7) 推出 


y2 三 | 
士 52“c， 敌 all < 0. 
Zl1 一 了 Tl ~ Q1T2, Z2 三 了 1 一 CQ2Z2， 
Gu WN .ey 
Pe Oz1 Ozo or OX» 
2 
Oz1 Ozo Orl 0z2 
Oz1 Oz1 , 
A 1 —ai 
det = det = Cl 一 C2， 
bd be 1 一 C2 
Orzl OT» 
Q1122 Q1121 


det Du(7) = (al — a2)det | 262zl 十 rzz 2B1iz2+ rzZl 
(al 一 ao2)2 (a 一 ao2)? 


在 另 一 方面 ， 由 (6.5.6) 得 到 


= 宇 = = 
zz] 一 Vi 一 QlVy2 = 


0, 若 ali > 0, 
I 
~ (Qa2 al1)0。 “3 > Q11 = 0， 


再 FE = (al 一 a2)B te, 若 Ql11 一 0， 
0, 若 Q11 = 0. 
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(6.5.6) 


(6.5.7) 


(6.5.8) 


(6.5.9) 


(6.5.10) 
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因此 由 (6.5.8)~(6.5.10) 可 以 得 到 


detD ( +t) 2a1101 {ai qn) (2), 在 Q11 > 0, (6 5 11) 
et Dul(y™) = .5. 
— 2a1192(Q1 一 a2) (zr),, 车 a11 <0. 


由 Brouwer 度 理论 知道 
ind(wu,0) = deg(u, B,, x0), (6.5.12) 
其 中 zo = (0,s2) € B; = {xz € R2||z| < rr > 0 充分 小 . 
从 (6.5.11) 和 (6.5.12) 推出 
ind(u, 0) = sign det Du(y*) + sign det Du(y”) 
二 2， 对 ai9 >0 和 ap < 0. 
同 理 可 得 
ind{u,0) = —2， 对 ail9 <0 和 a11B2 > 0. 
于 是 ， 公 式 (6.5.2) 被 证 明 ， 定理 证 毕 . 


86.5.2 ”主要 定理 
在 (6.2.1) 和 (6.2.2) 条 件 下 , 记 m 和 7 为 Ls 的 第 一 特征 值 8;( 和 ) 的 代数 重 

数 与 几何 重 数 . 这 里 假设 m = 7 = 2,G(u, 入 ) = G2(w, 入) +olllull?),G2 是 二 重 线 
性 算 子 . 令 

al(A) = (G2(e1(N), e1(N), A), ei1(N)), 

a22(N) = (G2(e2(N), e2(N), A), ei1(N)), 

al2( 入 ) = (G2(e1(N), e2(N), 入 ) + G2(e2(N), e1(N), 和),el)， 

bi1(N) = (G2(e1(N), e1(N), A), e2(N)), 

b22(N) = (G2(e1(N), e1(N), 8), e2(N)), 

bi2(N) = (G2(e1(N), e2(N), AN) + G2(e2(N), e1(N), A), e2), 
其 中 ei( 入 ) 和 ef( 和 A)(i = 1,2) 分 别 为 L、 和 LS 在 和 = Xo 附近 对 应 于 Bi(A) 和 
Bo( 入 ) 的 特征 向 基 (81(X0) = B62(0) = 0), 即 

| LAei(A) = Bi(A)ei(A)， 
L\es(N) = Bi(Nei(M), i= 1,2. 


这 样 获 得 一 个 二 重 线 性 向 量 场 


aii( 入 )Z? 十 al2{( 入 )Z172 十 a22( 入 )z3 
uo( 和 ) 一 。 


pe (6.5.13) 
Di( 入 )Z1 十 bi2( 入 )Z1T2 十 22( je 


86.5 从 双重 特征 值 的 跃迁 yb 


当 wo 是 二 阶 非 退化 向 量 场 , 即 x = 0 是 wo 在 入 = 0o 的 孤立 奇 点 时 , 根据 定 
理 4.18, 在 (6.2.1) 和 (6.2.2) 条 件 下 以 及 m = = 2, 如 果 两 个 向 量 (a11,@Q12, a22) 
和 (b11,b12,b22) 是 线性 独立 的 ， 那 么 (6.0.1) 在 入 = 和 0 的 每 一 边 最 多 有 三 个 ， 最 
少 有 一 个 分 歧 解 分 支 . 

由 定理 (6.16), 向 基 场 (6.5.13) 在 zx = 0 的 指标 只 取 三 种 值 0 和 土 2. 下 面 就 
每 一 种 情况 给 出 跃迁 定理 . 

对 于 非 连续 的 跃迁 , 我 们 介绍 连通 跳跃 区 域 的 概念 如 下 . 令 (6.0.1) 在 (0, Xo) 
发 生路 迁 ，0 EeE Ue XX 为 跃迁 区 域 . 称 一 个 开 集 D CU 是 (6.0.1) 的 一 个 连通 的 
跳跃 区 域 ， 若 对 任何 PE D. (6.0.1) 的 解 ua(t,p) 满足 


lim llualt, p)llx >5，YA> No, 


8D 为 (6.0.1) 的 不 变 集 ， 并 且 对 任 po s 9D, 使 得 


dim llualt, fo) — 0 当 和 一 和 0+0. 


下 面 定理 是 关于 ind(uo(Xo),0) = -2 的 情况 ， 

定理 6.17 假设 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 及 m =7 = 2. 如 果 (6.5.13) 所 给 向 
其 场 uo 是 二 阶 非 退 化 的 并 且 ind(wo,0) = -2, 那么 下 面 结 论 成 立 : 

(1) 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 是 一 个 跳 妈 型 跃迁 ， 并 且 严 格 地 具有 三 个 连通 跳 
路 区域 ， 如 图 6.5 所 示 ; 

(2) 在 入 = Xo 的 每 一 侧 (6.0.1) 分 歧 出 严格 三 个 鞍点 ， 其 Morse 指数 为 1. 


图 6.5 ULE<iS 和 3) 是 连通 跳跃 区 域 


为 了 刻画 其 他 两 种 指标 情况 的 跃迁 状态 ， 需 要 介绍 扇形 区 域 的 概念 ， 一 个 
开 集 S(9) C R? 称 为 是 角度 为 be [0,27] 的 一 个 扇形 区 域 ， 如 果 S(9) 被 两 个 从 
I 二 0 出 发 的 曲线 ri 和 ra 及 一 个 驱 工 所 围 ， 并 且 和 7 在 z=0 之 间 的 夹 角 
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为 9, 如 图 6.6 所 示 . 记 5.(9) 是 角度 为 9, 半径 为 > 的 扇形 区 域 ， 表 达 为 
S.(0)}={zeR| |z|<r, zeS(0)}. 


图 6.6 


下 面 定 理 是 关于 指标 为 2 的 情况 . 

定理 6.18 在 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 假设 下 ，m ="7 = 2,B1( 和 A) = Bo( 和 ) 在 
入 = Xo 附近 , 如 果 (6.5.13) 所 给 向 其 场 uo 是 二 阶 非 退 化 的 ,并且 ind(wo,0) = 2， 
那么 下 面 结 论 成 立 : 

(1) 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 是 一 个 混合 型 聊 迁 ， 即 4% = 0 的 一 个 邻 域 U 分 解 
成 两 个 扇形 区 域 D(9) 和 D(W)(96+ 光 =27,7 <0<27, 当 09=27 时 ,D(V) = 2), 
其 表 这 式 为 Deo={u=7z+vEUCX|I z= 71el+ T2262 € 5(0)}, 
使 得 D(9) 是 稳定 型 跃迁 区 域 ， D(y) 为 连通 的 跳跃 型 区 域 . 

(2) 方程 (6.0.1) 在 D(9) 中 分 歧 出 一 个 吸引 子 4 吸引 D(9), 并 且 dim A、 < 
1, A、 含有 一 个 奇 点 时 ， 其 结构 如 图 6.7(a) 所 示 ; 含有 二 个 奇 点 时 其 结构 如 图 
6.7(b) 所 示 ; 含有 三 个 奇 点 时 其 结构 如 图 6.7(c) 所 示 . 


(a) (6.0.1) 分 歧 出 一 个 奇 点 p 
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(c) (6.0.1) 分 野 出 三 个 奇 点 po,Ppl 和 p2 
图 6.7 


定理 6.19 今 ind(wo,0) = 0, 其 他 条 件 与 定理 6.18 相同 ， 则 有 如 下 结论 : 

(1) 车 (6.0.1) 在 Xo < 入 分 歧 出 一 个 奇 点 ， 则 在 (0, Xo) 的 是 迁 是 跳跃 型 的 ， 
并 且 只 有 一 个 连通 跳跃 区 域 . 

(2) 若 (6.0.1) 在 Xo < 入 分 歧 出 两 个 奇 点 ， 则 在 (0, Xo) 的 跃迁 是 混合 型 的 ， 
跃迁 区 域 U 分 解 为 两 个 扇形 区 域 D(9) 和 D(W)(9 二 小 = 27), 使 得 D(9) 是 稳定 
型 区 域 ， D{V) 是 一 个 连通 的 跳跃 型 区 域 ， 并 且 D(9) 内 无 分 歧 吸 引子 . 

(3) 若 (6.0.1) 在 Xo < 入 分 岐 出 三 个 奇 点 ， 则 了 跃迁 为 混合 型 ，U 分 解 为 D(9) 
和 Duy)(9 十 区 = 27,0 < 9 < 7), 使 得 D(w) 是 一 个 连通 的 跳 妈 型 区 域 ， 而 D(9) 
含有 一 个 单一 奇 点 吸引 子 4 = {p}, 其 吸引 D(9), 如 图 6.8(a)~(b) 所 示 . 
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(a) 入 = No (b) Xo < 和 ,p 是 一 个 吸引 子 
图 6.8 


注 6.7 在 定理 6.18 中 ， 如 果 在 入 = Xo 附近 及 入 关 和 0 时 ,B81(X) 关 D2(A)， 
那么 (6.0.1) 在 (0, Xo) 也 是 混合 型 跃迁 ， 但 是 其 稳定 区 域 0 CU 可 能 不 是 扇形 
区 域 ， 并 且 不 含 吸引 子 . 例如 考虑 下 面 方 程 


at 
dz2 
dt 


可 以 算出 (6.5.14) 的 两 个 特征 值 为 


d 
Sl 一 4AT1 十 AT2 十 zi 一 47172 一 7Z2， 
(6.5.14) 


= 一 和 T1 + T1Z2. 


Bi(A) = (2+ V3)A, Bb2(N) = (2 — V3)A. 
即 入 关 和 Xo=0 时 ，B(A) 关 Bo(A). 其 非 线 性 项 


zx? — A4717» 一 £2 
G(x) = 
Tl1T2 


是 二 阶 非 退 化 的 ， 并 且 ind(G,0) = 2. 


容易 看 出 (zt zz) = (0， 》) 是 方程 (6.5.14) 从 (0, Xo) = (0,0) 分 歧 出 的 唯一 
奇 点 . 但 是 (6.5.14) 在 Xo < 入 靠近 (0, 和 0) 的 地 方 没有 吸引 子 ， 其 局 部 拓扑 结构 
如 图 6.9 所 示 . 
86.5.3 ”主要 定理 的 证 明 

方程 约 化 的 一 阶 近 似 

由 中 心 流 形 约 化 一 阶 近 似 公式 (6.1.12), 从 (6.5.13) 可 知 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 
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附近 的 一 阶 近 似 约 化 可 写 为 如 下 形式 


= .jz 十 已 (z,A) 十 oflzl2)， (6.5.15) 


图 6.9 


0 0 ) 国 be 

jr = 三 1 
0 B2(A) T2 Bo (MN)T2 

F(z,X) = we 十 al2( 入 jzliZ2 十 | 


Di(A)zy 十 Di2(A)zlz2 + bo2(N)T2 


这 里 ai; 和 bi; 如 (6.5.13) 所 定义 . 

因为 RE(z,A) 在 (zx, 入 ) = (0,Xo) 是 二 阶 非 退 化 的 , 在 z=0 的 附近 (6.5.15) 右 
边 的 向 量 场 是 八 十 五 的 一 个 摄 动 . 由 非 退化 奇 点 及 吸引 子 的 稳定 性 (定理 5.3)， 
只 需 对 下 面 方程 证 明定 理 6.17~6.19, 该 方程 为 (6.5.15) 的 一 阶 台 近 . 


= z+ F(z,N). (6.5.16) 

定理 6.17 的 证 明 结论 (1) 事实 上 是 结论 (2) 的 推论 ， 因 为 此 时 在 ho < 入 
分 歧 出 的 三 个 Morse 指数 为 1 的 鞍点 ， 其 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 都 是 X 中 余 
一 维 曲 面 ， 因 而 可 将 u = 0 的 邻 域 7 分 解 为 如 图 6.5 所 示 的 九 个 开 集 ， 并 且 
u = 0 和 三 个 鞍点 在 这 些 开 集 的 边界 上 . 这 九 个 开 集 内 的 每 个 轨道 都 是 远离 平衡 
点 = 0 的. 因而 ， 只 需 证 明 结论 (2). 
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结论 (2) 可 由 定理 4.9 和 下 面 引 理 推 得 . 
引 理 6.1 如 果 ind(F(, 和 0),0) = -2, 那么 (6.5.16) 从 (z,A) = (0, Xo) 在 
入 二 和 0 的 每 一 边 都 严格 地 分 歧 出 三 个 鞍点 ， 其 Morese 指数 都 为 1. 
证 明 由 定理 6.16, 当 ind(F(:, 和 0),0) = 一 2 时 ， 这 两 个 向 量 (@11,Q12, a22) 
入 = 和 0 的 每 一 边 最 多 只 能 分 歧 出 三 个 奇 点 ， 并 且 如 果 正 好 是 三 个 奇 点 ， 则 它们 
都 是 正则 的 . 我 们 将 证 明 (6.5.16) 在 入 = Xo 的 每 一 侧 恰好 分 歧 出 三 个 奇 点 . 
由 
ind(.\ + F,0) = sign[B1(A)- B2(A)] = 1 A 天 No, 
k 
ind(JA + Fpi)+ind(J + F,0) = 一 2， 
j=] 


其 中 pi(1 < i<k&) 是 (6.5.16) 从 (0,Xo) 分 歧 出 的 奇 点 . 因此 ， 如 果 入 关 Xo, 则 有 


天 
>》 ind( 作 十 已 mm) = 一 3. (6.5.17) 


4 一 了 


如 果 (6.5.17) 中 的 数 k < 3, 那么 (6.5.16) 的 一 个 分 歧 奇 点 ， 记 为 p1, 一 定 满 
足下 面 不 等 式 


lind(7\ + Fp1)| >z 2. (6.5.18) 
由 Brouwer 度 理论 ， 对 于 一 个 二 维 场 如 果 奇 点 Pi 的 Jacobi 矩阵 不 是 零 ， 即 
D(J\ +F)(p1) #0. 


那么 有 
lind(A + Fp)| <1. 


因而 从 (6.5.18) 可 推出 及 十 下 在 pi 的 Jacobi 窍 阵 是 零 


D(J,+F)(p)= + (Se ) =0. (6.5.19) 


令 pi = (zi1,2z2), 那么 从 (6.5.19) 推出 


Bi 十 2all121 十 Q1222 = 0, 
Qi12 之 1 2a22z2 一 0， 
Bz + 2b2222 十 bi221 = 0, 


bi22z2 + 2b11z1 = 0. 
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该 方程 组 与 .pl 十 F(p1, 入 ) = 0 合 在 一 起 可 推出 pl = 0, 这 与 pi 头 0 了 矛盾. 于 是 
证 得 上 = 3. 
从 (6.5.17) 和 定理 4.18 可 导出 


ind(JA+ Pni)= -1, Vil<ig3. 


这 就 意味 着 pi(1 < i < 3) 是 Morse 指数 为 1 的 鞍点 ， 定 理 证 毕 . 
定理 6.18 的 证 明 为 了 证 明定 理 6.18, 首先 引入 下 面 引 理 ， 该 引 理 给 出 一 
个 关于 二 维 向 量 场 奇 点 指标 与 其 局 部 拓扑 结构 之 间 的 一 个 公式 ， 称 为 Poincaré 
公式 (29. 
引 理 6.2 今 v 是 一 个 二 维 Cr(r > 0) 向 基 场 ， v(0) = 0, 那么 有 下 面 指标 
公式 ， 称 为 Poincaré 公式 ， 
ind(v,0) 一 工 十 >(e 一 瞩 )， (6.5.20) 


其 中 e 是 椭圆 区 域 数 ，h 为 双 曲 区 域 数 ， 这 里 在 z = 0 的 一 个 邻 域内 椭圆 区 域 
五 , 双 曲 区 域 五 和 抛物 区 域 已 定义 如 下 ， 如 图 6.10 所 示 . 


< 


SS 


6.10 


E={reUlS(t)zrz 和 SsS(-t)r— 0 当 上 一 oo}， 
H={zeUIlS(t)z 和 S(-t)z 4U 对 菜 个 t > to > 0}， 
P= {zeU| 或 者 S(tjz 一 0 (t=00), S(-t)z ¢ U(t > to), 
或 者 S(-t) 一 0 (t=00), S(t)z ¢ Ul(t > to), 
或 者 S(t)z, S(—t)z €E Ul(n — 0)vt > 0}. 


然后 ,定理 6.18 的 证 明 可 由 下 面 几 个 引 理 获得 . 这 里 总 是 假设 6(A) = 81() = 
B2( 和 ), 在 入 = 和 附近 . 注意 到 ， 由 同 伦 不 变性 ， 在 入 = Xo 附近 有 


ind(F(., A),0) = ind(F(., M0),0) =2. (6.5.21) 
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引 理 6.3 对 任 入 在 Xo 附近, 向量 场 F(., 和 ) 有 大 个 直 轨 道 线 ,并 且 1 < kk< 3， 
其 表达 为 


Qir1+PBir2=0, oat+P#0, 1<igk, (6.5.22) 
这 里 oi = 一 ai/Bi 或 o;= 一 Bi/a; 是 下 面 代 数 方程 解 
| a2203 十 (Q12 一 bz2)o? 十 (ali 一 b12)o 一 bli = 0， 或 者 


和 8 (6.5.23) 
bio 十 (bi12 一 all)a 十 (b22 一 Qa12)0 — Q22 一 0. 


证 明 因为 F(x, 入 ) 在 入 = Xo 附近 为 二 阶 非 退 化 ， 故 ai 十 Fl 关 0. 假设 
all 关 0. 由 F(z, 入 ) 的 二 阶 齐 次 性 ， 一 个 直线 zz = ozl 是 F(z, 入 ) 的 直 轨 道 线 充 
要 条 件 为 
F2(Z, 入) 
0 Fi(z, 和 ) 
bi1z? 十 bi2T172 十 b2272 
Qa? + al27172 + 02273 
b11 十 0120 十 b2207 


all 十 al20 十 a2202 
因此 满足 (6.5.23) 的 直线 (6.5.22) 是 F(z, 入 ) 的 轨道 线 ， 显然 (6.5.23) 中 两 个 方 
程 必 有 一 个 存在 一 个 实数 解 . 这 样 就 证 得 (6.5.23) 解 的 个 数 大 为 1 入 大 入 3. 引 
理 证 毕 . 

引 理 6.4 在 (6.5.21) 条 件 下 ， 有 如 下 结论 : 

(1) F(x, 入) 在 x = 0 没有 双 曲 区 域 ; 

(2) F(z, 入 ) 有 严格 两 个 椭圆 区 域 五 和 EE2; 

(3) 如 果 (6.5.23) 解 的 数 上 = 1 则 F(z, 入) 没有 抛物 区 域 ， 若 上 > 2 则 有 严 
格 两 个 抛物 区 域 PP, 忆 ; 

(4) 每 个 椭 贺 和 抛物 区 域 BE 和 P 是 扇形 区 域 E = 5,(91),P = 5S.(9:),0 < 
901,02 <T 及 91+g =T 并 且 5-(4) 的 边 是 F(x, 人 入 ) 的 直 轨 道 线 , 如 图 6.11(a)~(c) 
所 示 . 

证 明 根据 引 理 6.3, 取 一 个 正 交 坐标 变换 Y = 4z, 使 得 F(z, 入) 的 一 个 直 
轨道 线 作 为 yi 轴 ， 在 这 个 变换 下 ， 向 量 场 F(z, 入 ) 被 变换 为 如 下 形式 


i ~ 

Q11Y1 十 G12V1Y2 + 422Y 

Fl(y,\) = ee (6.5.24) 
y2(b1y1 + bz2y2) 


-由 (6.5.21), ind(F(., 和),0) = 2, 从 定理 6.16 可 推 知 b1 关 0. 取 另 一 个 坐标 变换 如 
和 ~ ~ 
| Z1 = biyi + bay2, 

2 
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那么 由 定理 6.9, 向 基 场 (6.5.24) 变 为 如 下 形式 ， 为 了 简单 ， 我 们 省 去 上 撤 : 


F(z,X) = (®) 站 * 一 QlzZ2)(Zl 十 | (6.5.25) 


pzrlzo 


其 中 a:b> 0,al,as > (0. 
坐标 变换 不 改变 向 基 场 王 的 拓扑 结构 . 下 面 的 轨道 分 析 让 我 们 看 到 ，(6.5.25) 
在 zZ=0 邻 域 有 拓扑 结构 如 图 6.11(a)~(c) 所 表示 那样 . 


(a) 上 二 1 的 情况 (b) 大 三 2 的 情况 


{c) 大 二 3 的 情况 
图 6.11 向 量 场 (6.5.25) 的 拓扑 结构 
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为 了 得 到 向 基 场 (6.5.25) 在 z = 0 的 如 图 6.11(a)~(c) 所 示 的 拓扑 结构 ， 记 
Di D2, D3 和 Da 为 R? 中 zY172 坐标 系 的 四 个 象限 ， 以 及 两 个 直线 zt 一 Qiz2 = 0 
和 zl 十 Qa272 = 0 也 划分 R? 为 四 个 如 下 区 域 
Qi = {(X1, 72) € R?|z1 一 aaza > 0,71 十 ao2Z2 > 0}, 
Q2 = {(z1, 72) € R?|z1 ~ or2 < 0,71 + oa272 > 0}, 
Qa = {(7x1, 72) € R?|z1 ~ alz2 < 0,71 十 ao2z2 < 0}, 


人 4 = {(zl,z2) 二 R’|z1 ~ Qi1T2 > 0, za 十 a2z2 < 0}. 
从 (6.5.25) 容易 看 出 


所 > 0， 在 Qi 和 Qa， 
所 < 0， 在 Q@z 和 Qa， 
F > 0， 在 Di 和 Ds， 
本 <0， 在 Dz 和 D;. 


性 质 (6.5.26) 保证 了 (6.5.25) 只 有 两 个 椭圆 区 域 Bl 和 Eso, 并且 El C Ri = 
{(zi,zz)jlzz > 0},E2 C R2 = {(7z1,72)lz。 < 0} 如 图 6.12 所 示 . 再 由 公式 
(6.5.20),F(z, 和) 没有 双 曲 区 域 . 

这 样 ， 剩 下 来 我 们 证 明 结论 (3) 和 (4). 由 引 理 6.3, 从 (6.5.26) 可 以 推出 
F(z,A) 的 直 轨 道 线 Li(i = 0,1,2) 由 下 式 给 出 


(6.5.26) 


Lo :x2 = 0, Li : rx2 = O171, L2 : Ta = OoT], 
并 且 如 果 col, os 是 实数 ， 则 


1 1 
C= £1 02 三 一 一 十 E2， 
C1 CQ2 


1 1 
对 某 些 实数 0 < sl < 和 0<e2< ~ 因此 有 
1 2 
Li COUWs,. 1=0,1,2. {6.5.27) 


因而 结论 (3) 和 (4) 从 (6.5.27) 及 下 的 轴 对 称 性 推出 。 引 理 证 毕 . 

引 理 6.5 在 (6.5.21) 条 件 下 ， (6.5.16) 从 (z, 入 ) = (0,Xo) 在 Xo < 入 分 歧 
出 一 个 吸引 子 4, 它 吸引 一 个 扇形 区 域 5.(9), 其 角度 为 + < 6 < 2fr. 事实 上 
Sr(9) C PiU EzU 只, 其 中 Pi, Eo 是 两 个 椭圆 区 域 ， 忆 | 为 抛物 区 域 , 这 里 下 的 
轨道 收敛 到 z = 0. 

证 明 在 正 交 坐标 变换 下 ， 下 面 线 性 算 子 


® 0 ) 
J 一 
0 BO 
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图 6.12 
是 不 变 的 ， 因 而 不 失 一 般 性 ， 取 向 量 场 尺 如 (6.5.24) 形式 . 由 定理 6.16, F(z, 入) 
能 够 写成 
i (2 下 (® 一 Qlzoj(zl 一 站) (6.5.28) 
F» bro2 (7T1 ox2) 


其 中 a:b> 0,a?++a20. 
只 对 a,b > 0 及 o >0 的 情况 进行 证 明 ， 其 他 情况 可 用 同样 方式 证 得 . 由 定 
理 6.16 可 知 aa < o < al, 这 意味 着 这 些 直 线 


Z1 一 QiT2 = 0, $s =. 1 2 72 = 0, Z1 一 GZ2 = 0, 


是 在 R? 中 交错 排列 . 
根据 椭圆 和 抛物 区 域 的 定义 ， 由 引 理 6.4 可 得 


dim S(t)rT=0, vreEU EUP, (6.5.29) 


其 中 Sx(t) 是 由 F(z, 入 ) 生成 的 算 子 半 群 . 
在 另 一 方面 ， 从 (6.5.28) 可 推出 对 任 ze El U EU 只 ,存在 一 个 如 (z) > 0， 
使 得 


S\(tjzeD= {rE€R| zi—or2 <0}, vt> to(7). (6.5.30) 
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当 g = 0 时 ，D 就 是 z1 = 0 的 左 半 平 面 , 很 清楚 ，PlCDCEUEUPR. 记 
D(r)= {zreD| |z|<r)}, 
Dm) 二 {7 ED| 0<n<l|z|<r}. 


令 从 区 是 由 太 + FF(-, 入 ) 生成 的 算 子 半 群 . 因为 对 入 > Xo,JAz 的 所 有 轨道 是 从 
z= 0 朝 外 辐射 的 直线 . 因此 ， 由 (6.5.30) 推出 


ThzeD，v>0 reop, zr#0. (6.5.31) 
现在 证 明 对 任 入 一 和 Ao > 0 充分 小 ， 存 在 0 < ri < ra < rs, 使 得 
T\(t)rz € D(ri,r2), Vr € D(rsa), t> 如 ， (6.5.32) 


对 某 个 tz 之 0. 
当 入 > 》o 时 ， 改 二 王 的 奇 点 z=0 有 一 个 不 稳定 流 形 W*,dimW* = 2. 取 
rl > 0, 使 得 球体 B. Cc W*. 那么 由 (6.5.31) 可 以 推 得 


Tt)z € Dri,r2), Vx.E D(r1), t>it, XK0. (6.5.33) 


如 果 (6.5.32) 不 成 立 ， 那 么 由 (6.5.31) 和 (6.5.33), 存在 An 一 Xo 二 0, 如 一 cc 
和 {zn} C D(r73), 使 得 


I (tjzZa|l ra n> 1. (6.5.34) 


今 zn 一 zo E D(r3). 那么 由 延 拓 轨道 的 稳定 性 ( 引 理 5.1) 和 (6.5.34), F(z, Xo) 
有 一 个 以 zo e D(r3) 为 起 点 的 延 拓 轨道 7, 而 > 不 收敛 到 z = 0, 这 与 (6.5.29) 牙 
盾 . 

因而 ， 从 (6.5.31) 和 (6.5.32) 推出 D(m1,72) 是 在 它 的 一 个 邻 域 U 中 的 吸收 
集 ， 再 由 吸引 子 存在 性 定理 (定理 3.4), 对 入 > Xo, 下面 集合 


As =wa(D(r1,7r2)), 0¢ A 


是 一 个 (6.5.16) 的 吸引 子 ， 并 且 吸 引 D(r3)/{0}. 
再 一 次 应 用 引 理 5.1, 从 (6.5.29) 推出 


lim max |z| = 0. 
和 一 Xo zE.AA 


因而 4 是 (6.5.16) 从 (0, Xo) 分 歧 出 的 一 个 吸引 子 . 
从 (6.5.30) 可 以 推 得 4 吸引 一 个 扇形 区 域 5.(9) C ElU Ez UP, 其 角度 为 
9 = 27 一 00, 这 里 b% 是 抛物 区 域 丈 的 角度 .该 引 理 证 毕 . 
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引 理 6.6 对 于 (6.5.16) 的 吸引 子 A、, 有 下 面 结论 : 

(1) 当 引 理 6.3 中 大 = 1 时， -LA = {p},p 为 (6.5.16) 单一 奇 点 ， 其 结构 如 图 
6.7(a) 所 示 . 

(2) 当 k=2 时， As = 二 7U {pi1,p2},pl 和 pz 为 (6.5.16) 的 两 个 奇 点 ，7 为 
连结 pl 和 pz 的 轨道 ， p2 为 最 小 吸引 子 ， 其 结构 如 图 6.7(b) 所 示 . 

(3) 当 大 = 3 时 ， As =riUrazU{po,pl,pzj, 其 中 po,pl 和 pz 为 (6.5.16) 的 
三 个 奇 点 ， ri 为 连结 po 和 Pi(i = 1,2) 的 轨道 . pi 和 ps 为 最 小 吸引 子 ， 其 结 
构 如 图 6.7(c) 所 示 ， 

证 明 显然 吸引 子 A、 包含 了 所 有 (6.5.16) 的 分 岐 奇 点 . 将 证 明 .4 中 不 含 
同 胚 于 $! 的 延 拓 轨道 . 

因为 hz 的 轨道 是 从 xz = 0 出 发 辐射 状 的 直线 ， 而 由 引 理 6.3, 所 有 F(z, 和 ) 
的 轨道 在 zx = 0 点 与 ER(z, 和 ) 的 直线 轨道 相 切 ， 因 而 在 x = 0 的 邻 域内 人 hz 与 
F(z, 入) 横 截 相交 ， 除 了 在 F(z, 入) 的 直线 轨道 上 . 这样 ， (6.5.16) 的 所 有 分 歧 奇 
点 一 定 是 在 F(x, 入 ) 的 直线 轨道 工 上 , 并且 工 是 (6.5.16) 的 不 变 集 ， 它 由 轨道 和 
奇 点 构成 . 

取 正 交 坐 标 系 (ztza), 以 工 为 zi 轴 ， 则 F(z, 和 ) 取 (6.5.28) 的 形式 .容易 
验证 八 十 下 (.,A) 在 工 上 ( 即 zl 轴 ) 只 有 一 个 非 零 奇 点 


zo 三 (一 BA)/a, 0)， 
并 且 矿 十 F(, 和 ) 在 zo 点 的 Jacobi 和 窍 阵 为 
一 有 (和 ) 
D(N\ + FF)(r0) = b | (6.5.35) 
| 人- ma 


这 意味 着 直线 L 上 有 两 个 轨道 ri,rz C 工 收敛 到 zo 点 ， 并 且 其 中 一 个 是 从 
z= 0 连结 到 zo. 这 就 推出 包含 所 有 分 歧 奇 点 的 吸引 子 A、 没有 闭 延 拓 轨 道 ， 并 
且 二 FF(, 入 ) 的 分 歧 奇 点 数 等 于 引 理 6.3 中 的 . 

当 上 二 1 时， 由 ind(F(.,Xo),0) = 2 知 


ind(J\+F,z0)=2—-ind(N\+F,0)=1 


再 由 (6.5.35) 知 zo 为 Morse 指数 零 的 奇 点 ， 因 而 A、 = {zo} 其 结构 如 图 6.7(a) 
所 示 . 

当 上 = 二 2 时， 及 十 有 两 个 奇 点 z1,22. 由 定理 4.18,z1 是 退化 的 ， z2 为 非 
退化 的 . 再 由 (6.5.35) 可 知 


ind(N\+Fz)=0, ind(/+F,22)=1, 
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并 且 zz 是 Morse 指数 零 的 奇 点 , 即 z2 为 一 吸引 子 . 而 由 Poincar6 公式 (6.5.20),z1 
有 严格 两 个 双 曲 区 域 及 一 个 不 稳定 流 形 ~.r 即 为 连结 2 和 z2 的 轨道 . 因此 A、 = 

TU {z1,z2}, 其 结构 如 图 6.7(b) 所 示 . 
当 大 = 3 时， 败 十 已 有 三 个 奇 点 z1,z2,z3, 并 且 由 定理 4.18 它们 都 是 非 退 
化 的 . 因而 有 
| ind(J\ + Fz1) = 一 1， 


ind( 人 + Fz2)=ind(N+ Fr,z)=1. 


再 由 (6.5.35) 可 知 ， zl 为 鞍点 ， zz 和 zs 是 吸引 子 . 在 这 种 情况 下 A、 有 如 图 
6.7(c) 所 示 的 结构 ， 引 理 证 毕 . 

现在 ， 从 引 理 6.4~6.6 就 可 以 推 得 定理 6.18. 但 需要 说 明 一 点 的 是 ， 在 引 理 
6.6 中 = 二 2 时， 人 + 下 的 一 个 奇 点 z1 具有 指标 零 , 因而 在 高 阶 摄 动 下 ，(6.5.15) 
在 z1 附近 或 者 没有 奇 点 ， 或 者 有 两 个 奇 点 ， 或 者 仍 保持 为 一 个 奇 点 . 当 为 两 个 
奇 点 时 ， 其 指标 分 别 为 +1 和 -1. 这 是 由 (6.5.35) 所 保证 的 . 这 样 ， 在 摄 动 下 定 
理 结论 (2) 仍 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

定理 6.19 的 证 明 当 Xo < 和 时， 所 有 在 z=,0 附近 的 奇 点 其 指标 为 


天 
Dind(J + Fzk) = -ind(AA+F,0)= 一 1. (6.5.36) 
z 一 1 
因而 当 ,人 十 已 只 有 一 个 分 歧 奇 点 2 时 ，ind(. + 已 2) = 一 1. 这 意味 着 zl 是 
一 个 鞍点 ， 它 有 一 个 余 一 维 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ， 其 中 稳定 流 形 的 一 端 连 
结 到 xz = 0. 这 样 ， 其 稳定 没有 将 zx = 0 的 邻 域 分 为 两 个 部 分 . 因而 跳 嫉 区 域 是 
连通 的 ， 如 图 6.13(a) 所 示 . 


(a) 一 个 分 歧 奇 点 z1 的 情况 (b) 两 个 分 歧 奇 点 z1, z2 的 情况 
6.13 


= J 十 F 只 有 两 个 分 歧 奇 点 Zl1, 之 2 时 ， 由 (6.5.35) 和 (6.5.36), 


ind(JA\+F,z1)=0, ind(N\+F,z2)= —1. 


86.5 从 双重 特征 值 的 跃迁 .285 . 


即 z 是 一 个 鞍点 ， z1 有 严格 两 个 双 曲 区 域 ， 及 一 个 抛物 区 域 P,P 内 轨道 收敛 
到 z1. 这 样 2 的 抛物 区 域 已 是 一 个 稳定 区 域 ， 它 是 由 F(z, 入) 的 两 个 直线 轨道 
所 围 成 ， 因 而 是 一 个 扇形 区 域 D(9)(0 < 0 < 7). 而 开 集 


D(¥) = U/D(0), vw+0= 2 
是 一 个 连通 的 跳 跳 型 区 域 ， 如 图 6.13(b) 所 示 . 
当 及 十 FF 有 三 个 分 歧 点 z1, z2,z3 时， 则 有 
ind(J + Fz21)=1, 
| ind(.J + F,22) = ind(/\ + F,z3) = —1, 


然后 由 (6.5.35), z1 是 一 个 吸引 子 ， 其 结构 如 图 6.8 所 示 . 定理 证 毕 . 


86.5.4 大 阶 非 退 化 奇 点 
现在 考虑 L、 十 G(., 入 ) 在 (0,Xo) 是 大 阶 非 退 化 的 情况 , 这 里 上 > 2 为 整数 . 
记 


1 pq 
> apgT1T2 


了 十 9 一 大 


2 9 
> QapgT172 


了 十 9 一 大 
其 中 ap。 是 下 面 上 重 齐 次 项 关于 zl 和 za 的 展开 系数 


(Gk(T1e1 十 T2€2, AN0), ei (No)) 一 了 Gta; $$ 三: 2, 
D 十 9 一 大 


Wo(tZ) = (6.5.37) 


其 中 G(w, 入 ) = Gk(u, 入 ) 十 o(|jul|*), Gk : X1 x.… x Xi 一 为 k 重 线性 算 子 . 引 
入 下 面 代数 方程 


al zt1 十 (al 1 一 a2)z9 一 ago = 0. (6.5.38) 
了 十 9 一 大 ，P 天 0,9 天 0 

下 面 定 理 是 定理 4.18 的 更 一 般 观 点 ， 它 是 后 面 跃迁 定理 的 基础 . 

定理 6.20 假设 (6.1.2) 和 (6.1.3) 成 立 ，m ="7=2, 及 (和) = (和) 在 
入 = Xo 附近 . 如 果 工 十 G(, 入 ) 在 (wA) = (0,Xo) 是 大 阶 非 退化 的 ， 那 么 下 面 结 
论 成 立 : 

(1) 方程 (6.0.1) 在 入 = 和 的 两 边 最 多 有 2( 十 1) 个 分 歧 解 ; 

(2) 若 方 程 (6.5.38) 有 7 个 重 数 为 1 的 实数 解 ， 则 (6.0.1) 在 入 = 和 ho 两 侧 至 
少 有 27 个 正则 分 歧 解 . 如 果 (6.5.38) 所 有 7 个 解 都 是 重 数 为 1 的 ， 则 (6.0.1) 有 

严格 27 个 解 并 且 当 k= 偶数 时 ， (6.0.1) 在 入 = Xo 两 侧 分 歧 解 个 数 相等 . 
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(3) 若 (6.0.1) 的 分 歧 解 个 数 为 2(k 十 1), 则 这 些 解 都 是 正则 的 . 上 = 偶数 时 ， 
(6.0.1) 在 入 = Xo 每 侧 为 +1 个 解 . 
证 明 (6.0.1) 的 分 歧 奇 点 由 下 面 约 化 方程 确定 


B(AJjz 二 auo(z)+ollzl) =0， ze 已 2， (6.5.39) 


其 中 B(A) = Bi(A) = B2(A),uo 由 (6.5.37) 给 出 。 (6.5.39) 的 分 歧 可 归 为 下 面 近似 
方程 


B(A)T 十 wo(z) = 0. (6.5.40) 


令 (6.5.40) 的 解 可 表示 为 za = zz1,z € R1, 则 z 满足 方程 (6.5.38). 此 时 (6.5.40) 
的 解 可 写 为 


p+q=k (6.5.41) 


人 .3 


Z2 三 ZT1) 


这 里 假设 》，apaz? 关 0, 若 不 然 可 以 考虑 zl = zz2. 


了 十 g 一 大 
这 样 ， (6.5.40) 的 解 与 (6.5.38) 的 解 是 相对 应 的 .正如 定理 4.18 的 证 明 那 
样 ， 如 果 z 是 (6.5.38) 重 数 为 1 的 解 ， 则 对 (6.5.40) 的 摄 动 方程 (6.5.39), 存在 唯 
一 之 ~ z, 使 得 


全 =6OA/ 5 al 让 +oll6())， 
P 十 g 一 人 (6.5.42) 
Za2 = 2T1 
是 (6.5.39) 的 解 ， 其 中 之 满足 
ajkzkt+tl 二 》 (al il 一 ao)z9 一 ato 十 olB(A) =0. (6.5.43) 


P 十 9 一 大 


另 一 方面 ， 从 (6.5.41) 可 以 看 到 ， 对 应 于 每 一 个 (6.5.38) 的 解 z, (6.5.40) 有 
严格 两 个 解 ， 当 k= 偶数 时 ， 关 于 B(A) < 0( 和 < Xo) 和 B(A) > 0( 入 > Xo) 各 有 一 
个 解 
， 1/k—1 
zt = 号 》， | ， 对 8>0 和 B<0， 
了 十 9 一 大 
Ta2 一 zzt, 
而 当 k= 奇数 时 ， (6.5.41) 只 允许 B(A) < 0 和 8( 和 ) > 0 的 一 种 情况 有 解 ， 并 且 
解 是 成 对 出 现 . 
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因而 当 (6.5.38) 有 r 个 重 数 为 1 的 解 zi(< i < r) 时 ， 摄 动 方程 (6.5.43) 在 
每 个 z; 附近 都 有 一 个 唯一 解 去. 这样 方程 (6.5.39) 至 少 有 2r 个 解 (6.5.42) 在 
入 = 和 0 两 侧 . 因为 (6.5.38) 最 多 只 有 大 十 1 个 实数 解 ， 并 且 如 果 达 到 大 +1 个 
解 ， 则 它们 全 部 是 重 数 为 1 的 . 此 外 这 些 重 数 为 1 的 解 在 任何 摄 动 下 数目 不 会 
变化 ， 这 意味 着 对 应 的 解 (6.5.41) 是 非 退 化 的 . 这 样 结论 (1)~(3) 得 证 .定理 证 
毕 . 

下 面 定 理 是 关于 一 般 情况 的 跃迁 结果 . 

定理 6.21 在 (6.2.1) 和 (6.2.2) 条 件 下 , m=7=2,B1(A) = Bo( 和 ) 在 和 = 和 0 
附近 .如 果 (6.5.37) 所 给 uo 是 大 阶 非 退化 的 ， 那 么 下 面 结 论 成 立 . 

(1) 向 量 场 wo 在 zx = 0 的 指标 满足 


侦 数 ， 当 k = 偶数 ， 


ind(vo， 0) 一 | 
奇数 ， 当 上 = 奇数 . 


并 且 其 取 值 范围 为 


0, 士 2.… , 士 大 ， 当 大 = 偶数 ， 


ind(wo, 0) 一 
汪 了 主语 当 上 == 奇数 . 


(2) 当 ind(wo,0) = 一 kk 时， (6.0.1) 在 (w, 入 ) = (0, Xo) 一 定 是 一 个 跳跃 型 路 
迁 ， 并 且 有 严格 个 连通 跃迁 区 域 . 
(3) 当 ind(uo,0) > 2 时 ，(6.0.1) 在 (0, Xo) 是 混合 型 跃迁 , 并 且 在 稳定 区 域内 


” 分歧 出 一 个 吸引 子 A、 其 维 数 dimA、 < 1, A、 吸引 至 少 m 个 扇形 区 域 Dr(9;)(1 < 


i<n),0<0 及 Di_10i < 27, 其 中 n= ind(wo,0) 一 1. 

(4) 当 -1 > ind(wo,0) > 一 时 ， (6.0.1) 分 歧 出 至 少 2n 个 鞍点 ， 其 中 
二 jind(zuo,0)| 十 工 

证 明 下 面 分 别 对 每 个 结论 进行 证 明 . 

结论 (1) 的 证 明 . 指标 为 奇 或 偶 的 性 质 可 由 拓扑 度 的 奇 映射 和 偶 映 射 定理 推 
得 . 

由 Poincaré 指标 公式 (6.5.20), 若 uo 在 z=0 的 所 有 区 域 都 是 双 曲 的 ， 则 区 
域 数 27 与 指标 关系 为 


ind(uo,0) = 1—7. (6.5.44) 


而 对 齐 次 向 量 场 uo,27 个 双 曲 区 域 意味 着 uo 具有 严格 的 > 个 直 轨 道 线 . 因 
而 hz + uo(z, 入 ) 在 (0,Xo) 处 可 分 歧 出 至 少 2r 个 奇 点 . 由 定理 6.20, 最 大 分 歧 
奇 点 数 为 2(k 十 1). 因而 7 最 大 能 取 到 十 1. 由 (6.5.44) 可 知 wo 在 zZ=0 的 指 
标 ind (wo,0) > 一 k. 
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同 理 ， wo 在 z=0 的 所 有 椭圆 区 域 数 为 2r 时 ， 其 指标 为 
ind(wo,0) = 1+7. (6.5.45) 
而 wo = (wi,u2) 最 多 可 分 解 为 
ul = (zl 一 alz2)…(Z1 一 akZ2)， (6.5.46) 
-co < ak < ak-1 < … < Ql < +o0. 这 些 直 线 zl = akzz 将 尼 分 为 2k 个 


区 域 Q;(1 < i < 2k). 正如 引 理 6.4 的 证 明 那 样 ( 见 (6.5.26) 式 和 图 6.12), w 在 
Q1,Q2，… ,QQ2k 内 依次 变 号 : 


wu 0， 在 Q1, @3,: , 2k—1; 
ui < 0， 在 Q2,Q4,… , Q2k- 


注意 到 ， 在 每 个 椭圆 区 域内 we 严格 地 变 一 次 号 . 因而 (6.5.47) 意味 着 uo 在 RR? 
中 最 多 只 能 有 2(k 一 1) 个 椭圆 区 域 . 再 由 (6.5.45) 可 推出 ind(wo,0) < 上. 这 样 结 
论 (1) 得 证 . 结论 (2) 的 证 明 根 据 定理 6.20, 应 用 引 理 6.1 的 证 明 方 法 可 以 得 到 . 
这 里 不 再 重复 . 

结论 (3) 的 证 明 . 该 证 明 是 建立 在 这 一 事实 之 上 的 , 即 当 ind(wo,0) > 2 时 ， 
由 Poincaré 指标 公式 (6.5.20), 至 少 有 nn 对 (n= ind(uo,0) 一 1) 如 图 6.14 所 示 的 
椭圆 区 域 Bl1, E2 和 抛物 区 域 P( 也 许 已 = 2), 使 得 


(6.5.47) 


im S(t)jzT=0, VrEFBUEUP, 
一 oo 


图 6.14 
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这 里 Sx(t) 是 由 wo(z,A) 生成 的 算 子 半 群 . 然后 应 用 引 理 6.5 相同 的 证 明 方 法 可 
以 得 到 结论 (2). 

结论 (4) 的 证 明 . 由 公式 (6.5.20),uo 在 zx = 0 的 邻 域 至 少 有 7n 对 (n = 
1 十 |ind(wo,0)|) 双 曲 区 域 ， 每 一 对 双 曲 区 域 一 定 具 有 一 个 直 轨 道 线 ， 而 六 十 uo 
在 这 些 直 轨道 线 上 分 歧 出 至 少 2n 个 奇 点 , 它们 的 Jacobi 矩阵 满足 (6.5.35). 因而 
它们 必 是 鞍点 (因为 在 双 曲 区 域 不 会 分 歧 出 吸引 子 ). 结论 (4) 得 证 . 

定理 6.21 证 毕 . 


§6.5.5 ”周期 轨道 的 分 歧 


现在 考虑 m = 2,7 = 1 及 上 = 奇数 > 3. 
因为 在 (6.2.1) 和 (6.2.2) 中 = 2,7 = 1,La 在 和 0o 的 两 个 特征 向 基 el 和 e2 
具有 下 面 性 质 ( 见 84.1) : 


Laoel 一 0， Laoe2 一 QE1， 


L\ ey =0, Lei=aes, a 0, 


pe 
eo 1 一 1,2. 
令 a € Ri! 是 由 下 面 定 义 的 数 


a=(Gk(el,Xo),e2)， 大 > 3 为 奇数 ， (6.5.48) 
这 里 Gi(w, 入 ) 如 (6.1.1). 


然后 有 下 面 周期 轨道 分 歧 定 理 . 

定理 6.22 假设 条 件 (6.1.2) 和 (6.1.3),m = 2,r=1 以 及 上 > 3 为 奇数 . 令 
a 关 0 由 (6.5.48) 给 出 ， 如 果 a.a < 0， 那么 有 下 面 结论 . 

(1) 方程 (6.0.1) 从 (w, 入) = (0, Xo) 分 歧 出 一 个 周期 轨道 . 

(2) 当 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 成 立时 ， (6.0.1) 在 (0, Xo) 的 跃迁 或 者 是 连续 型 
(吸引 子 分 歧 ), 或 者 是 跳跃 型 的 . 

注 6.8 该 定理 正好 是 对 定理 4.17 关于 mm = 2,r = 1,a < 0(a = 1) 情况 的 
补充 ， 在 那里 没有 奇 点 分 歧 发 生 . 

注 6.9 应 用 定理 6.12 相同 的 方法 可 以 证 明 ， 定 理 6.22 中 (6.0.1) 关于 周期 
轨道 分 歧 的 判别 值 5 与 (6.4.11) 是 一 致 的 . 

定理 6.22 的 证 明 分 下 面 四 步 进行 证 明 ， 
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第 一 步 . (6.0.1) 的 规范 约 化 方程 (6.1.11) 可 表达 为 如 下 形式 


| rt 一 Bi(A)zl 十 QZ2 十 (C(z 下 hl(z, 入 ), 和 ), e1( 和 )), 


(6.5.49) 
Hh = PBN)z2 + (G(r + hlz,N),N), es(N)), 
其 中 z = zie1( 和 ) 十 TZ2e2( 和 ),h(z, 入 ) 为 中 心 流 形 函 数 ， 
Lae1(X) = Di(A)el(A)， 
Lae2(\) 二 Ba2( 入 jez( 入 ) 十 ael( 入 )， 
了 Xe2( 入 ) = GD2( 和 )e2( 入 )， 
了 Xel(A) = Di(A)eli( 入 ) + ae2(N), 
(ei(A), e; (A)) = 057， 
这 里 65 为 Kronecker 符号 . 
由 (6.5.48), 方程 (6.5.49) 在 入 = Xo 写 为 
arx Fh (2), 
a Fl 6.5.50 
i (x) | F(z), ( ) 
其 中 
F(z) = azz + O(|z1l*, |z2*), 
F(z) = az + O(|z1l*t), |z2)*, |z2)* |r), , |z2llz2)*™). 
因为 a.:a<0 及 上 3 为 奇数 ， 有 
ind(F,0)= 1. : (6.5.51) 


第 二 步 . 证 明 向 量 场 玉 在 z= 0 的 椭圆 区 域 数 为 0. 假设 不 然 ， 那么 存在 一 
个 (6.5.50) 的 轨道 工 收敛 到 zx = 0, 也 就 是 说 


Jim Stiz 一 0， vrEeL, 
这 里 S(t) 是 由 (6.5.50) 生成 的 算 子 半 群 . 令 工 在 z=0 的 邻 域内 能 够 表达 为 
Z2 二 (zl)， (zl,Z2) EL. 


从 (6.5.50) 可 推出 ， 对 任意 (zt,zz) er, 有 


dr2 _ oz + O(|z1l*t, [f(z), Iz1l|f IY, ,lz21*™ 1f)) 
dz1 af (x1) + O(|z1l*, |f1*) | 
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于 是 得 到 
aff’ + Ol]z2l ,fH)f’ = azt 二 O(zij+ rf). (6.5.52) 
这 意味 着 
k+2 i 
f(z)= Pr™ +ollzl™), 2<m= <, 8 天 0 (6.5.53) 


因而 从 (6.5.52) 和 (6.5.53) 得 到 
a = amp’, (6.5.54) 


其 中 m > 2,8 冯 0. 由 假设 a:a < 0, 此 与 (6.5.54) 矛盾 . 因此 F(x) 在 T=0 没 
有 椭圆 区 域 . 

第 三 步 . 由 (6.5.51) 及 Poincaré 公式 (6.5.20), F(z) 在 z= 0 也 没有 双 曲 区 
域 ， 因 为 F(x) 在 zx = 0 点 只 有 一 个 抛物 区 域 已 , 并 且 由 第 二 步 可 知 P 内 轨道 是 绕 
z= 0 点 盘旋 的 . 因此 z = 0 一 定 是 下 述 三 种 情况 之 一 : (a) 一 个 稳定 焦点 ; (b) 
一 个 不 稳定 焦点 ; (c)z = 0 附近 有 无 穷 多 周期 轨道 . 

对 情况 (a), zx = 0 是 (6.5.50) 局 部 渐 近 稳定 奇 点 .因而 由 定理 5.1, 方程 
(6.5.49) 从 (z, 和) = (0, Xo) 分 歧 出 一 个 51 吸引 子 2 在 入 > 和 o. 

对 情况 (b), z = 0 是 向 量 场 -F(z) 的 渐 近 稳定 奇 点 ， 因 而 下 面向 量 场 


BN) 0 
| ) rT— F(z) 
0 B22(A) 


情况 (c) 意味 着 (6.5.49) 有 一 个 周期 轨道 的 分 歧 ， 从 (0, Xo) 在 入 > 和 0 分歧 
出 一 个 51 吸引 子 2, 这 意味 着 方程 (6.5.49) 从 (0, 和 0) 在 入 < Xo 分 歧 出 一 个 5 
排斥 子 志和 . 
第 四 步 ， 现在 ， 需 要 证 明 (6.5.49) 分 歧 出 的 5' 不 变 集 吧 A 不 必 会 奇 点 . 考 
虑 下 面 方程 
Di(A)zl 十 az2 十 O(|zi| ,|zz|) =0, 


D1(A)z2 十 Qari 和 O(|zi Es |zaz| 一 让 za 一 


| Xz 二 —Bi(AMa- zi 十 Ol(|zi1l*, |z2|*), (6.5.55) 


aazl 一 Di(A)B2(A) + Ollzil, zl"|Bl) = 0. 


由 aa < 0,B1( 和 A)Bz( 和 A) > 0. 对 入 关 Xo, 方程 (6.5.55) 在 (z, 入 ) = (0, Xo) 附近 没有 
解 . 因此 2 不 含 奇 点 .这 意味 着 呈 \ 一 定 含有 一 个 周期 轨道 . 

这 样 结论 (2) 被 证 明 . 结论 (1) 的 证 明 与 定理 6.11 是 相同 的 . 定理 6.22 证 
明 完 毕 . 
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86.5.6 ”一 个 例子 
作为 应 用 ， 考 虑 下 面 方程 
2 - = Aul 十 QM 十 au2 + gq1(u1, u2), : 
2 = Auz + Q2Mu2 + 92 (U1, U2), (6.5.56) 


uilan = 0, u2lan = 0, 
其 中 al,a2,a 为 常数 ，Q C R"(n > 1) 有 界 光滑 区 域 ， 以 及 
= aluiuz 十 az uiu? 十 o(lul’ ), 


it 十 7 一 2 十 7 一 3 
个 
92 一 》 tea 十 >》 4 2 十 of 本 ) 
zi 十 7 一 2 ?十 7 一 3 


含 和 1>0 和 h(x) 是 下 面 方程 的 第 一 特征 值 和 特征 函数 


— Ahi = Mh 
Pe 在 0 内 . 
记 下 面 空间 
X=L°(0), p>n 
bo 网 
然后 定义 对 应 的 算 子 太 = -4+BA:XI 一 和 G:XI 一式 如 下 


Au Ql 入 Ul,U 
a 1 二 1 Q ul a gi(u1, u2) 
Au2 0 Qo 入 U2 9g2 (ul 》 22) 


知道 对 L、 和 G 条 件 ， (6.0.2) 和 (6.0.3) 成 立 . 
情况 1. 0 一 Ql < C2， 此 时 61( 和 ) 一 CelA 入 1, 和 No 一 aJ lA, 以 及 Ly 和 了 入 的 
第 一 特征 向 基 el 和 ei 为 


hi hi 
Cl 一 9 el 一 
0 一 aalhiy/(a2 一 al)Ai 


令 Go(u) 是 G 的 二 重 线性 项 ， 即 
Qiu 
i 二 j= 二 2 


> bl ji 


i 十 ] 二 2 


G2(u) = 
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今 
a = (Galer), en = odo ~ rr | /ar 
如 果 a 关 0, 或 者 
a20 一 Tb 0, 


那么 由 定理 6.10, 方程 (6.5.56) 在 (w, 入 ) = (0,ajl 和 1) 是 一 个 混合 型 跃迁 , 在 4 二 0 
的 一 个 邻 域 可 分 为 两 个 开 集 


Un = 必 = (wi,u2) eVrlu = phi +v， 其 中 pa > o,f hi(z)vi(z)dz = 中 
Us = fu= (0) c Uh = phi to 其中 p.a <0, / hjutzjdz= 0 
0 


使 得 U1 为 (6.5.56) 的 跳 贱 区 域 ,而 U2 为 (6.5.56) 的 稳定 区 域 . 并 且 (6.5.56) 在 
U2 中 分 歧 出 一 个 奇 点 吸引 子 


h 
_ 及 A) | ] +o(llBia™ |) = U,, 
0 


[4 


在 X 范 数 下 吸引 Us. 
情况 2. at = aa > 0 及 a=0. 此 时 有 (和) = B2( 和 A) = ai- 和 Ai, 并 且 对 应 
特征 向 基 为 


此 时 对 应 于 (6.5.13) 的 向 基 场 wo 为 


Re | 1 | 学 
Qo0T1 十 Q11T1T2 十 dN2To 
uo(Zz) 三 C 


2 1 7 
520Z1 十 bli1T1T2 十 b027Z2 


其 中 c= 人 几 邮 (z)dz > 0. 如 果 wo(z) 是 二 阶 非 退 化 的 ， 那 么 定理 6.17~6.19 对 方 
程 (6.5.56) 都 适用 . 
情况 3。 aa = az > 0,al; = 0,bl = 0 及 a 冯 0. 此 时 ， 非 线性 项 C(u) = 
Gsa(w) + olllul), 其 中 
> 六 at 


i+j 二 3 


> bz wi 


1 十 了 一 3 


Cas(u) = 
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此 时 第 一 特征 值 重 数 mm = 2,7 = 1, 特征 值 为 


BN)= BA)=aA A, =ara. 


令 
hi 0 
El 一 1 €2 一 
0 hi 
hi 0 
el = €2 一 
0 hi 
那么 
了 )Xoel =0, 了 工 Moe2 = Qel， 
了 Xe2 =0, Lael = ael. 
令 


a = (Ga(el),ei) = A ba0h? .hidz = 妈 0 / hidz. 
2 


由 定理 6.22, 若 530a < 0, 则 方程 (6.5.56) 从 (0, qT 1A1) 分 歧 出 一 个 周期 轨道 ， 其 
跃迁 或 为 连续 型 的 ， 或 为 跳跃 型 的 ， 取 决 于 如 下 判别 值 的 符号 


b = 3(a30 + be3) + (ai2 + b21). 


车 b < 0 则 跃迁 为 连续 型 的 ,方程 (6.5.56) 在 入 > ai' 和 分歧 出 一 个 含有 周期 轨 
道 的 吸引 子 又 . 若 5 > 0, 则 为 跳跃 型 的 ， (6.5.56) 在 入 < ai Xi 分 歧 出 一 个 含 
有 周期 轨道 的 排斥 子 区 、. 


86.6” 摄 动 系统 的 跃迁 理论 


86.6.1 一 般 情况 


考虑 (6.0.1) 的 摄 动 方程 
= (LA+ SI)u+G(u,AM)+ TE(u), (6.6.1) 
其 中 , L、 和 G(.,A) 如 (6.0.1) 所 给 出 ， 5 : X。 一 X 是 一 个 线性 摄 动 算 子 ， 
Ts : Xo 一 X 是 一 个 C1 非 线性 摄 动 算 子 ， XX。 是 分 数 次 空间 ， 0 <o<1.5Ss 
和 Ts 满足 


SS | < E， T> || < 性 E。 
| 和 | [| i 


Ta(u) = olllullx,): 
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由 线性 全 连续 场 的 谱 理 论 (391, 在 (6.2.1) 和 (6.2.2) 条 件 下 ， 对 任何 。>0 充 
分 小 ， 存 在 一 个 参数 和 5， 
和 5 A0， 当 e 一 0, 
使 得 + 5& 的 特征 值 {85( 和 )} 满足 


0 

ReBi(A) 4 =0, A=XM, lgigm 
“0 

ReB¢ (MXM) <0, Vi>mitl, 


其 中 1< mi <m, m 如 (6.2.1) 中 的 数 . 

下 面 定理 是 关于 摄 动 系 统 (6.6.1) 在 临界 态 (w, 入) = (0, X) 跃迁 到 一 个 同调 
球 吸引 子 的 结果 .该 定理 在 许多 非 线 性 科学 问题 中 是 非常 有 用 的 . 特别 是 在 第 
八 章 中 关于 Taylor 问题 与 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环流 的 研究 中 ， 摄 动 系统 的 路 
迁 理 论 起 到 关键 作用 . 

定理 6.23 假设 定理 6.2 条 件 成 立 ， 那么 存在 & > 0 和 6 > 0, 使 得 当 S$ 和 
Ts 满足 (6.6.2), 并 且 0 < 入 -< 5 时， 摄 动 系统 (6.6.1) 在 (0, 6) 的 跃迁 满足 
下 面 性 质 : 

(1) 存在 4% = 0 的 一 个 邻 域 UC X, 使 得 (6.6.1) 有 一 个 蜂 引 于 CT 
Di 吸引 LV 中 的 一 个 开 稠 集 Uo, 并 且 


dimSyi < m, 0¢5, 
lim d(25 ,元 入) = lim sup dist(7x, 2\) = 0, 
e—0 Ee—0 ye 


€ 
入 


(6.6.3) 


(6.6.4) 


其 中 允 、 为 方程 (6.0.1) 在 (0, Xo) 分 层 出 的 吸引 子 . 
(2) 当 = > 0 充分 小 时 ， 5 是 一 个 (m - 1) 维 的 同调 球 . 
(3) 每 一 个 we 葡 能 够 表达 为 如 下 形式 


WA 一 VA 十 20A%， VE Eo, 
WA 人 0, (6.6.5) 
lim llwsil/llvall = 0， 


入 一 和 0 ，E 
其 中 Eo 如 定理 6.2, 为 L 在 入 = Xo 的 第 一 特征 空间 . 
(4) 如 果 wu = 0 是 方程 (6.0.1) 的 全 局 渐 近 稳定 平衡 点 ， 并 且 (6.6.1) 对 任 
入 e R! 有 一 个 全 局 吸引 子 , 那么 D5 吸引 XX/T, 这 里 工 为 X 中 余 维 codim 工 > 人! 
.的 一 个 集合 . 
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证 明 应 用 定理 5.3 来 证 明 该 定理 ,并且 说明， 即使 每 个 向 量 场 的 定义 域 依 
赖 于 该 向 基 场 ， 定 理 5.3 仍然 成 立 . 

7 二 SA 的 特征 值 {68(A)} 连续 地 依赖 于 算 子 S49 引 . 因此 ， 由 条 件 (6.2.2)， 
存在 e > 0 及 5>0, 当 Si :Xs 一 久 满 足 (6.6.2) 及 | 一 和 No|<5 时 ，La+5s 
的 特征 值 满 足 


ReBs( 和 A) < -p， Yj > m+1, 对 某 个 p > 0. (6.6.6) 

令 I=L+5%, 由 (6.2.1),(6.2.2) 和 (6.6.6), 空间 Xi 和 X 分 别 能 够 被 分 解 为 
Xi1=E@E, X=EgE, 
以 及 
X= Ere@E, X=EeB, 
使 得 dim E?=dim EX = m, 并 且 对 i = 1,2， 
全 = Llg: 一 Eh, 
CX = Llgs : EX — EX. 
这 些 算 子 C2 和 L32。 分 别 有 特 征 值 {B;(A)|j > m+1} 及 {Bs( 和 lj 2m+1}. 
这 样 ， 由 82.4 的 中 心 流 形 定理 ， 存 在 C! 函数 
h:0O— E2, 
he : O.: 一 及， 

这 里 OC E? 及 O: C EX 为 x =0 的 邻 域 ,使 得 方程 (6.0.1) 和 (6.6.1) 在 中 心 
流 形 上 的 吸引 子 是 分 别 由 下 面 约 化 方程 确定 


入 ww PO BOY. zeOc 有 (6.6.7) 
ar- 入 0 
ra Cize + PeGe(Ze + he(Te), 和), Ze € Oc € Brie; (6.6.8) 


其 中 Ge(w, 入) = G(w, 和 ) 十 TE(w),P:XX 一 BY:P:X 一 EX 为 规范 投影 . 
我 们 知道 82,98| 
lim Es = Er, lim he =h, 
i (6.6.9) 
lim C = Ca lim Ce = G. 
E 一 0 “* E 一 0 
此 外 ， 由 定理 6.2, 方程 (6.0.1) 从 (w,A) = (0, 和 0) 在 入 > 和 分 歧 出 一 个 吸引 子 
2ZACX. 因此 当 和 Ao 一 5< 入 < ho 时 ，(6.6.7) 在 O 中 有 唯一 平凡 吸引 子 z = 0， 
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及 当 X < 入 < Xo+6 时 ，(6.6.7) 从 (x, 入) = (0, 和 Xo) 分 歧 出 一 个 吸引 子 ， 仍 记 为 
也 \, 并且 包 \ 吸引 O/{0}. 

由 吸引 子 稳定 性 定理 (定理 5.3), 从 (6.6.9) 可 推出 ， 当 = > 0 充分 小 时 ， 
(6.6.8) 在 O: 中 有 一 个 吸引 子 25, 对 所 有 和 5 < 入 < AS +6, 使 得 


区 一 站，X 一 Xo， 当 E 一 10. (6.6.10) 


显然 dim25 < m. 由 (6.6.3) 可 推出 ，o 4 本, 对 所 有 X < 入. 这 样 性 质 (1) 被 证 
明 . 性 质 (2) 可 由 定理 6.2 及 这 个 事实 推出 ， 即 对 入 > 5, 当 = > 0 充分 小 时 ， 
LM\+ Ss 的 所 有 前 m 个 特征 值 Re6:( 和 ) > 0, 因而 , 由 不 稳定 流 形 定 理 保 证 了 dim 
了 i 之 mm 一 1, 再 由 (6.6.10) 可 推 知 5 是 一 个 (m 一 1) 维 同调 球 ， 定理 中 性 质 
(3) 可 由 (6.6.9) 及 定理 6.2 结论 (4) 推出 最后， 性 质 (4) 可 由 定理 6.2 结论 (6) 
和 定理 3.5 推出 、 定 理 证 毕 . 


86.6.2 ” 单 特 征 值 情况 


在 这 一 小 节 ， 考 虑 在 (6.4.1) 条 件 下 ， 即 临界 横 穿 单 特征 值 情况 的 摄 动 系统 
跃迁 问题 . 

首先 ， 考 虑 摄 动 跃迁 稳定 性 问题 . 此 时 ， 非 线性 算 子 C(w, A) = G2(w,A) 十 
oljul), 并 且 


b= (Ca2(e,Xo),e") #0, (6.6.11) 


其 中 ee X,e* € X* 分 别 为 L、 和 L* 对 应 于 B1( 和 ) 在 入 = 和 的 特征 阿 基 ， 
G2(u, 入) 为 二 重 线性 算 子 . 

在 (6.6.11) 条 件 下 ， 实 数 b 就 相当 于 85.3 节 中 动态 分 歧 以 结构 稳定 性 定理 
中 的 分 歧 数 . 事实 上， 在 中 心 流 形 约 化 后 ， 再 应 用 定理 5.14 可 立刻 推出 下 面 摄 
动 跃迁 稳 定性 定理 .下 面 总 是 假设 G 和 Ts 是 C3 映射 . 

定理 6.24 假设 条 件 (6.4.1) 和 (6.6.11) 成 立 ， 则 存在 es > 0, 使 对 任何 满足 
(6.6.2) 的 Sk 和 Tk, 摄 动 系统 (6.6.1) 在 (0, Xi) 具有 与 (6.0.1) 在 (0, Xo) 完全 相 
同 的 跃迁 结构 ， 即 定理 6.10 的 结论 对 (6.6.1) 在 (0, Xi) 的 跃迁 成 立 . 

下 面 ， 考虑 可 产生 鞍 结 点 分 歧 的 摄 动 系统 跃迁 问题 . 令 h(x, 入 ) 为 (6.0.1) 在 
入 = Xo 附近 的 中 心 流 形 函 数 ， 假 设 


(G(xe + h(z, M0), M0),e*) = bix? + o(|z|’), (6.6.12) 


其 中 bi 关 0,e 和 e* 如 (6.6.11). 然后 有 下 面 定 理 . 
定理 6.25 令 (6.4.1) 和 (6.6.12) 成 立 ， 并 且 b < 0, 则 存在 e > 0, 使 得 当 
Ss 和 Ts 满足 (6.6.2) 时 ， 摄 动 系统 (6.6.1) 在 (wu, 入 ) = (0, Xi) 的 跃迁 或 为 连续 型 


. 298. 第 六 章 。” 非 线 性 耗 散 系统 的 动态 分 歧 与 跃迁 


或 者 是 混合 型 . 若 为 连续 型 则 定理 6.9 结论 (2) 和 (3) 成 立 ， 若 为 混合 型 ， 则 下 
面 结论 成 立 : 

(1) 方程 (6.6.1) 在 入 < Xi 一 侧 具 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 (wu*, 入 ) EX x R1, 并 
且 在 入 < 和 分歧 出 严格 两 个 奇 点 分 支 FT = {f(w,A)IX* < 入 < Xi 十 6, 对 某 个 
6 > 0}, 如 图 6.15(a) 所 示 ， 使 得 


urllx 7>0, vu, EIT?, NX<A<XE+S6, 
im lw2llx = 0， 对 (ww2, 入) E TZ. 


(2) 存在 u = 0 的 一 个 邻 域 U C X, 使 得 对 每 个 入 < 入 < 和 +5, 和 x 和 6,U 
只 包含 (6.6.1) 的 两 个 非 等 奇 点 u? 和 ww. 

(3) 对 每 个 入 < 入 < 和 5 十 6,U 能 够 分 解 为 两 个 开 集 Ui 080 = UT+ 
U3,UFNU3 = ,使 当 入 < 入 < 辐 时 ，w? EDUS,0 €E U2,u2 € 8UF NevU2, 并 
且 uf? 和 = 0 是 两 个 吸引 子 分 别 吸 引 UF 和 U3 ; 而 当 和 < 入 < 和 轩 ++6 时 ， 
ut € UF, v3 € U3,0 € GU? N U3, 并 且 u?,u3 是 吸引 子 分 别 吸引 UF 和 UZ. 

(4) 在 (0, Xi) 附近 wu? 和 他 可 表示 为 


| us = Qa1(M\, e)e 十 ol|aa |)， 


入 


(6.6.13) 
u2 = Q2( 和 ,E)je 十 ofllaz|)， 


其 中 e 如 (6.6.11),az(X,Es) 一 0 当 入 一 Xiai( Xi,E) 夫 0. 


(a) b < 0 的 情况 (b) b > 0 的 情况 
”图 6.15 


定理 6.26 今 (6.4.1) 和 (6.6.12) 成 立 并且 bi > 0, 则 存在 s > 0, 使 当 Ss 
和 TX 满足 (6.6.2) 时 ,方程 (6.6.1) 在 (ww A) = (0, Xi) 的 跃迁 或 为 跳跃 型 的 ， 或 
为 混合 型 的 .若是 跳跃 型 则 定理 6.9 结论 (1) 和 (3) 成 立 ， 若 为 混合 型 则 有 下 面 
(1) 方程 (6.6.1) 在 < 入 一 侧 具 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 (w*, 入), 并 且 在 入 < 入 
一 边 严格 地 分 歧 出 两 个 奇 点 分 支 T? = {(, Al 一 5< 和 < 入 如 图 6.15(b) 所 
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示 ， 使 得 


hutllx >7>0, YA) ET，X -5< 入 < 入， 


im, huZilx = 0， 对 (w2, 和) E 工 >. 


(2) 存在 = 0 一 个 邻 域 UC X, 使 对 每 个 和 No 一 6 < 入 < 入 ,入 关 %, U 仅 包 
含 两 个 (6.6.1) 的 奇 点 wu?,u2. 

(3) 对 每 个 0 一 6 < 入 < 入 ,U 分 解 为 三 个 开 集 U = UH + UF+UZ,UiNU; = 
@(i 了 关 jj), 使 当 四 -5< 和 A 入 < 和 6 时 wu = 0€ UU 是 吸引 人 的 吸引 子 ， 
uN € GUAN avs(i = 1,2) 是 Morse 指数 1 的 鞍点 ; 而 当 和 < 入 < 入 时 ,v2 EUZ 
是 一 个 吸引 U2 的 吸引 子 ， wu € 9UF 8U2,0 EE 8U? evU2 是 Morse 指数 1 的 
鞍点 ， 并 且 UT 和 US 是 (6.6.1) 的 两 个 连通 跳跃 区 域 . 

(4) 在 (0, Xi) 附近 w? 和 他 可 表达 为 (6.6.13) 的 形式 . 

注 6.10 定理 6.25 和 6.26 精确 地 给 出 了 鞍 结 点 分 歧 与 跃迁 之 间 的 关系 . 这 
种 关系 有 助 于 对 跃迁 整体 结构 的 理解 . 

定理 6.25 和 定理 6.26 的 证 明 只 需 对 定理 6.25 进行 证 明 即 可 ， 因 为 定理 
2.6 的 证 明 与 该 证 明 思路 是 一 样 的 由 (6.4.1) 和 (6.6.12), 方程 (6.6.1) 在 (0, 和 5§) 
的 中 心 流 形 约 化 方程 可 写 为 如 下 形式 


dz 
= Bi(N)z + 3 + g(r,e) + ollel?), (6.6.14) 


其 中 ze R1, B49(A) 如 (6.6.3) 给 出 (其 中 =), 帮 一 5 当 和 一 各 及 se 一 0, 以 
及 
g(z,e) = (TE(zee(X) + he(z, 和 \)), ez (N)), 


这 里 ee( 入 ) 和 e:( 入 ) 分 别 为 L 十 Sk 和 工 X 十 Ss” 对 应 于 Bf( 和 ) 的 特征 向 基 . 
由 于 Ga(w) 和 Ts(w) 关于 是 C3 的 ， 再 由 (6.6.2)g(7x,e) 有 如 下 Taylor 展 
开 


| gtz,s) = ai(e)z? 十 az(s)z3 十 o(|z|3)， Ra， 


ai(E) 一 0 当 e— 0,， i1= 1,2. 


注意 到 不 + az(e) 一 b1, 当 6 一 0, 入 一 和 0, 因而 当 6 > 0 充分 小 时 ， 如 果 
ai(e) 三 0, 则 方程 (6.6.14) 和 (6.6.15) 与 定理 6.9 中 a < 0 的 情况 是 一 样 的 . 此 
时 (6.6.1) 在 (0, Xi) 的 跃迁 是 连续 型 的 ， 定 理 6.9 的 结论 (2) 和 (3) 成 立 . 

当 al(s) 关 0 时 ,方程 (6.6.14) 和 (6.6.15) 满足 定理 6.10 的 条 件 ， 因 而 根据 
定理 6.10, 只 需 证 明 下 面 方程 


Bf(A)T+ bir’ 十 al(E)z2 十 a2(E)zZ3 十 oflzj?) 一 0 (6.6.16) 
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在 入 = Xi( 入 关 Ai) 附近 有 严格 两 个 解 zi(A) 和 zz(A), 并 且 满 足下 面 性 质 


| za(A) 0， 当 和 一 Xs， 


(6.6.17) 
ni(N#0 YAM-5< 和 <X+5， 


并 且 存 在 一 个 值 X* < 5, 使 当 入 = 和 * 时 ， 方 程 (6.6.16) 在 zx = 0 附近 只 有 一 个 
解 z*, 使 得 


zi() 一 z* 当 入 一 十 0，1=12， (6.6.18) 
而 当 入 < X* 时 (6.6.16) 无 实数 解 . 
记 b = 的 十 az(e), 则 方程 (6.6.15) 等 价 于 下 面 方程 
bz2 +a(e)r + Bi(A) +o(lzl:)= 0. (6.6.19) 


容易 看 出 方程 (6.6.19) 在 x = 0 附近 只 有 两 个 解 


下 二 2 a E 
而 二 TV o(|z12|). (6.6.20) 


由 假设 5< 0, 故 b、 <0, 而 
wD A 
P(A 4 =0，A 和 =， 
AS 
显然 由 (6.6.20) 给 出 的 解 z1( 和 ) 和 zz(A) 满足 (6.6.17). 并 且 对 于 满足 下 面 方程 
的 入 < 5， 
ai(< ) 一 4b\» 让 人 G1 (入 )， 


(6.6.18) 成 立 ， 并 且 当 入 < 和 时 ,a? < 46b、3f( 和 ), 因而 (6.6.19) 无 实数 解 ， 定理 
证 明 完 毕 . 

下 面 考虑 一 个 特殊 情况 ， 这 种 情况 具有 典型 意义 ， 它 是 直接 从 流体 动力 学 
方程 抽象 而 来 . 

对 摄 动 系统 (6.6.1), 假设 


7 : Xi 一 是 对 称 的 ,Xi,X 为 Hilbert 空间， 
G : Xi 一 X 是 双 线 性 算 子 ， 并 且 (6.6.21) 
(G(uv),Wx =0, VuveEHo, Ogo<l1. 


定理 6.27 今 (6.4.1) 和 (6.6.21) 成 立 . 那么 存在 = > 0， 使 当 5& 和 Ts 满足 
(6.6.2) 时 ， 人 的 结论 成 立 . 
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证 明 只 需 证 明 在 (6.6.12) 中 的 展开 系数 上 < 0 即 可 . 由 于 工 、 是 对 称 的 ， 
故 第 一 特征 向 量 e = e*. 记 中 心 流 形 函 数 为 y = h(z, 和 Ao), 则 由 (6.6.21) 可 得 


(GC(ze 十 ze) = (G(re + Yy, Te + Yy),e) 
= Z(Gle,y),e) + (G(y), e) 
= -zs(G(e),y) + (G(y),e). (6.6.22) 


令 {exlk = 1,2,…} 为 Z 的 所 有 特征 向 量 ， el = e, 它 是 X 的 一 个 规范 正 
交 基 . 因而 y 可 展开 为 _ 
y= 》 ye 
7 一 2 
由 定理 6.1, 中 心 流 形 函 数 y = y(z) 可 表达 为 
Lxy = —P2G(zre) + ollzl) + O(|B1l|z|?), (6.6.23) 


其 中 Les 一 Bi(MNe;, 已 : 及 一 FE» 一 span{fe2,e3， 上 为 规范 投影 . 因而 (6.6.23) 
可 写 为 


yj; = —PB7 (Nayz? + ol|zl?, |z1|B1)), (6.6.24) 
其 中 
Qj = (G(e),e;)x, 1=2,3,.…. 
将 (6.6.24) 代入 (6.6.22) 可 得 


(G(ze +y),e)x = — Dajry; + O(yl) 
j=2 
= bz3 + o(|zls, [zl?1P11), 


其 中 b、 = 2,;-。 oa3B;(N). 
由 条 件 (6.4.1), B1( 和 0) = 0,Bi(Xo) < 0,Vj > 2. 因而 b= bX。< 0. 这 样 ， 由 定 
理 6.26 可 得 到 该 定理 .证 毕 . 
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这 里 将 讨论 在 条 件 (6.4.5) 假设 下 ， 摄 动 系统 (6.6.1) 的 整体 跃迁 性 质 . 令 
el(A)j,ez(A) 和 e? (和),e$( 和 ) 分 别 为 L、 和 LX 对 应 于 Pi(A) = Poa() 的 特征 向 量 . 
记 h(z, 入 ) 为 (6.0.1) 在 入 = Xo 附近 的 中 心 流 形 函数 . 

首先 考虑 跃迁 的 稳定 性 ， 为 此 假设 下 面 展 开 


(G(z + h(z,N), MN,et(N))= >》 apor?r? +o(lzh), (6.6.25) 


2<p+qg<3 
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这 里 1 二 1,2,7 一 Tlel 十 To2eo. 

在 (6.4.11) 中 给 出 大 > 3 的 跳 迁 判别 值 b. 对 于 (6.6.25) 的 大 = 2 情况 ， 给 出 
判别 值 如 下 


3T i 
b= 本 (aa 十 a03) 十 了 (al2 十 a31) 


开 开 
Te is 2 2 2 2 1 .2 1 .2 
+ 7 (a11020 十 aliG02 一 Q11Q20 一 Q11Q02) 十 了 (ao2a0? Q20Q20)， (6.6.26) 


由 (6.6.26) 给 出 的 判别 值 b 实质 上 就 是 在 动态 分 歧 结 构 稳 定性 定理 (定理 
5.14) 中 的 分 层 数 . 因而 4b 给 出 下 面 摄 动 系统 跃迁 稳定 性 判别 定理 . 

定理 6.28 在 (6.4.5) 和 (6.6.25) 条 件 下 ， 如 果 由 (6.6.26) 给 出 的 判别 值 
b 关 0, 则 摄 动 系统 (6.6.1) 在 (w, A) = (0,Xi) 的 跃迁 结构 与 原 方程 (6.0.1) 在 
(w, 和) = (0, Xo) 的 跳 迁 结构 是 一 样 的 . 更 具体 地 说 ， 当 b< 0 时 (6.6.1) 在 (0, Ai) 
是 连续 型 距 迁 ， 并 分 歧 出 唯一 的 一 个 周期 轨道 吸引 子 ， 当 5b > 0 时， 跃迁 为 跳 获 
型 的 ， 并 在 入 < Ai 分 歧 出 唯一 的 周期 轨道 排斥 子 . 

证 明 在 条 件 (6.4.5) 假设 下 ， 方 程 (6.0.1) 的 中 心 流 形 上 规范 约 化 方程 为 


2 = 一 QG(A)Zl — Pp(A)T2 + (G(T + h, A),e1(N)), 
了 (6.6.27) 
rs 一 p(A)Z1 十 C( 入 )Z2 十 (G(z 十 hh A); e2( 和 )), 


其 中 a(A) 十 ip( 和 A) = Bi(A),p(Xo) > 0,a(A) 满足 (6.4.7). 
根据 (6.6.25), 由 (5.3.17) 给 出 的 判别 值 b 的 主 部 为 


27 
所 对 二 / [ui (0)v1 (0) + za)]dp， (6.6.28) 


其 中 
ui1(0) 一 cosb 和 azo cospbsin20 十 sing > az cos? 0 sin? 0， 


p+q=2 了 十 9 一 2 
v1(0) 一 Sing > Gs cos2bsin70 — cost 》， 4 cos? 0 sin’” 0， 
P 十 4 一 2 p+q=2 
u2(0) 一 cosb apr. cos? Osin? 0 + sing J a cos? 0 sin? 0. 
p+qg=3 P 十 9 一 3 
经 过 计算 可 得 到 ， 由 (6.6.28) 定义 的 b( 和 ) 是 等 于 (6.6.26) 给 出 的 值 . 

这 样 ， 由 定理 5.4 可 推出 ， 摄 动 系统 (6.6.1) 与 原 方程 (6.0.1) 在 中 心 流 形 上 
具有 相同 的 分 歧 结 构 ， 因 而 有 相同 的 跃迁 结构 . 再 应 用 与 定理 6.12 相同 的 证 明 
方法 可 得 到 定理 的 其 余 结 论 ， 定 理 证 毕 . 

下 面 再 考虑 摄 动 系 统 不 稳定 的 跃迁 . 正如 定理 6.25 和 6.26 那样 ， 当 (6.6.26) 
给 出 的 判别 值 为 零 时 ， 方 程 (6.6.1) 的 跃迁 结构 就 会 与 原 方程 产生 差别 ， 此 时 也 
可 能 发 生 周 期 解 的 鞍 结 点 分 睹 . 
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为 此 假设 G(z +h, 入 ) 在 入 = Xo 附近 有 如 下 展开 


(G(T + h(z,M), A),ei(W)) 
Dp, abzzg +o(|zl), i=1,2. (6.6.29) 
3<p+g<5 
首先 给 出 周期 轨道 鞍 结 点 分 歧 的 定义 . 
定义 6.3 令 T*cX 是 (6.0.1) 在 和 = 入 的 一 个 周期 轨道 ， 称 (6.0.1) 在 
(T*, 入) 有 一 个 周期 轨道 的 鞍 结 点 分 野 ， 如 果 在 入 > 入 (或 入 < 入) 有 两 个 以 上 
周期 轨道 分 支 TX(i = 1,… ,N,N > 2) 从 T* 分 岐 出来, 即 


sup dist(w,T*)—0 当 和 A 和 2 和 AN, vigisgN, 
uET* 


而 在 入 < 入 (或 入 < 和 ) 一 侧 在 T* 附近 没有 周期 轨道 . 
对 于 (6.6.29), 再 引入 下 面 两 个 值 


DO = TT (odo + 8s) + T (os + 08), (6.6.30) 
b2( 和 ) = (od + ads) 十 (a + al4 十 a2s + a41). (6.6.31) 
然后 ， 有 下 面 定理 . 


定理 6.29 在 (6.4.5) 和 (6.6.29) 条 件 下 ， 如 果 由 (6.6.30) 给 出 的 判别 值 
(和 A0) =0, 而 (6.6.31) 的 数 如 (Xo) < 0, 则 存在 = > 0, 使 当 Sk 和 7 满足 (6.6.2) 
时 ， 摄 动 系统 (6.6.1) 在 (wu, 入) = (0, Xi) 的 跃迁 若 为 连续 型 ， 则 从 (0, 5) 分 歧 出 
唯一 的 一 个 周期 解吸 引子 ， 若 为 跳 峻 型 则 下 面 结 论 成 立 : 

(1) 方程 (6.6.1) 在 和 < X 一 侧 存在 一 个 周期 轨道 的 鞍 结 分 岐 点 (I, 入 *) C 
X x (一 00, 5), 并 且 在 入 < 入 一 边 严 格 地 分 歧 出 两 个 周期 轨道 分 支 TY(X* < 入 < 
和 5 十 6, 对 某 个 5 > 0) 和 TI3( 和 A" < 入 < Xi), 如 图 6.16(a), 使 得 


dist(T?,0) >r>0，VYA*< 和 < AT+0， 
FT2 一 {0}， 当 和 一 一 0. 


(2) 存在 =0 的 一 个 邻 域 U C X, 使 当 X* < 入 < 后 时 ， 忆 分 解 为 两 个 开 
集 U?,US,D = UF+UA,UMNUA = ,使 得 T* CU?,O € U2,T3 € OU? NaU3, 
并 且 I 和 w=0 都 是 吸引 子 分 别 吸 引 UV 和 UZ. 
(3) 当 和 < 入 < 和 +5 时 ，T》 是 吸引 U/D 的 一 个 吸引 子 , 其 中 RN = 
的 稳定 流 形 ， 有 余 维 2. 
定理 6.30 在 (6.4.5) 和 (6.6.29) 条 件 下 , 如 果 (6.6.30) 的 判别 值 bi(N) = 0, 
而 (6.6.31) 的 值 bz(Xo) > 0, 则 存在 > 0, 当 Sk 和 7 满足 (6.6.2) 时 ,方程 
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(6.6.1) 在 (0, Xi) 的 跃迁 若 为 跳跃 型 ， 则 在 入 < 5 分 歧 出 唯一 的 一 个 周期 轨道 排 
太子 ， 知 为 连续 型 的 ， 则 下 面 结论 成 立 . 


(a) b2 < 0 的 情况 


如 


(b) ba > 0 的 情况 
图 6.16 


(1) 方程 (6.6.1) 在 六 < 入 一 侧 具 有 一 个 周期 轨道 的 鞍 结 分 歧 点 (T*, 入), 并 
在 入 < 》* 一 边 严 格 地 分 歧 出 两 个 周期 轨道 分 支 TY(X 一 6 < 入 < 入 ,对 某 个 
56>0) 及 Ta(X < 入 < 入 ), 如 图 6.16(b) 所 示 ， 使 得 
dist(T?,0) >7>0，VAN 一 6< 入 一 和 
I2 一 {0}， 当 和 一生 填 0. 
(2) 当 和 5 < 入 < 入 时, T32 是 一 个 吸引 子 , 它 吸引 w= 0 的 一 个 邻 域 UA/ 荆 , 工 
为 =0 的 稳定 流 形 具 有 余 维 2, 而 TY C 9UA, 并 且 6UA 为 Ti 的 稳定 流 形 . 
(3) 当 和 一 6< 入 < 入 时 ，w=0 是 一 个 吸引 子 , 吸引 它 的 一 个 邻 域 ,而 
IC OU, 并 且 9U 为 Ti 的 稳定 流 形 . 
注 6.11 如 果 在 展开 式 (6.6.29) 中 考虑 有 指数 为 二 次 项 , 即 含有 Zazz(p+d = 
2) 的 项 时 ， 则 判别 值 b>( 和 ) 就 需要 包括 所 有 系数 apg(2 < p 十 gq < 5), 形式 变 得 非 
常 复 杂 ， 这 就 是 为 什么 只 考虑 p 十 gq > 3 情况 的 原因 . 
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定理 6.29~6.30 的 证 明 同样 地 , 只 对 定理 6.29 进行 证 明 就 行 了 , 定理 6.30 
可 用 同样 方法 得 到 . 
方程 (6.6.1) 的 中 心 流 形 上 约 化 可 写 为 


dz | 
a = ac( 和 A)Z1 一 peZ2 十 区 Qs TY 7 + o(|z|s), 
2<p+q<5 
dz2 e2 pq 5 We 
pe( 入 )Z2 十 ac( 入 )T2 bb apaT172 十 oO(|z| )， 
2 乏 D 十 9 乏 5 
其 中 pe > 0, aec( 和 ) 满足 
<0 A 入 Zi, 
Qe(A) 22 0, bp 一 入 6， (6.6.33) 
>0， 入 > 和 0， 
以 及 
ao 一 0， 当 e 一 01=12，Dp+qg=2， 人 
asi > abs, Be—0,i=1,2, 3<p+g<5. 加 
采用 极 坐 标 zl = rcosb,zz = rsin0, 则 (6.6.32) 变 为 : 
Bonn 0 十 rsSin 0 
四- Gd ES 
dt dt 
_ Qe(A)T+ 了 reue(cos g,sing) 十 ofr5) (6.6.35) 
pe — Yr_ork-lve(cos0, sing) + o(r4) 
其 中 
us 一 > [asl cos?t! 0 sin® 0 + as? cos? 0 sin®+’ 0], 
p+gq=k 
w = > [as cos? 0 sin?+! 0 — ase cosP+ 0 sin? 0]. 
p+q=k 
方程 (6.6.35) 可 写 为 如 下 形式 
ldr _ aeN) SA-s , 3 
3 be fi(cos0, sin0) + olr3)， (6.6.36) 
其 中 


fi(cos0,sin0) = us 十 QecV5， 
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jj(cosbg,sing) = 13 十 W2V2 + CeV3， 
FE(cosb,sing) = us us3v3 十 1223 十 Geu4， 
FE(cosbsing) 王 个 十 WU 十 43V3 十 204 + QeV5， 
r(0,A,a) =a, a>0. (6.6.37) 
再 令 "(0, 入 ， a) 在 a=0 有 如 下 Taylor 展开 
r(6, 和 A,a) = a+72(0, MA)a? + 73(0, 和 )a3 + oe (Nh + o(a’). (6.6.38) 


将 (6.6.38) 代入 (6.6.36) 得 到 


ca 


db 
对 上 式 两 边关 于 9 积分 ， 由 (6.6.37) 得 


fi(a+t 7r2Q2)2 十 fa 十 ae 五 (0, 入 ,a) 十 ofa3). 


8 0 
r(0, A,a) = eta/ 15d0+o / (fs + 2r2f5) 
[a 
十 ae( 入 ) | H(0, Ma)d0 + o(a’). (6.6.39) 
0 

从 (6.6.38) 和 (6.6.39) 对 比 系数 可 得 

0 
Yn / (ab. dino.db. 
9 (6.6.40) 


人 
ra(0,N) = | US + 2r2(0, Afilat. 


将 (6.6.40) 代 到 (6.6.36) 右 端 再 从 9 = 0 到 9 = 2r 积分， 整理 后 可 得 


r(27r,a) — 7(0, a) _ 


27 27 
E 2 局 
二 o(a, A)ae (和 A) 十 | frd0 +a 1 fsd0 


af by (本 lw 
ref 2 (fa) + 所 (/ 司 
2 有 (fs (£5)) db 


十 ac(A)g(X,a) + o(a’), (6.6.41) 


其 中 g(N0) =0,0(os 和 2 +ola). 由 计算 可 得 


27 
上 ji(cosb,sing0)db = 0, 
0 
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27 
上 Fi(cosb,sing)adb = 0, 
0 


27 他 9 27 
| ss/ fa) d= a0/ 让 +ola 
0 0 0 


因而 (6.6.41) 可 简化 为 如 下 形式 
TT = a(X,a) + 6(e)a? + +61(e)a? + be(Nat 十 olo)， (6.6.42) 
其 中 a( 和 ,a) 满足 
< 0， 入 < 》0， 
aal 4 =0， 入 = X， (6.6.43) 
> 0， 入 > No. 


以 及 
27 
j(e) = | fab, 


2 
ft(E) = 了 9826(e)， 


oO 人 后 十 2 所 [5) + (fs) + (fs (fF))|e 


由 (6.6.34) 及 假设 b(X0) = 0 可 以 推出 


6(e),61(E) 一 0， 当 入 一 Xi E 一 0， (6.6.44) 
be(A) 一 b2(A)， 当 e 一 0. 

因而 对 任何 s > 0 充分 小 ， 在 和 = 6 附近 有 
be( 和 ) < -C， C > 0 为 某 个 常数 . (6.6.45) 


(6.6.42) 的 每 个 正解 oo > 0 对 应 着 (6.6.32) 的 一 个 周期 轨道 ， 并 且 若 


< 0， 对 ao < a， 
r(27,Qa) 一 r(0,a) 


> 0， 对 ao > wa， 
则 该 周期 轨道 为 吸引 子 ， 若 
> 0, 若 ao < Q， 


r(27,a) — 7(0, a) | 


< 0， 若 ao > wa， 
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则 周期 轨道 为 排斥 子 . 因而 由 (6.6.43)~(6.6.45) 从 (6.6.42) 可 证 得 ， 当 5(e) 和 0 
时 , 方程 (6.6.32) 在 (0, 6) 的 跃迁 为 连续 型 的 ， 当 6(e) > 0 时 跃迁 为 跳跃 型 的 ， 
并 且 定 理 6.29 的 结论 (1)~(3) 成 立 ， 定 理 证 毕 . 
注 6.12 从 公式 (6.6.41) 可 以 看 到 ， 如 果 考 虑 如 下 情况 
(G(z +h(z,N),N,et(N)) = 2, aboz8ezg +o(lzls), 


2<pP+IE5 


然后 取 bh( 和 ) 和 bz( 和 A) 如 下 


27 
bi(\) = | /3(0)do, 


27 8 
b2(A) -| to) + 2fel0) (/ Aidj 
8 9 
+2f3(0) ( [ fa(0) ( [ Ag] ») do, 


大 一 2 
fr(0) = wk() 十 》 vi+luk-i 2 入 大 入 5 
t=1 
2 1 noptl joaing 2 PHAaingt+l 
一 > pg COS 0 sin 0 + apa COS bsin2 0., 
P 十 9 一 大 


其 中 


vk 二 > az cos? 0 sin9+ 0 ~ a2, cosp+ 0 sin? 0. 
2 十 9 一 上 


那么 当 bli(AXo) 一 0, b2( Xo) <0 和 bp2(AXo) >0 时 ， 定理 6.29 和 6.30 成 立 . 


86.7 评 注 


8$6.1~6.2 这 两 节 的 内 容 归 于 文献 [52]. 

86.3 这 一 节 是 作者 首次 建立 的 理论 ， 该 理论 是 从 非 线 性 科学 中 各 种 临界 
现象 与 相 变 中 抽象 出 的 数学 理论 . 

86.4 定理 6.9 和 6.10 是 文献 [52] 中 定理 6.4 和 6.5 的 变形 观点 .定理 6.11 
和 6.12 首次 给 出 ,定理 6.13~6.15 是 文献 [52] 中 定理 6.7 和 6.8 的 变形 观点 . 

86.5 这 一 节 是 文献 [52] 中 6.3 节 的 变形 观点 . 

86.6 定理 6.23 取 自 文献 [52], 定理 6.24~6.30 是 作者 新 证 明 的 结果 . 
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87.1 非 线性 科学 动力 学 原理 


为 了 提高 本 书 的 可 读 范围 ， 在 这 一 节 专 门 用 通俗 的 语言 对 物理 、 化 学 以 及 
数学 之 间 相 关 的 概念 及 理论 作 一 综合 性 的 论述 ， 以 达到 各 学 科 之 间 的 沟通 与 理 
解 . 


87.1.1 耗 散 系 统 的 非 平衡 相 变 


在 物理 与 化 学 中 ， 相 变 问 题 的 研究 是 一 个 重要 的 课题 . 与 数学 的 概念 不 同 ， 
在 物理 与 化 学 中 , 相 的 概念 不 是 可 以 明确 定义 的 . 在 传统 的 意义 上 , 它 主 要 是 指 
化 学 或 热力 学 中 一 个 系统 的 物质 组 合 结构 与 表象 形式 . 然而 更 广义 的 ， 现 在 人 
们 经 常用 相 来 表达 物理 与 化 学 某 个 系统 在 一 种 状态 下 所 表现 出 来 的 相 ， 如 流体 
动力 学 中 流 的 形状 与 结构 ， 超 导体 中 超 导 电 子 的 概率 分 布 ， 以 及 化 学 反应 中 各 
类 反应 物质 浓度 与 分 布 等 ， 对 于 不 同 的 系统 ， 其 状态 所 表现 出 来 的 相 具 有 完全 
不 同 的 内 涵 ， 

在 这 里 ， 我 们 采用 的 相 的 概念 已 超越 具体 的 科学 内 涵 ， 而 统一 表达 可 用 数 
学 模型 榨 制 的 所 有 系统 各 类 不 同 状态 下 解 的 形态 . 因而 ， 相 在 这 里 具有 普 亿 的 
意义 ， 它 不 仅 适 用 于 物理 与 化 学 ， 并 且 还 适用 于 生物 、 生 态 、 经 济 等 所 有 非 线性 
科学 中 的 动力 学 系统 . 

所 谓 相 变 就 是 指 当 一 个 系统 的 参 变 量 超过 某 个 临界 值 后 ， 该 系统 原来 所 处 
的 稳定 状态 变 为 不 稳定 从 而 路 迁 到 一 个 新 的 稳定 状态 , 

非 线性 耗 散 系统 的 非 平 衡 相 变 理论 是 由 Prigogine 为 首 的 比利时 学 派 从 化 学 
反应 动力 学 研究 中 提出 的 一 种 学 说 . 该 学 说 的 一 个 显著 特点 ， 就 是 强调 在 一 个 
具有 非 线性 耗 散 结构 的 动力 学 系统 中 ， 当 与 外 界 有 能 量 和 物质 交换 时 ， 该 系统 
的 状态 可 以 远离 热力 学 平衡 态 而 跃迁 到 一 个 新 的 具有 有 序 结构 的 稳定 状态 中 . 
这 种 新 的 有 序 结构 稳定 状态 与 传统 的 平衡 相 变 的 稳定 状态 不 同 ， 它 不 具有 某 种 
能 量 的 局 部 最 小 特征 ， 并 且 需 要 能 基 维 持 . 

需要 指出 的 是 ，Prigogine 的 非 线性 耗 散 结构 自 组 织 学 说 到 目前 为 止 都 缺乏 
一 个 统一 的 数学 框架 作为 其 理论 支撑 ， 而 这 一 点 是 该 理论 能 否 深入 下 去 的 关键 . 
这 里 提出 的 非 线性 耗 散 系统 的 跃迁 理论 是 朝 着 这 个 方向 的 一 种 努力 ， 期 竺 着 这 
一 学 说 能 在 非 线性 科学 动力 学 中 得 到 进一步 发 展 ， 并 且 在 非 平衡 相 变 与 混沌 之 
间 建 立 联系 . 
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为 了 较 全 面 地 了 解 非 线性 耗 散 系统 的 非 平衡 相 变 理论 ， 先 从 化 学 反应 动力 
学 的 角度 开始 论述 ， 然 后 在 下 一 小 节 中 再 利用 数学 的 跃迁 理 对 非 平衡 相 变 在 非 
线性 科学 动力 学 中 的 作用 进行 更 广泛 的 解释 . 

首先 ， 考 察 一 个 具体 的 化 学 反应 例子 ， 即 氨 的 合成 反应 


Na + 3H2 2N Hs. (7.1.1) 


为 了 简单 ， 用 Xi 记 为 氮 分 子 N2, 用 X2 记 为 氢 分 子 ， 用 Xs 记 为 氨 分 子 ， kh 为 
合成 反应 系数 ， ko 为 分 解 系数 .此 时 反应 (7.1.1) 式 可 表达 为 下 面 抽 象形 式 


人 1 十 3X? 2 2X3， (7.1.2) 
oe (7.1.3) 


令 wi 代表 Xi(1 < i < 3) 的 浓度 ( 岸 尔 密 度 ). 由 化 学 反应 动力 学 中 质量 作用 
定律 ， 组 元 X1 的 浓度 在 合成 反应 (7.1.2) 中 变化 率 为 


O1u1 


5 —kiu1us, (7.1.4) 
在 分 解 反应 (7.1.3) 中 变化 率 为 
0 
因而 总 变化 率 为 
du == 61u1 十 d2u1 > ~—kiu1u2 十 k2u2. (7.1.6) 


dt ot ot 


这 是 因为 浓度 变化 率 正比 与 反应 速度 . 而 在 合成 反应 (7.1.2) 中 , 反应 速度 与 组 元 
Xi 和 三 个 组 元 Xz 发 生 碰撞 的 概率 成 正比 ， 该 概率 为 ut. 又 因为 每 一 次 合成 
反应 失去 一 个 Xi 分 子 ， 故 ui 变化 率 为 负 值 . 这 就 得 到 合成 反应 变化 率 (7.1.5). 
同 理 ， 在 分 解 反 应 (7.1.3) 中 ， 两 个 X3 相 撞 产生 分 解 的 概率 与 u3 成 正比 ， 每 次 
反应 产生 一 个 Xi, 因而 得 到 (7.1.6) 式 . 
再 次 应 用 质量 作用 定律 ， 对 wz 和 us 的 变化 率 可 得 
duo2 
dt 
2 = 2katult3 一 2k2v3. (T1208) 
方程 (7.1.6)~(7.1.8) 就 构成 合成 氨 反 应 每 种 分 子 浓度 变化 率 方程 组 . 
上 面 例子 只 是 帮助 理解 化 学 反应 动力 学 的 基本 原理 . 有 了 这 个 基础 ， 就 可 
以 介绍 化 学 反应 中 相 变 理论 . 令 Xi1,…… ,Xn 代表 种 不 同化 学 物质 ， 有 7 种 化 


= —3k1u1u2 十 3k2u3, ER 
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学 反应 ， 其 反应 式 为 


OAL 二 :十 Qn 六 n B11X1 + + BinXn, 
De i (7.1.9) 
QriX1 pd py 2 BriXi1 定 十 BrnXn, 


其 中 aij, Bi; > 0 为 实数 ， 称 为 化 学 计 基 系数 ，ki 为 反应 系数 . 令 uj 为 组 元 Xj 
的 摩尔 密度 (单位 体 子 分 子 数 ). 由 质量 作用 定律 ， 从 反应 式 (7.1.9) 可 推出 浓度 
变化 率 方程 为 


d 
-Ps - Cj le (7.1.10) 


另 一 方面 ， 在 (7.1.9) 中 对 应 于 每 一 种 反应 ， 在 化 学 中 都 引入 一 种 能 基 来 度 
基 其 反应 能 力 ， 称 为 化 学 亲 和 势 ， 它 起 到 化 学 反应 的 动力 作用 ， 定义 为 


Qi 一 一 》 (Di 一 ij 一 1 1 CT LL 
j=1 


其 中 jj 为 组 元 X; 的 化 学 势 ， 它 是 温度 T, 压力 p 和 及 浓度 wi 的 函数 ， 
化 学 动力 学 理论 表明 , 当 反 应 (7.1.9) 处 在 平衡 状态 时 , 即 从 宏观 上 看 (7.1.9) 
的 反应 不 再 进行 时 ， 其 亲 和 势 为 零 


oT pu =0, Wi=1,.…,n, (7.1.12) 


其 中 w = (wi,… ,un)， 这 种 平衡 态 称 之 为 热力 学 平衡 态 ， 换 句 话 说 ， 若 方程 
(7.1.10) 有 一 个 局 部 Lyapunov 渐 近 稳定 的 稳 态 解 uo = (Ww,… ,4u0),ww9 > 0(1 < 
i < n), 使 得 (7.1.12) 成 立 ， 则 wo 称 为 (7.1.10) 的 热力 学 平衡 解 ， 显 然 一 个 热力 
学 平衡 解 一 定 是 与 时 间 和 空间 位 置 无 关 的 常 值 解 . 

在 20 世纪 60 年 代 之 前 ， 人 们 认为 化 学 反应 一 般 是 处 在 一 个 热力 学 平衡 态 
上 . 然而 著名 的 Belousov-Zhabotinsky 化 学 反应 告诉 我 们 ， 不 仅 存 在 时 间 周 期 变 
化 的 稳定 态 , 并 且 还 存在 随 空 间 变化 的 稳定 态 . 这 种 稳定 的 化 学 反应 状态 显然 不 
是 (7.1.10) 的 热力 学 平衡 解 . 这 就 是 说 ， 远 离 热力 学 平衡 态 (有 大 的 亲 和 势 ) 仍 
可 能 存在 稳定 的 反应 状态 . 

所 谓 非 平衡 相 变 就 是 指 这 种 偏离 热力 学 平衡 态 而 产生 出 新 的 稳定 状态 . Pri- 
gogine 等 人 从 Belousov-Zhabotinsky 型 化 学 反应 研究 中 发 现 , 这 种 远离 平衡 态 的 
相 变 是 具有 非 线 性 耗 散 结构 的 普遍 现象 ， 一 个 具有 耗 散 结 构 的 反应 系统 在 反应 
进行 时 具有 某 种 能 基 损 耗 . 当 外 界 给 系统 输入 能 基 或 物质 流 小 于 这 种 能 其 损耗 
时 ， 系 统 将 处 在 热力 学 平衡 中 ,而 一 旦 超过 这 种 损耗 ， 系 统 将 从 原来 的 平衡 态 中 
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跳 到 一 个 新 的 稳定 的 非 热 力学 态 上 . 这 就 是 非 线性 耗 散 系统 非 平衡 理论 的 基本 
在 第 一 章 中 ， 已 经 简单 介绍 了 什么 是 非 线性 耗 散 系统 及 其 方程 形式 .我们 
注意 到 ， 对 应 于 反应 式 (7.1.9) 的 动力 学 方程 (7.1.10) 是 一 个 常 微 分 方程 . 这 种 
模型 主要 控制 的 化 学 反应 是 在 充分 搅拌 的 条 件 下 ， 各 种 反应 组 元 的 浓度 在 空间 
中 均匀 分 布 ， 当 化 学 反应 是 在 没有 搅拌 的 情况 下 ， 反 应 式 (7.1.9) 的 模型 还 应 该 

加 上 各 组 元 浓度 的 扩散 项 ， 因 而 其 方程 应 该 是 如 下 形式 
3 二 HijAu; 十 >》 (Di Qi js “* A (T1153) 


i=] 
其 中 jy; > 0 是 组 元 X; 的 扩散 系统 . 
模型 (7.1.13) 就 是 化 学 反应 (7.1.9) 在 非 搅拌 条 件 下 的 反应 扩散 方程 ， 这 是 
一 个 典型 的 具有 耗 散 结构 的 动力 学 系统 . 当 一 个 化 学 反应 系统 还 伴随 有 温度 和 
流体 运动 时 ， 那 么 该 系统 控制 方程 还 应 与 热 扩 散 和 流体 动力 学 进行 耦合 ， 训 无 
疑问 ， 非 线性 耗 散 系统 动力 学 是 一 门 具有 非常 丰富 内 容 的 学 科 . 


87.1.2 ”跃迁 理论 的 科学 意义 


在 这 一 小 节 中 , 将 对 第 六 章 中 建立 的 跃迁 理论 的 科学 实在 意义 进行 说 明 , 并 
进一步 解说 ， 耗 散 系统 的 一 般 相 变 理论 在 非 线性 科学 动力 学 中 更 广泛 的 作用 . 

首先 ， 为 了 方便 ， 在 这 里 再 回忆 一 下 跃迁 理论 的 基本 原理 ， 即 定理 6.6. 一 
个 动力 学 系统 的 控制 方程 可 写 为 


d 
二 = LA 十 CA 和 AU， (7.1.14) 


其 中 心 代表 系统 状态 ， 和 为 参 变 量 代表 着 某 种 能 基 的 输入 强度 ， Z 为 线性 算 
子 ， 满 足 


4 : Xi 一 久 为 线性 同 胚 ， (7.1.15) 
B : X1 一 XX 为 线性 紧 算 子 ， 


XiCX 为 两 个 Banach 空间 ， Gs 为 非 线性 算 子 满足 
名 i. Xi 人 X 为 紧 算 子 ， 


| L、\ = 一 A ++ B, 为 饥 形 算 子 ， 


(7.1.16) 
Gau = olllullx,). 


{BA)| k=1,2,...}CC. 
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假设 它们 满足 
< 0，A 和 < 和 0， 
ReBi:(A} 4 =0， 入 = 和 ) ligm, (7 了 .1.17) 
> 0， 入 > 和 0， 
ReOi(Xo) <0, Vi>m+1. (7.1.18) 
然后 有 下 面 跃迁 理论 的 基本 定理 . 


定理 7.1( 跃 迁 基 本 原理 ) 在 条 件 (7.1.15)~ (7.1.18) 假设 下 , 方程 (7.1.14) 在 
(w, 入) = (0, Xo) 有 一 个 跃迁, 并 且 一 定 是 下 述 三 种 类 型 之 一 : (1) 连续 型 牙 迁 (或 
吸引 子 分 歧 ) ; (2) 跳跃 型 跃迁 ( 或 不 连续 型 跃迁 ) ; (3) 混合 型 跃迁 . 

现在 我 们 来 解释 跃迁 基本 原理 的 科学 实在 意义 . 

条 件 (7.1.15) 在 实际 中 意味 着 线性 算 子 L、 = 一 4 十 B、 的 两 个 部 分 中 -4 起 
到 消耗 能 量 作用 . 通常 代表 椭圆 算 子 (-1Um+ Amm > 1)，B、 一般 起 到 补充 能 
其 的 作用 ， 入 代表 补充 能 其 的 强度 . 当 4 = (-JmAm 时 ， 作 为 微分 算 子 B、 最 
高 只 含 2m 一 1 阶 导 数 项 . 

条 件 (7.1.16) 表明 ， Gs 在 凿 = 0 附近 是 一 个 高 阶 非 线 性 项 ， 即 G、 代表 
Taylor 展开 的 高 阶 项 ， 因 而 在 w = 0 附近 线性 算 子 L、 起 到 主要 控制 作用 . G、 
一 般 有 三 个 部 分 : 


GA = G1+G2+t Gs, (7.1.19) 


其 中 G1 是 消耗 能 量 的 ， Gs 的 补充 能 量 的 ， Gs 即 不 补充 也 不 消耗 能 量 . CA 
中 所 含 导数 项 也 不 能 超过 2m - 1 阶 的 导数 . Gy 在 远离 u = 0 的 区 域 起 到 主要 
控制 作用 . 

显然 v = 0 是 方程 (7.1.14) 的 一 个 平衡 态 . 在 相 变 理论 中 ， 它 经 常 代表 热力 
学 平衡 态 ( 若 热力 学 平衡 态 uo 头 0, 作 一 变换 w = 一 wo, 则 w = 0 即 代表 wo). 
条 件 (7.1.17) 和 (7.1.18) 表明 ， 当 能 量 输 入 强度 和 小 于 某 个 临界 值 Xo 时， 热力 
学 平衡 态 ww = 0 处 在 稳定 状态 ， 而 当 入 > ho 时 ，w = 0 不 再 稳定 ， 跃 迁 基本 原 
理 告 诉 我 们 ， 此 时 系统 (7.1.14) 将 从 wu = 0 跃 迁 到 一 个 新 的 状态 上 . 

跃迁 基本 原理 中 有 三 种 类 型 的 跃迁 模型 .第 一 种 模式 典型 地 刻画 了 非 平 稀 
相 变 的 基本 特征 ， (a) 远离 热力 学 平衡 态 u = 0 的 新 状态 呈 具有 稳定 性 (吸引 
子 特征 ) ; (b) 新 状态 号 具有 有 序 结构 ， 即 自 组 织 结构 ( 呈 = Sm-1 为 m 一 1 维 
球面 ， 并 且 区 中 状态 被 第 一 特征 向 量 控制 ). 第 二 种 模式 代表 了 状态 的 突变 ， 状 
态 突 变 是 自然 的 一 种 普遍 现象 ， 这 中 间 即 存在 跳跃 式 的 相 变 ， 又 存在 混沌 发 生 
的 可 能 .第 三 种 模式 表现 了 跃迁 的 某 种 不 确定 性 ， 这 种 不 确定 性 表明 系统 在 临 
界 点 附近 的 变化 有 很 大 的 随机 性 ， 一 个 很 小 的 外 界 扰动 就 可 造成 系统 出 现 性 质 
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完全 不 同 的 跃迁 模式 和 状态 ,可 能 有 序 也 可 能 混沌 ， 可 能 连续 也 可 能 跳 除 ， 出 现 
哪 种 模式 和 状态 是 随机 地 依赖 于 系统 的 涨 落 . 

这 三 种 类 型 的 跃迁 完全 取决 于 La 十 Ga 在 临界 点 入 = Xo 的 相互 作用 . 如 果 
在 (7.1.19) 中 的 耗 散 项 Cl 在 wu = 0 附近 起 到 控制 作用 ， 则 系统 在 (0, 和 No) 是 连 
续 型 路 迁 . 者 G2 项 在 u = 0 附近 起 主导 作用 ， 而 在 远离 u = 0 处 G1 占 主要 地 
位 ， 则 系统 是 跳跃 式 相 变 ， 即 系统 跃迁 到 一 个 稳定 有 序 状态 ， 而 当 G2 和 Cs 在 
整修 区 域 都 很 强 时 ， 系 统一 定 是 跳跃 到 混沌 状态 . 最 后 ，Gi,G2z 和 Cs 都 相对 均 
等 时 ， 系 统 处 在 随机 跃迁 状态 .在 非 线性 项 中 ， G1 起 到 稳定 作用 ， G2 具有 强 
化 运动 的 作用 ， 而 Gs 即 有 稳定 作用 又 有 造成 混乱 的 作用 . 特别 是 G2 很 强 时 ， 
G3 是 造成 混乱 的 主要 因素 . 

总 结 上 面 的 分 析 ， 再 结合 第 六 章 建 立 的 整个 路 迁 理论 ， 对 于 非 线性 科学 动 
力学 可 归纳 为 如 下 几 个 要 点 : 

(1) 具有 非 线 性 耗 散 结构 的 动力 系统 在 自然 界 中 是 一 类 具有 普遍 意义 的 运 
动 ， 该 系统 由 三 个 部 分 构成 :能量 耗 散 项 、 能 基 补 充 项 及 中 和 项 . 这 里 能 量 是 指 
广义 能 基 . 

(2) 每 一 个 耗 散 系统 都 具有 若干 种 不 同 的 稳定 状态 ， 记 为 2?, 2,…… ,Dn. 
其 每 一 种 状态 2D? 都 具有 一 个 稳定 能 量 范 围 


a 


其 中 入 表示 对 系统 的 补给 能 基 , 使 得 只 有 当 外 界 给 系统 输入 的 能 基 在 Xi < 入 < 
范围 内 时 ， 5 状态 才能 够 维持 和 存在 ， 否 则 系统 将 跃迁 到 别 的 状态 上 . 
(3) 如 果 系 统 存 在 混沌 状态 2w, 则 能 其 范围 为 


A 
即 一 旦 出 现 混沌 ， 当 能 基 补 给 入 增长 时 ， 不 再 会 出 现 新 的 有 序 状态 . 
(4) 最 低能 量 态 24 是 系统 的 基本 态 ， 其 能 量 范围 为 


3 2 
21 :Al < 入 < 和 il， 


即 基 本 态 为 系统 损耗 能 量 最 小 的 态 、 在 化 学 反应 动力 学 中 5? 就 是 热力 学 平衡 


太 


(5) 每 一 种 稳定 态 ZF? 在 系统 的 控制 方程 中 都 是 一 个 局 部 吸引 子 ， 其 临界 能 
基 值 和 代表 了 D7 的 能 级 ， 而 X 代表 了 丈 ' 的 束缚 能 量 ， 当 输入 能 量 超 过 》; 
时 ， 系 统 将 从 二、 跳 到 更 高 能 级 的 状态 上 ， 当 入 < Al 时 系统 将 落 到 低能 态 上 . 

(6) 当 上 ; 是 从 5z; 分 歧 出 来 的 稳定 态 时 ， 则 入 = 对 . 而 当 和 1 < 是 时， 
从 丈 到 兄 +1 的 跃迁 一 定 是 不 连续 的 . 

上 述 几 点 基本 原理 表明 ， 除 基本 态 DX 外 ， 系 统 的 所 有 稳定 态 都 需要 一 定 
能 基 来 维持 . 一 旦 这 种 能 量 低 于 D7 所 需 值 站, 则 系统 就 跃迁 到 低能 量 态 上 . 因 


87.2 Belousov-Zhabotinsky 型 化 学 反应 . 315 ， 


为 混沌 是 系统 的 最 高 能 量 态 , 一 般 来 讲 混沌 出 现 需要 很 高 能 量 补 充 才 能 维持 . 这 
种 高 能 量 的 损耗 一 般 不 可 能 维持 很 长 时 间 ， 这 就 是 为 什么 自然 界 中 观察 到 的 混 
沌 现象 时 间 都 较 短 . 

需要 说 明 一 点 , 在 跃迁 基本 原理 (定理 7.1) 中 ，v = 0 并 不 一 定 代表 (6.1.10) 
的 基本 态 . 但 在 具体 应 用 中 ， 多 数 情况 下 (6.1.10) 的 平凡 稳 态 解 u = 0 是 基本 
态 . 从 DF 到 5 的 跃迁 称 为 第 一 次 跃迁 . 一般 来 说 ， 一 个 具有 混沌 的 耗 散 系统 
经 过 几 次 跃迁 后 便 进入 混沌 状态 . 


87.2 ”Belousov-Zhabotinsky 型 化 学 反应 


87.2.1 Field-Noyes 方程 


Belousov-Zhabotinsky 化 学 反应 过 程 是 一 个 有 机 分 子 被 溴 酸根 离子 氧化 ， 氧 
化 过 程 由 氧化 还 原 体 (C4+ /C3+) 进行 催化 . 这 个 反应 经 过 18 个 步 又， 非常 复 
杂 . 
Field 和 Noyesll8] 对 Belousov-Zhabotinsky 反应 给 出 一 个 简化 的 反应 模型 ， 
它 涉及 三 个 变量 控制 下 面 五 个 不 可 逆 的 反应 过 程 
帮 十 2 大 
XX+Y 全 忆 
汪 于 第 夺 V5 证 芝 
2X 二 Q， 


YY. (7.21) 
其 中 7 为 计 基 系数 ，P 和 Q@ 为 产品 ， 一 经 产 出 就 不 再 加 入 反应 ， 而 
X=HB.0s, Y=B-, 2Z=0+, A=B= BOz， 


在 Field-Noyes 的 原 模型 中 只 考虑 了 充分 搅拌 的 情况 ， 因 而 是 一 个 常 微分 方 
程 . 在 这 里 只 考虑 非 搅拌 情形 ， 并 且 人 允许 X, 2 变化, 而 4,B 保持 不 变 ， 从 一 
般 非 搅拌 反应 方程 (7.1.13) 可 得 到 关于 反应 (7.2.1) 的 控制 方程 


a = 01Aui + Kiav2 一 kouiUu2 十 Ka3bul 一 2kau?, 


一 一 = goAusa 一 kiau2 一 kui + Tksu3, (7 2 
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这 里 ww,t2,t3,4a 和 4 分 别 代 表 X,Y,2,4 和 B 的 浓度 ， oi 为 wi 的 扩散 系数 ， 
ki(1 < i < 5) 为 (7.2.1) 的 反应 系数 ， o; 和 k; 都 与 温度 T 有关 ， 事 实 上 ， 
ki = oem 为 活化 能 ，R 为 Boltzmann 常数 . 


令 QcR"(1<ns3) 为 反应 容器 . 考虑 在 边界 09 上 允许 有 物质 交换 以 控 
制 X,Y,2 在 09 的 浓度 为 零 ， 在 这 种 情况 下 有 边界 条 件 


u = (wuaua) = 0， 在 90 上 . (7.2.3) 
需要 对 (7.2.2) 无 量 纲 化 . 注意 到 下 面 的 其 网 
Ri(l<i<4): Mt!, 高: 
abu(l <ig3):M;, ol ig3):Lt), 


其 中 上 为 时 间 ， M 为 摩尔 密度 ， 工 为 长 度 . 取 下 面 无 基 纲 变 基 


一 U2 一 oe U3 = RNY 

1 ko 1， 2 ko 21 3 koks 3 
t= (kiksab) -3t’ z= Lr 
er = Ksb ? 。 B a 2k1 Kaa 

Neaa/) | ~ koksb 
6 = ks(kikaab)?; 

Oi 

i 二 一 一 一 一 一 一 ，1 一 1,2,3. 

下 L2(kik2ab)3 


在 上 面 变换 下 ,方程 (7.2.2) 及 边界 条 件 (7.2.3) 化 为 如 下 无 基 纲 形式 (为 了 


= HiAaua +a(u + uz 一 Matu2 一 Bu2)， 

2 = J2Auz 十 T(rus — U2 — U1u2), 

如 = 13Aus 十 Alul 一 23)， i 
ulan = 0， 

wu(z,0) = 9 


-其 中 心 = (wi,w2,U3),Ui > 0(i = 1,2,3), 及 无 其 纲 和 常数 
Li1, HL2, 3, 0 DT > 0, 


Qc R"(n = 1,2,3) 为 一 有 界 区 域 . 
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87.2.2 ”数学 框架 
由 Smollerl91 知道 下 面 区域 
D={(u,uz,us)| Og<u <a i1= 1,2,3)} 
对 于 方程 (7.2.4) 是 不 变 的 ， 其 中 ai(1 < i < 3) 满足 
al > max{1,8 i}, aa > Yas， as > oa. 
记 
RT = {(z ,Tm) € R"lzi >0,1<i<m)}, 


入 = (HA1， H2H3，Q 让， 0) 三 R'. 


建立 下 面 空间 
X; = H2(0, RN Hi(QN, RS)， 


X = 2(0, R’). 
定义 算 子 L\ = 二 -A+B 和 Ga:Xi 一 羡 为 


Axu = (—JAu, —H2Au2, —H3Aus), 


Bu = (aul 十 Qu2, 一 十 us —6u3 + Hu1), 
1 
Gu A) = (—auiuz ~ au?, -uu2, 0). 
那么 Field-Noyes 方程 (7.2.4) 可 写 为 如 下 抽象 形式 
2 二 Lau 十 G(u, 入 )， 
u(0) = %， 


其 中 入 二 (1, Ha As ay 7Y, 0) 三 He 
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(7.2.5) 


(7.2.6) 


下 面 将 应 用 定理 6.10 讨论 Field-Noyes 方程 (7.2.4) 在 (7.2.5) 给 出 的 不 变 区 
域 D 内 跃迁 问题 ， 以 获得 Belousov-Zhabotinsky 化 学 反应 (7.2.1) 非 平 衡 相 变 
的 条 件 ， 必 须 注意 到 ， 方 程 (7.2.4) 的 解 w = (wi1, tu2,w3) 代表 化 学 物 浓度 , wi > 


0(1 < i< 3), 因而 只 有 非 负 解 才 具 有 化 学 意义 . 
§7.2.3 ” 相 变 定理 


邻 pi 和 ek 是 Dirichlet 边界 条 件 下 Laplace 算 子 第 大 个 特征 值 和 特征 向 基 


一 Aek = DkEK， 
erlen =0, k=1,2,..…. 


(7.2.7) 
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(7.2.7) 的 第 一 特征 函数 是 正 的 
el(z) >0, Yz E 0， (7.2.8) 
令 A(A) 是 入 = (jp2,y3,Q,7,6) e RI 的 函数 ， 定 义 为 
A(A) = a76 — (p1p1 一 aj(uzapl + 1)(p3p1 + 6), 
并 且 记 和 0 = (18, 所 ,43,a9,Y9,69) 满足 
A(X0) = 0， (7.2.9) 
其 中 pi 为 (7.2.7) 的 第 一 特征 值 . 令 


T= {Xo € RI4| 和 No 满足 (7.2.9)}. 


定义 矩阵 巨 、 为 
f — (mpi—o) al 
E(A) = 0 — (phpl 二 aa-l7 | ， (7.2.10) 
6 0— (13p1 + 6) 


以 及 两 个 正 实数 ao, > 0 为 


a= [a6 (1 + p20 pi)(p3p1 + 6°) 
0\3 2~0 0~0/ 02 
(oa) cd 7 7 G6) |- /a 
1l+py2a0p1: 60+ 3p1 
b= 6°(p8p1 + 6°)(a)? [B(u3p1 + 0°)(p20"p1 + 1) 
1 6070(a0)? 


十 a06079 十 让 二 | f dar 
"Tol +HMaopl| Jn 


(7.2.11) 


然后 , 对 Field-Noyes 方程 (7.2.4), 有 下 面 吸引 子 分 歧 定 理 , 它 给 出 Belousov- 
Zhabotinsky 化 学 反应 非 平衡 相 变 的 条 件 . 

定理 7.2 ”对 任何 Xo= (p23,43, 483,09,Y9,09) ET 如 果 和 = (jp1, p2, pj3, ,7Y,6) 
E RA 满足 和 了 和 0 及 


A(A) > A(Xo) = 0， | 和 一 和 No| < 2， 对 某 个 小 基 e > 0， 


那么 (w, 入) = (0, Xo) 是 (7.2.4) 的 跃迁 点 ， 并 且 下 面 结 论 成 立 : 
(1) 方程 (7.2.4) 从 (w, 入) = (0, 和 0) 分 歧 出 一 个 唯一 奇 点 us E Xi,u、 > 0 在 
Q 中 ， 并 且 ws 是 一 个 吸引 子 . 
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(2) 奇 点 wx(z) 能 够 表达 为 
| ua(z) = P(N)zb™ lvo(z) + o(|B1(N))), 


0 a 080 
vo(7) = (。 (6° + J3p1)e1, i 


en arine! ) [72.12) 
其 中 a,b > 0 由 (7.2.11) 给 出 ， PB1( 和 ) 是 (7.2.10) 的 正 特征 值 ， 即 8.( 和 ) > 0. 

(3) 存在 一 个 开 集 O C X,u = 0 € O, 使 得 us 吸引 OND, 这 里 D 是 由 
(7.2.5) 给 出 的 不 变 集 内 部 .也 就 是 说 ， 对 任何 pe ON D,(7.2.4) 的 解 u(z,t, ) 
满足 

dim |u(z, 坊 o) — ua (x)|*dz = 0. 
< 可 


证 明 这 个 证 明 能 够 通过 应 用 定理 6.10 对 方程 (7.2.6) 而 获得 . 需要 验证 条 
件 (6.0.2) (6.0.3) 及 (6.4.1). 

首先 ， 对 于 方程 (7.2.6), 由 82.5 我 们 知道 La 是 一 个 扇形 算 子 ， 并 且 是 一 个 
全 连续 场 . 显然 G、 满足 


外 : Xo 一 X 是 Ce 的， 对 某 个 < 1， 
GA(u,A) = olllul|xo). 


因而 条 件 (6.0.2) 和 (6.0.3) 成 立 . 


det(BjkT — Ek:(N)) = 0， (7.2.13) 


一 (ap — 0) Qo | 
Ex(M) = 0 — (J2pk 一 ar aly | ， (7.2.14) 
0 0 — (J3pk + 6) 
其 中 px 是 (7.2.7) 第 上 个 特征 值 . 
容易 看 出 ， 函 数 (和) 由 下 式 给 出 
A(A) = adet E1(M). (7.2.15) 
因此 有 
detEi( 和 和)=0 人 SAETL. 

进一步 ， 容 易 看 到 
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并 且 工 能 够 被 表达 为 一 个 单 值 函 数 


_ (hip1 ~— o)(p2Qp1 + D(psp1 + 0) 
， CO 


其 中 a,6,p41, 42,43 > 0. 因而 可 推出 ， 工 是 RI 中 的 一 个 5 维 流 形 ， 并 且 分 RR 


为 两 个 不 相交 的 连通 开 集 
Du by DinD = 2, 0D1NM0OD,=T, 


使 得 


<0, vAEeDi, 


det E1(A) = Bi1(A)B21(N)B31(N) | 
> 0, vA E 了 >. 


另 一 方面 ， 有 


3 


—[(j1p1 — oa) + (jzp1 + Qa) + (pap1 + 0)), 


并 且 存 在 Ai = (pl,p2,13,Q1,Y!,01) E RS ,使 得 
A{( Xi) >0， Jp 一 al > 0. 


从 (7.2.15)~(7.2.18) 推出 


3 
入 1 E D,, 并 且 》> ， ReBji(A1) we A 
7 三 1 


然后 ， 从 (7.2.16),(7.2.17) 和 (7.2.19) 可 推出 


Dli(A) > 0, Ref21 (和) < 0, ReBa1 (入 ) <0, A 入 E DD,, 
Bii(A)=0, ReBa(A)} <0, ReBai(A) <0, 入 E 工 . 


再 从 (7.2.16) 和 (7.2.21) 可 得 
B11( 和 ) <0, Refol (入 ) < 0， ReB3a1( 和 ) <0, 入 ED 站 1. 


因此 (6.4.1) 中 第 一 个 条 件 从 (7.2.20)~(7.2.22) 推出 . 
现在 需要 证 明 下 面 不 等 式 


ReBjxk (No) <0, vAoET, kz 2. 


(7.2.16) 


(7.2.17) 


(7.2.18) 


(7.2.19) 


(7.2.20) 
(T2900) 


[22) 


(7.2.23) 
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令 X (8, 邮 ,A9,an,n0,60) eT. 那么 由 (7.2.9) 可 得 
/pl 一 ao > 0. (7.2.24) 
这 样 ， 从 (7.2.24) 可 推出 
detBx (Xo) = 25 [oo7°5° ~ (pk — oo)(p9ar pr + DUSPk + 65°)] 
< [oy 6 — (p23p1 ~ oa )(p20"p1 + 1)(p3p1 + 6°)] 


对 所 有 pk > pi(k > 2) 成 立 ， 即 


det Ek (M0) < detEi(Xo) = 0， Vk>2, No Er. (7.2.25) 
此 外 容易 看 到 
| Pr(Wo) = Ei( 和 1), (7.2.26) 
A = (poprpi ,HEPEPT, LPRPT 0,0°), 
因此 有 
Bik(Xo) = Bn(N), Vk>1, j=1,2,3. (7.2.27) 


从 (7.2.25),(7.2.26) 和 (7.2.16) 可 得 Ae Di. 这样 (7.2.23) 可 从 (7.2.22) 和 (7.2.27) 
推出 .因而 条 件 (6.4.1) 得 证 . 
最 后 ， 由 定理 6.10 只 需 证 明 


(G(vo, M0), v0) = —b < 0. (7.2.28) 
其 中 vo 和 世 分 别 为 L、 和 LL* 对 应 于 B11( 和 Xo) = 0 的 特征 向 量 . 令 
vo = (XZ1e1, T2€2, T3€1), 


WO = (ZT1e1, T2e1, T3€1), 


其 中 ei 满足 (7.2.8). 那么 (zx1, 7x2,7z3) 是 矩阵 Bi(Xo) 的 特征 向 基 


一 (Mpa 一 oo) oa"0 Tl 
0 — (pu2p1+ (a) YY aa) 一 | | z2|=0, 
0° 0— (p83p1 +6°) Z3 
它 有 一 个 唯一 解 


0~080 
Of 0 0 CQ 7 0 x0 
ZliZ2,z3) 一 |a (0 十 凡 00 ) 
(Z1, T2, T3) ( ( 13p1), T+ gaop 


. 322 . 第 七 章 ”物理 与 化 学 中 耗 散 系统 相 变 的 数学 理论 


因此 特征 向 基 wo(z) 正如 (7.2.12) 中 所 给 的 . 
问 量 (xi, z3, 723) 是 BE?( 和 0) 的 特征 向 基 


— (pipl — oa") 06° zi 
of — (py2p1 + (oa)-)0 z2 | =0, 
0 yl(an) lo (up1+6°)) \z3 


从 而 解 出 
vo (7) = (ea - M2a" pi1)el, oa) 
最 后 将 vo(z) 和 由 代入 (7.2.29) 可 得 
b= —(G(vo, 和 0)， V0)X 


= | [a (z172 + Bzl)zi 十 zr1T273 /0" | eidz. 
Q 


二 
"60 + p93p1 


直接 计算 可 得 5 > 0 正如 (7.2.11) 所 给 出 .再 由 
a = (v0, v0)x = | we (xz)dz 


可 算得 a > 0 如 (7.2.11) 给 出 . 这 样 , 由 定理 6.10 可 得 到 定理 7.2. 显然 由 (7.2.12) 
给 的 w 是 在 不 变 区 域 D 中 .定理 证 毕 . 


87.2.4 化 学 意义 评述 


Belousov-Zhabotinsky 反应 在 化 学 反应 动力 学 中 是 具有 非常 典型 意义 的 . 一 
般 的 化 学 反应 经 过 一 段 时 间 后 达到 热力 学 平衡 ， 此 时 各 种 反应 组 元 浓度 在 空间 
和 时 间 上 都 是 均匀 不 变 的 . 然而 Belousov-Zhabotinsky 反应 却 表现 出 完全 不 同 的 
特征 ， 这 种 反应 在 一 定 的 非 平衡 条 件 下 可 以 偏离 热力 学 平衡 而 达到 一 种 新 的 稳 
定 状态 ， 在 这 种 状态 下 某 些 组 元 浓度 或 只 随 空 间 而 变化 ， 或 者 它们 在 空间 分 布 
是 均匀 的 但 随时 间 而 变化 ， 或 者 表现 出 空间 与 时 间 的 非 线 性 行 波 现象 ， 即 浓度 
变化 通过 不 同 组 元 的 颜色 在 空间 中 表现 出 波 的 传播 行为 . 之 所 以 出 现 这 种 状态 ， 
是 因为 它们 含有 自 催化 的 反应 步骤 ,. 例如 在 (7.2.1) 中 的 第 三 种 反应 就 是 一 个 目 
催化 过 程 ， 它 起 到 增值 作用 . 

今天 ， 人 们 经 常 将 所 有 具有 上 自 催化 过 程 并 能 产生 非 平衡 相 变 的 化 学 反应 称 
为 Belousov-Zhabotinsky 型 反应 . 正如 上 面 所 提 到 的 三 种 类 型 非 平衡 稳定 态 只 
随 空间 变化 的 定常 态 ， 只 随时 间 振 荡 的 均匀 态 ， 以 及 时 空 变化 的 行 波 态 ， 它们 都 
在 化 学 不 同系 统 中 被 实验 观察 到 . 

对 于 (7.2.1) 类 型 的 反应 ， 在 容器 边界 上 有 物质 交换 并 控制 其 X,Y,2 浓度 
为 零 条 件 下 ， 定 理 7.2 说 明 ， 只 存在 有 随 空间 变化 定常 态 的 非 平衡 相 变 . 下 面 将 
讨论 Belousov-Zhabotinsky 型 反应 (7.2.1) 非 平衡 相 变 的 化 学 意义 . 
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由 定理 7.2 知道 , 化 学 反应 (7.2.1) 的 控制 方程 (7.2.4) 是 否 会 发 生 连 续 性 跃迁 
完全 取决 于 参 变量 入 = (j1, pj2, 13, a,7Y,6) E RB 的 函数 A(A) 的 符号 . 当 信 (A) <0 
时 ， 系 统 将 会 在 热力 学 平衡 态 上 ( 即 久 = (wi,wz,43) = 0), 而 当 A(A) > 0 时， 系 
统 将 会 达到 一 个 非 热 力学 稳定 态 us 上 . 

根据 非 线性 科学 动力 学 原理 ， 我 们 关心 确定 (7.2.1) 的 两 种 状态 ww = 0 和 
一 4A 的 广义 能 量 是 什么 ， 稳 定 态 wx 的 能 级 Xo(A(Xo) = 0) 主要 影响 因素 是 什 
人 

为 了 方便 ， 回 忆 一 下 函数 人 (入 ) 的 表达 式 


A(A) = ay5 — (p1p1 — a)(p2ap1 + 1)(p3p1 + 0). (7.2.29) 


从 化 学 反应 式 (7.2.1) 中 可 以 看 到 ， 4 和 B 组 元 的 浓度 a,b 起 到 维持 反应 
的 能 量 作 用 ， 因 为 它们 是 从 外 界 输入 的 可 控制 量 , 而 ki(1 < i < 5) 和 7 是 主要 
影响 因子 . 

从 (7.2.29) 中 可 看 出 影响 A(A) 符号 的 主要 是 下 面 三 个 变量 


kab 和 Il 
千 ”ob 人 

当 jipi 一 Qa < 0 时， 系统 一 定 是 在 ua 态 上 ， 而 当 Hipl 一 a 之 1 很 大 时 ， 系 统 会 
在 4=0 态 上 . 因而 a 越 大 系统 就 越 倾 向 于 非 热 力学 态 4、 上 , 而 ji 和 pl 越 大 
就 越 有 利于 在 热力 学 平衡 态 u = 0 上 . 

kab 反映 了 (7.2.1) 中 自 催 化 过 程 (第 三 个 反应 ) 的 强度 ， 而 kia 减弱 自 催 化 
过 程 ， 因 而 在 前 面 关于 a = (kab/kia)3 在 状态 倾向 中 所 起 作用 的 分 析 是 与 非 平 
衡 相 变 的 化 学 机 理 是 一 致 的 , 

从 jp 的 表达 式 可 以 看 到 物质 流 (a 5b)3 与 各 成 反比 ， 因 而 (a 5b) 越 大 品 
就 越 小 ， 从 而 越 有 利于 非 平衡 相 变 发 生 . 而 (a:b) 越 小 就 越 有 利于 热力 学 稳定 . 

现在 ， 分 析 (7.2.7) 第 一 特征 值 pl 的 作用 . pi 是 与 容器 的 几何 形状 与 大 小 
有 关 ， 它 与 2 体积 标 度 平方 成 反比 : 


l 
pi~ 瑟 ， (7.2.30) 


其 中 1 表示 Q 体积 标 度 . 这 一 点 可 从 下 面 简单 推理 看 出 , 令 Qo 为 一 给 定 区 域 ， 
不 失 一 般 性 ， 令 x 二 0€ Qo. 令 9 为 Qo 按 1(0<1< oo) 标 度 进行 的 伸缩 : 


0= {iz|z 三 Qo}. 
邻 py 为 -人 在 Ro 上 的 第 一 特征 值 
| — Ae = poe, Z € Wo, 


elano a 0, 
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则 -A 在 Q 上 的 第 一 特征 值 p1 = 去 po 即 


A 
OR A or \di) BM 


FT,E=e (33) 这 样 就 得 到 (7.2.30). 


从 pi 大 小 对 非 平衡 相 变 影响 的 分 析 及 (7.2.30), 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 ， 
即 一 个 非 搅 拌 的 化 学 反应 系统 是 否 能 发 生 非 平衡 相 变 与 反应 容器 的 几何 形状 及 
尺寸 有 关 . 在 (7.2.1) 型 的 Belousov-Zhabotinsky 反应 中 ， 对 于 固定 的 a 和 4 的 
值 ， 反 应 容器 的 体积 V 小 于 某 个 值 Vi 时 ， 系 统 总 是 在 热力 学 平衡 态 u = 0 上 ; 
当 Y 大 于 某 个 值 Va 时 ， 系 统一 定 是 在 非 热力 学 态 WA 上 ; 当 砚 <Y < VW 时 ， 
系统 处 在 什么 态 上 依赖 于 ki;,7Y 及 oj 等 其 他 因素 ， 
最 后 , 我 们 需要 解释 容器 Q2 的 维 数 问题 . 在 (7.2.2) 中 ，Q C R"(n = 1,2,3). 
当 0 = 0 x [0, 了 用), 而 Qi 的 直径 d 之 工时 ， 就 可 近似 地 视 = (0,L)C Ri. 当 
Q1 的 直径 d 守 工时 ， 则 近似 地 f= Pa CC RR?. 


87.3 ”二 元 体 的 相 分 离 
87.3.1 Cahn-Hilliard 方程 


一 个 具有 两 种 组 元 4 和 B 复合 的 物质 ， 如 溶液 合金 、 聚 合 物 等 称 为 二 元 
体 ， 当 一 个 二 元 体 冷却 到 一 定 温度 后 相 分 离 将 可 能 产生 ， 也 就 说 原来 均匀 分 布 
的 A4 和 B 的 浓度 开始 发 生变 化 ， 出 现 不 均匀 分 布 . 这 种 由 相 变 造成 的 图 形 结构 
在 合金 0 、 玻 璃 93 和 二 元 混合 溶液 83 中 都 可 以 观察 到 ,在 实验 中 观察 到 的 
二 元 体 相 分 离 主 要 有 两 种 方式 : 一 种 是 相 的 凝聚 是 突然 发 生 的 ， 有 时 伴 有 周期 
或 半 周 期 结构 出 现 . 另 一 是 相 凝 聚 逐 渐 形 成 ， 其 唱 核 随机 地 出 现 并 生长 . 第 一 种 
相 变 对 应 的 就 是 跳跃 性 跃迁 ， 第 二 种 对 应 的 是 连续 型 牙 迁 . 需要 指出 的 是 ， 二 元 
体 相 分 离 是 属于 平衡 相交 范围 ， 其 稳定 平衡 态 都 是 自由 能 达到 局 部 最 小 . 

描述 二 元 体 相 分 离 的 模型 是 Cahn-Hilliard 方程 . 下 面 给 出 它 的 基本 推导 过 
程 . 令 vv 为 B 组 元 的 浓度 分 其 


二 1 一 uA4， Mu4 为 4 组 元 浓度 分 量 . 
由 热力 学 原理 ，v 扩散 的 流 J 满足 下 面 关 系 
J= -kV(yB 一 AAA)， (7 人 0 


其 中 ki > 0 与 温度 、 压 力 及 浓度 有 关 ， 但 这 里 近似 地 假设 为 常数 ， HB 和 1A4 
分 别 为 B 和 4 的 化 学 势 . (7.3.1) 是 古典 Fick 定律 在 热力 学 中 变形 . 
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令 f(u, Vu) 是 二 元 体 的 自由 能 密度 ， 则 


LB — HA = = ->_D 二 (7.3.2) 


Cahn-Hilliardiz 给 出 f 的 形式 为 


fu) 4+ L(Vu) 
ph a 


fo(u) = Qo 十 Qu 十 … 十 Q2mu2"， m > 2 为 整数 . 


(7.3.3) 本 质 上 就 是 平均 场 理 论 . 由 质量 守恒 定律 ， 从 (7.3.1)~(7.3.3) 得 到 


2 = -divJ = —kA2u + Ag(u), (7.3.4) 


其 中 大 = kik2,g(u) = ki10fo(u)/Ou. 

由 于 B 的 总 质量 不 变 ， 因 而 必须 加 一 个 守恒 条 件 

| ufZ,t)az = ) u(xz,0)dr, vt > 0， (7.3.5) 
0 0 

其 中 QC R"(n = 1,2,3) 为 二 元 体 的 空间 区 域 . 

方程 (7.3.4) 和 (7.3.5) 就 是 控制 二 元 体 相 变 的 Kahn-Hilliard 方程 ， 它 由 
Novick-Cohen 和 Segell"6 导出 . 
87.3.2 ”方程 的 标准 化 


这 里 只 考虑 在 (7.3.3) 中 的 fo 关于 是 四 次 多 项 式 , 因而 g(w) = R90fo(u)/Ou 
是 三 次 多 项 式 


g(u) = bo + biu + bou? + bau’. (7.3.6) 


方程 (7.3.4) 和 (7.3.5) 允许 一 个 常数 解 = uo(uo > 0), 这 就 是 相 分 离 之 前 
的 均匀 态 ， 考 虑 在 uo 的 摄 动 


u = uo + u(r). 


然后 ， 方 程 (7.3.4)~(7.3.6) 可 写 为 (为 了 方便 省 去 上 撤 ) 


Ou 
et 


/ u(z,t)dr =0, vtz>0, 
02 


= —kA2u + Af(u), 
(7:3.7) 


f(u) = ao 十 al 十 a2u? 十 aau’. (7.3.8) 
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对 (7.3.7) 进行 无 其 纲 化 


lw0 
r= 17r", t= pt, v= UoV, 
2 3 
UoQal1 una2 Uga3 
入 二 一 ? > 》 Q3 三 
12 [2 12 “” 


其 中 i 为 一 给 定 长 度 单位 ，wuo 为 前 面 所 提 的 常 值 解 . 然后 方程 (7.3.7) 化 为 下 面 
无 基 纲 形式 (省 去 上 撤 ) 


A = 一 A 乞 一 和 Au + a Au? + aaAu’, 

/ u(r,t)dr =0, vt>0, (7.3.9) ， 
Qa 

u(7z,0) = yp(7), 


Qc R"(1 < nz<3) 是 一 有 界 区 域 . 
对 于 Cahn-Hilliard 方程 , 具有 物理 意义 的 边界 条 件 只 能 取 下 面 两 种 的 一 个 
Neumann 边界 条 件 : 


Ou OAu 
0， 在 0Q 上 ， (7.3.10) 
这 里 为 60 的 法 癌 基 . 
周期 边界 条 件 : QQ = [0,2r]j", 及 
u(T + 2k7) = u(7z), (7.3.11) 


其 中 大 = (ki1,… ,kn),ki 为 整数 . 
这 里 需要 说 明 , 由 统计 物理 的 平均 场 理 论 和 标 度 律 ，(7.3.8) 中 的 系数 ai(0 < 
i < 3) 都 是 温度 T 的 连续 函数 ， 并 上 且 在 临界 温度 九 处 ai 和 as 满足 


al 人 (了 ) Cc < as(T1) 天 0, 
因而 关于 入 和 as 有 
> 0， 卫 一刀， 
A(T) | 及 as #0. 2 
<0， 了 > 了 1， 


从 (7.3.12) 可 以 看 到 ， 由 (7.3.9) 所 描述 的 相 分 离 一 定 是 了 在 临界 温度 以 下 (T < 
mr) 发 生 . 若 as < 0, 则 在 (7.3.3) 中 mm > 3. 
建立 下 面 空间 
H= ue DO) [var =0). 


87.3 二 元 体 的 相 分 离 


对 于 Neumann 条 件 ， 定 义 


Hi = {u €E H4(Q)n Hlw 满 足 (7.3.10)}. 


对 于 周期 边界 条 件 ， 定 义 


Hi = {u EH4(0) nHlw 满 足 (7.3.11)}. 


然后 定义 算 子 L、 = 二 -A+B 和 G:Hi 一 日 为 


Au = A2u, 
Bu 一 一 入 人 1， 


G(u, A) = Ala2v2 + as3t3). 


这 样 ， Cahn-Hilliard 方程 (7.3.9) 划 为 下 面 抽 象形 式 


dt 


eu = Lavu + G(u, AN), 
u(0) = %. 


87.3.3 Neumann 边界 条 件 


. 327 ， 


(7.3.13) 


(7.3.14) 


首先 考虑 m C R" 是 一 般 有 界 区 域 情况 . 令 pk 和 ek 是 下 面 问题 的 第 大 个 


特征 值 和 特征 癌 基 


一 Aek = pkek, 
Oer. 


On 


= 0, 
0 


/ exdx = 0. 
0 


知道 (7.3.15) 的 特征 值 ck 具有 性 质 


0O<p1ig<p2&:, pk—m 00, ko0. 


(7.3.15) 


并 且 (7.3.15) 的 特征 函数 {ek} 构成 五 的 一 个 正 交 基 . 特别 地 ， ek 也 满足 


OAMer 
On 


on 


因此 在 下 面 等 价 范 数 下 ， {er} 也 是 且 ! 的 正 交 基 


lul = / Aupa| 
9 


0， 大 三 1,2,…… . 
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定理 7.3 对 于 Cahn-Hilliard 方程 (7.3.9) 及 Neumann 边界 条 件 (7.3.10). 
若 aq2 =0 及 as > 0, 那么 (7.3.9) 在 (wu, 入 ) = (0,pi) 发 生 连 续 型 的 跃迁 ， 并且 下 
面 结 论 成 立 : 

(1) 若 (7.3.15) 的 第 一 特征 值 pl 有 重 数 m > 1, 那么 (7.3.9) 从 (0,p1) 在 
入 > pl 分 歧 出 一 个 吸引 于 双 同调 于 (m - 1) 维 球面 S™-!, 区 \ 中 一 定 含有 至 少 
2m 个 奇 点 {ul1,… ,U2m} c ,并且 攻 \ 吸引 H/T, 其 中 T 为 w= 0 的 稳定 流 形 
在 互 中 有 余 维 mn. 

(2) 当 m= 1 时， 由 严格 两 个 奇 点 构成 ， 当 m=2 时， 2 = 51, 并 且 
最 多 含有 8 个 奇 点 . 

(3) 过》 中 的 任 一 奇 点 ua 可 表达 为 如 下 形式 


1 
和 二 py 
WA = ( ) vo + o(| 和 — pil3), 
U3 


vo 是 (7.3.15) 的 第 一 特征 向 其 . 


(7.3.16) 


证 明 显然 (7.3.15) 的 特征 向 基 ex 也 是 由 (7.3.13) 定义 的 线性 算 子 L、 = 
-4+ 了 BA 的 特征 向 量 ， 并 且 Ls 的 特征 值 B:( 入 ) 为 


Bk(A) = DOK( 和 一 Di}. Ke Td (7.3.17) 


因而 跃迁 定理 (定理 6.6) 中 条 件 (6.0.2),(6.0.3),(6.2.1) 和 (6.2.2) 对 Xo = pl 成 
立 ， 我 们 将 应 用 吸引 子 分 歧 理 论证 明 结论 (1)~(3). 

首先 需要 验证 4 二 0 是 (7.3.9) 和 (7.3.10) 在 和 = pi 的 全 局 渐 近 稳定 平衡 
点 ， 由 az = 0, 对 (7.3.9) 进行 能 基 积 分 可 得 


3 /was = 人 FIAwP+alvP 一 3aswlva 
2dt 0 0 


<—C | |Avl?dzr — 3a3 / u?|vVul?dz, (7.3.18) 
中 


其 中 必 =vu+awu 为 (7.3.15) 的 第 一 特征 函数 ，v 工 w. 从 (7.3.18) 可 推出 v=0 
是 全 局 渐 近 稳定 的 .由 定理 6.2 可 得 到 吸引 子 分 歧 的 结论 . 

我 们 知道 ， 对 任 Ae R1,(7.3.9) 和 (7.3.10) 具有 一 个 全 局 吸引 子 9, 因而 需 
要 证 明 分 歧 出 吸引 子 2 中 一 定 含有 至 少 2m 个 奇 点 . 

令 (2) = -Au -Xu+asu, 则 在 定理 假设 下 ， (7.3.9) 和 (7.3.10) 的 稳定 方 
程 为 


Aflu}= 0 
; 7.3.19 
a Ceu 0 /war=0 \ ) 
n 
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从 (7.3.19) 可 推出 
一 Au 一 入 十 Caw = 二 0， mod( 常 数 )， 
(7.3.20) 


lo 一 0， hu = 人 0. 
由 Lagrange 乘 子 定理 ， 方 程 (7.3.20) 的 解 等 价 于 下 面 泛 函 在 等 平均 约束 下 的 极 


值 点 
F(u) = / By — Xul? 十 全 ul dz, 
ol2 . 3 [人 站 


udzr 王 0，V4E 卫 1. 


0 
因为 (7.3.21) 为 偶 泛 函 ， 由 定理 4.13, 泛 函 (7.3.21) 从 入 > pi 处 至 少 分 层 出 
2m 个 极 值 点 ， 即 方程 (7.3.20) 至 少 有 2m 个 解 . 这样， 结论 (1) 被 完全 证 明 . 


为 了 证 明 结 论 (2) 和 (3), 将 方程 (7.3.9) 约 化 到 (w, 入 ) = (0,p1) 附近 的 中 心 
流 形 上 ， 它 们 可 写 为 
(7.3.22) 


azi i 
ee Bi(A)zi— pi 下 as3tuselidz， 1l1<i<m, 
Qn 


其 中 8(A) = pi1( 入 一 p1), {en … ,eim} 为 对 应 于 pi 的 第 一 特征 向 量 ， 以 及 


nn 
u 一 >》 Tieli + h(7z), 
i=1 


h(z) = ollzl) 是 中 心 流 形 函 数 . 


(7.3.22) 能 够 进一步 写成 下 面 形式 


这 样 ， 
i 3 
dz; = P(A)Ti -oao | ( Dzjey ) elidz + o(7°). (7.3.23) 
2 、 j=1 


dt 


A> 
名 
Pam 
B 
Ve 
| 
AP 
SS 
© 
3 
由 
RR, 
全 
re 
co 
2 
3 
SQ 
已 
we 
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> Clzl|4， vVr e Rm， (7.3.24) 


其 中 C > 0 为 某 个 常数 . 
由 定理 5.11 和 定理 6.20, 从 (7.3.23) 和 (7.3.24) 可 推出 结论 (2). 结论 (3) 也 
可 从 (7.3.23) 和 (7.3.24) 导出 ， 定 理 证 毕 . 
上 面 考虑 了 ao = 0 的 情况 ， 当 az 关 0 时， 有 下 面 的 非 连 续 型 跃迁 定理 . 
正 是 这 种 非 连 续 型 跃迁， 存在 跳跃 区 域 二 元 体 中 才能 观察 到 不 连续 性 的 相 变现 
象 ， 即 前 面 所 说 的 相 凝 聚 突然 形成 的 过 程 . 
假设 


az 关 0， as > 0. (7.3.25) 


令 (7.3.15) 的 第 一 特征 值 pl 有 重 数 m > 1, {el,… ,em} 为 第 一 特征 向 量 . 引入 
下 面 二 次 型 方程 


>》 aziz; =0, l<k<m, 
i,j=1 (7.3.26) 


本 .e 
QH7 = | eeserdr 


定理 7.4 在 (7.3.25) 条 件 下 , 若 z = 0 是 (7.3.26) 的 孤立 奇 点 ,那么 (7.3.9) 
和 (7.3.10) 在 (4, 入) = (0,pi) 不 是 跳跃 型 就 是 混合 型 跃迁 ， 并 且 下 面 结论 成 立 : 

(1) 问题 (7.3.9) 和 (7.3.10) 在 入 = pl 的 每 一 侧 都 分 歧 出 至 少 一 个 平衡 解 ， 
并 且 在 入 < pi 一 边 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 (wi, 和 1) € Hi x Ri, 和 1 < pi. 

(2) 当 pl 为 单 特征 值 时 ， w = 0 的 一 个 邻 域 UV 能 够 分 解 为 两 个 局 形 区 域 
也 = Di(7) + D2(7), 使 得 Di(r) 是 跳跃 区 域 ， D2(7) 为 稳定 区 域 ， 并 且 (7.3.9) 
和 (7.3.10) 在 Daz(r) 内 分 歧 出 一 个 奇 点 吸引 子 = {ua} 吸引 D2(7). 

(3) 在 D2(7) 分 歧 出 的 吸引 子 w 可 表达 为 


ua = (A— pi)ei/Q2a + ol|A — pi1l), 


a = [ ezy(z)dz. 
9 


(4) 特别 地 ， 对 m = 1 当 |az| = es 比较 小 时 ， 定 理 6.25 的 结论 (1)~(4) 对 
(7.3.9) 和 (7.3.10) 成 立 . 

证 明 结论 (2)~(4) 可 由 定理 6.10 和 6.25 直接 推出 ， 我 们 将 应 用 定理 6.13 
来 证 明 结论 (1). 

由 于 z=0 是 (7.3.26) 的 孤立 零点 ， 故 由 (4.4.27) 和 (4.4.28) 知 ， (7.3.9) 和 
(7.3.10) 在 入 < pi 一 侧 一 定 分 歧 出 一 个 非 零 指 标的 奇 点 分 支 TM. 
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从 (7.3.17) 可 以 看 到 当 和 < pi 时 ，Z 的 所 有 特征 值 B.( 和 ) < 0;k = 1,2,.…. 
我 们 知道 ， (7.3.9) 和 (7.3.10) 对 任 Ae R! 具有 一 个 全 局 吸引 子 ， 因 而 分 歧 分 支 
FA 关于 有 界 的 入 是 一 致 有 界 


lw <C，YuxET，b<A 入 <a. 


最 后 需要 验证 ， 存 在 和 < Pi, 使 对 一 切 和 < 和 , 方程 (7.3.9) 和 (7.3.10) 没有 非 零 
奇 点 
对 (7.3.9) 作 能 量 估计 可 得 


/ [Avl? — AVul? + 3a3u?|Vul? + 2a2u| Vul?]dzr 
m 


> | IAul?dz + / [Yu [入 + 3asw — 2|a2ul]dz 
0 中 


2 
上 |Aul?dz +/ |vul? 忆 十 aau? 一 其 dz 
0 0 2a3 


> 0, WA < 和 = 一 名 Ru A 0. 
3 
因此 ， 当 入 < 人 时 (7.3.9) 和 (7.3.10) 没有 非 零 奇 点 . 这样， 由 定理 6.13 可 得 到 
结论 (1). 定理 证 毕 . 
现在 ， 考虑 8 是 一 个 方 体 的 情况 ， 即 Q = [0, LJ". 此 时 ， (7.3.15) 的 第 一 特 
征 值 p1 = 75 及 第 一 特征 函数 为 


TTX]1 Tin 
el1 二 C08 一 -一 ) Cn = C08 ———. 


L L 


定理 7.5 令 0 = [0,Z", 若 as < 3 0 (7.3.9) 和 (7.3.10) 在 


9 2 
人 (0,F 艳 ) 是 跳 中 性 的 聊 迁 ， 如 果 aa > 267 3 则 是 连续 性 的 路 迁 ， 并 


且 下 面 结论 成 立 : | 
(1) 问题 (7.3.9) 和 (7.3.10) 从 (uw) = @ 二 ) 分 歧 出 一 个 吸引 子 号 同 肝 


于 n 一 1 维 球面 5"-1. 

(2) 吸引 子 2 含有 严格 的 3" - 1 个 稳 态 解 ， 它 们 都 是 正则 的 . 当 n= 3 
时 ， 2 = S52, 并且 26 个 奇 点 中 只 有 8 个 是 奇 点 吸引 子 ， 其 结构 如 图 7.1 所 示 . 
当 m=2 时 Z= S51, 8 个 奇 点 中 有 4 个 是 吸引 子 其 结构 如 图 7.2 所 示 . 当 n=1 
时 了 = {u?,u2} 为 两 个 奇 点 吸引 子 . 

证 明 为 了 证 明 该 定理 ， 需 要 考虑 中 心 流 形 约 化 ， 即 具体 解 出 中 心 流 形 函 
数 ， 因 此 将 证 明 分 为 下 面 几 步 进行 . 


5 
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图 7.2 当 m=2 时 ，z=5Sl1,zoak(1 和 k 和 4) 是 吸引 子 
第 一 步 . 考虑 中 心 流 形 约 化 的 二 阶 近似 . 为 此 需要 给 出 L、 = 一 4 十 Bs 的 所 
有 特征 值 和 特征 函数 如 下 


BR(A) = |k]2(A — |k|?), 
k= (ki ,kn), kiEN, 1<ign, 


kl? = La 
= 73 rE 
%=] 


以 及 
KinTT1 kuTTn 
.Cos 一 一 一 


L L 
由 (6.1.13), 方程 (7.3.9) 在 中 心 流 形 上 约 化 的 二 阶 近似 方程 由 下 式 给 出 


d 
| = Bi(My + 9(y) + o(ly| ), 


ek(Z) = cos 


oe (7.3.27) 
9(y) = Fara (G2(Y) + Ga(y) + G23(y)), 
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2 
其 中 y= (y1,… ,yn) e R", PB1(A) = 7 - TX2/72), 以 及 


G2(y) = 一 aa2 (/ v?e1dr,.:- | Vendz ), 
0 0 


G3(y) = 一 as (/ U3eldz | viendz 
2 Qn 

G23(Yy) = 一 aa2 Wy ue1dz,-…- | wendz) 
0 0 


其 中 a 
外 二 》 Vies ei = CO8 Ti /Lb, 
i=1 
u 一 Vv 十 于 ， 和 为 中 心 流 形 郴 数 . 
通过 直接 计算 可 得 
n 2 
[ wear 上 ( Dy COS Tj ) cos Tidz = 0, (7.3.28) 
中 2 j=1 
n 3 
/wear= | ( >》 切 COS Tj ) cos Tid 
9 ao、\ j=1 
= rn ( Se 二 i 》- 城 ) 。 (7 3.29) 
4 2 "Ak . 
ki 
下 面 计算 G23(Y). 


n 2 
[wear= | ( >》 916j 十 更 ) eidz 
9 WA 


=25) [ weiesdz + ou’) ( (7.3.28) 和 ®(y) = ol) (7.3.30) 
7 一 上 


再 由 (6.1.7)( 即 定理 6.1) 可 得 


B= >》 ye(yer(z)+o(lyl)+o(ly[ Ia)), (7.3.31) 


Ik|>n2/L2? 


(2 2 
yk{(y = Av” :ekdz 
WW = lex h 


[kl?2oo | ¥endr 
Brllexrll? Ja 
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kl?a 
a vy 人 ZKWIEkELEkGT. 


~ Brllerll? Ee 
注意 到 下 面 事实 
| es COS erdz = 0， 当 e;, # cos 一 cos 
因此 从 (7.3.31) 可 以 得 到 


277 
n 2aQ» Cos 


和 2 CD 


2 TTk 27Tk 
COS” 一 一 CO08 GT 


L L 
n 8ao cos 一 icos 一 
2 
》、 L L | HE 
“和 327DJPP 人 i 
n Ga 3 
= 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 L 
2 TK rT os ar 
202 TFTi TI/ 
2 XU 7 了 
将 盏 代入 (7.3.30) 得 到 
EE 
hs edz = 7 | oo 7 cos 一 dz 
4a2 2 NTk 2 MTi 
ee za Rh Ts 了 一 一 dz. 
直接 计算 得 到 


2 加 Qa2L™ y? yi 
hr eidGr 一 ”i | eg Le 入 二 2r2155< 2 。 (7.3.32) 


将 (7.3.28),(7.3.29) 和 (7.3.32) 代入 (7.3.27), 则 中 心 流 形 约 化 方程 的 二 阶 近 似 可 
写 为 如 下 形式 


Gy; 72 
= ~ 37 | ov +o02y Dy | + ollyl?), (7.3.33) 
2L pe 
其 中 
Oo 十 a3 
1 一 Aa%3 人 
223 ”入 二 472775 
> (7.3.34) 
一 3Q3 十 Se 
Ey 
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第 二 步 . 在 临界 值 Ao = rz*/L?, 在 (7.3.34) 中 的 数 为 


3 L202 
472a 
02 = 303 — 3 = 


由 (7.3.33) 可 知 ， 在 (7.3.27) 中 


72 ‘ 
g(y) = 一 272 ( oy + 02Y1 》 WF, ,01Yn +o2yn 》 Ye ) . 


kz1 kn 
因而 有 
(g(y),y) = -27 3( 01 Du +202 》 yy? ) 
ti 
显然 ， 如 果 
om <0， 即 as < 二 和 则 o9 <0 
此 时 


| nn 
i 
(9(9),9) > 73 2 
i 二 1 


由 定理 6.8 知 , 方程 (7.3.9) 在 (wu, A) = (0, 7?/L?) 是 一 个 跳跃 性 的 跃迁 . 而 当 o9 
和 cg8 满足 


0 
ao0 > (" i (7.3.35) 
一 00， 当 c9 < 0， 
那么 有 
(g(y),y) < 一 C >》 内， 对 某 个 C > 0. 
?一 
很 清楚 条 件 (7.3.35) 是 等 价 于 条 件 os > 38 一 22 .由 定理 5.1 可 推 得 结论 (1). 特 


别 地 ， 当 n= 2 时 ， 由 定理 5.11 可 知 分 歧 出 的 吸引 子 2 = 51. 

第 三 步 . 证 明 允 、 中 奇 点 非 退 化 性 . 因为 吸引 子 又 是 在 中 心 流 形 上 ， 因 此 
(7.3.33) 从 (y, 入 ) = (0,T?/) 分 歧 出 的 奇 点 与 方程 (7.3.9) 的 分 歧 稳 态 解 是 一 一 
对 应 并 由 定理 4.8 和 注 4.5, 我 们 只 需 考 虑 (7.3.33) 的 定 态 方程 


Bi(Nyi 一 5 | oy + o2yi 2 rR | +o(ly|)=0,1<ign. (7.3.36) 
大 天 1 
考虑 下 面 (7.3.36) 的 近似 方程 


DA)Ui 一 5 ( a1y? + a2 >》 史 ) =0, l<i<n, (7.3.37) 
JJ 天; 
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其 中 ai = r2ol/272,ay = 7?202/2L?. 很 清楚 ，(7.3.37) 的 每 一 个 正则 分 歧 解 都 对 
应 (7.3.36) 的 一 个 正则 分 歧 解 . 

首先 将 证 明 (7.3.37) 有 3" 一 1 个 分 歧 解 . 

对 每 个 k(0 < k < n 一 1), 方程 (7.3.37) 有 C* x 2" 个 解 如 下 (Cr = 
n(n—1):.…(n—k+1)/k!): 


1 三 0,*…， x 三 0, 1 和 7 入 7 
| a 0 " (7.3.38) 


2 y2 = Bilai 十 (n 一 大 一 Li Ti zz NL. 


因此 ， (7.3.37) 所 有 解 的 数目 是 


n—l 
》 Ctx t=(2+1)"—1=3"—1. 
k=0 


下 面 要 证 明 (7.3.37) 的 所 有 解 都 是 正则 的 . (7.3.37) 向 量 场 的 Jacobi 矩阵 
由 下 式 给 出 


Bi — hil(y) 2a2V172 …， 2a2Vy1yn 
2a2y2Y1 B1 — ho(y) “ 2a2Yy2Yyn 

Dv = ， (7.3.39) 
2a2yny1 2a2Yyny2 a 一 hn(y) 


其 中 
hi(y) = 3a1y? + a2 i 
jx1 
对 (7.3.38) 中 任 一 个 解 ， 不 失 一 般 性 ， 取 


yo = (多 ,Yn ), 
y=0 1<igk, 


yi = = = (1+(n—k— 1)a). 
代入 (7.3.39) 可 推出 
了 0 
Dv(yo) = ( ) (7.3.40) 
0 An—k 
晤 (n — k)a2 (9-02)81 
EA (1- ee) Oil 十 (一 天 一 1)o2” 


87.3 二 元 体 的 相 分 离 -TY 


Bi ~ (301+(n—k— 1a)(yRr) 2a2(yk+1)” 
An—k 二 
2a2(yR +1) i Bi— (301+(n—k— 1)az) (y+1)” 
显然 ， 只 有 有 限 个 入 > m2?/L?, 使 得 
(oR 
和 01++(n—k—1)o» 本 
| 02 02 
O02 -一 Ol seu. Co 
det4, = = 0、 
Co2 (Gp ns 一 一 Cl 


其 中 ol 和 oo 由 (7.3.34) 给 出 . 

因此 ， 对 所 有 入 一 T/L? > 0 充分 小 , 由 (7.3.39) 定义 的 矩阵 在 (7.3.38) 的 
奇 点 处 是 非 退化 的 . 

第 四 步 . 结论 (2) 证 明 的 完成 ， 当 n = 2 时 ， 由 第 二 步 可 知 双 = S1. 因为 
史上 8 个 奇 点 都 是 非 退 化 的 ， 由 定理 5.5, 2 = S1 上 必 有 4 个 奇 点 是 吸引 子 ， 
4 个 是 排斥 子 . 当 m = 3 时 ， 由 于 所 有 2A 上 26 个 奇 点 都 是 非 退 化 的 ， 并 
且 吧 \ 分 别 限 制 在 rizi 平面 (i 关 j,1 < i,ij < 3) 上 时 ， 其 所 有 奇 点 互相 之 间 被 它 
们 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 互 为 连结 . 因而 以 一 定 是 同 胚 于 一 个 球面 允 \ = 93?2. 
此 外 ， 通 过 一 个 直接 计算 可 知 这 26 个 奇 点 中 只 有 8 个 所 有 特征 值 是 负 的 ， 因 此 
为 吸引 子 ， 定 理 证 毕 . 


87.3.4 周期 边界 条 件 
考虑 周期 边界 条 件 Cahn-Hilliard 方程 相 变 问题 . 这 种 边界 条 件 适 合 于 二 元 

体 的 几何 形状 是 一 环形 或 轮胎 面 的 情况 . 此 时 ，Z = -4+ Ba 的 特征 值 Ge(A) 
和 特征 函数 ex 分 别 由 下 面 给 出 

大 (入 ) = k2(A— k2), 

k? = k++ k2, k= (ki ,kn), ki€EN. 
以 及 

| ex = cos(k1z1 + *… + knTn), 


er = sin(kiz1 + :+ knTn). 
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很 清楚 ， La 的 第 一 特征 值 81() = 和 一 1 有 重 数 2n, 其 第 一 特征 函数 为 


ei = COS 27), e? =sinz;}, 1l<j}<n. 


定理 7.6 对 于 周期 边界 条 件 (7.3.11), 若 aa < 08, 那么 问题 (7.3.9) 和 


(7.3.11) 在 (w A) = (0,1) 将 发 生 跳 路 性 的 路 迁 ， 若 as > 元 o3, 则 发 和 连续 性 挨 
迁 ， 并 且 有 下 面 结论 ， 

(D) 问题 (7.3.9) 和 (7.3.11) 从 (wu A) = (0,1) 在 入 > 1 分 歧 出 一 个 吸引 子 芭 
同调 于 2n 一 1 维 球面 S?"-:, 并 且 当 = 1 时 ， 以 = 81 由 奇 点 构成 

(2) 对 每 个 (0 <k<n 一 1), 吸引 子 区 含有 Ct 个 (n 一 kk) 维 轮胎 7T"*, 它 
们 都 是 由 奇 点 构成 ， Ck =n…(n 一 十/ 

证 明 记 

u 一 > ， Vk COS kz 十 zk Sin kz, 
k2>1 


kz -一 kixl 十 “十 Ken Tn, 


并 目 yi = yk,zi = zk 当 k = (coil ,Oin). 
正如 (7.3.33) 那样 ， 对 于 (7.3.9) 和 (7.3.11), 能 够 得 到 中 心 流 形 约 化 方程 如 
下 


dy 
区 = (入 = 1)vyi —— 2s | oy? + 0222 十 03 >》 (2 +y?) | 
jz 
+o(lyl, 1z|) + O(ly) A — 1),1zPIA— 1)), 
| ( (7.3.41) 
Zi 
pr (A—1)ai— 2 ol2? 十 02y? 二 03 >》 (2 下 y}) | 
jzi 
+ o(lyls, |z|) + O(lyl lA — 1),1z1|A — 1)), 
对 1 < , < 多 ， 其 中 vy 三 (v1, ;Yn),Z (zl1),…， , Zn)) 以 及 
i 
i a Th ey Yh 
3 1 2 
Ga 一 493 十 3A A) 
3 ] 2 
03 二 303 十 = 
在 临界 值 入 = 1 处，oi(1 < i< 3) 为 
3 1 
oy 一 A403 es #92, 
09 = ee 一 > (7.3.42) 


2 6 


0_3 2 
Os 三 p03 一 Qo. 
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类 似 于 定理 7.5 的 证 明 ， 从 (7.3.42) 可 推 得 该 定理 中 结论 (2) 外 的 其 他 结论 . 
因为 所 有 偶 函 数 空间 是 L、 + G 的 不 变 子 空间 ， 对 于 函数 


Vw 一 Yk COS kz, 
k2>1 
可 以 求解 (7.3.41) 的 奇 点 与 (7.3.37) 基本 上 是 一 样 的 . 因此 (7.3.9) 和 (7.3.11) 在 
Fi 的 偶 函 数 子 空间 中 具有 像 问 题 (7.3.9) 和 (7.3.10) 关于 9 = [0, 7]" 一 样 的 奇 
版， 
因为 问题 (7.3.9) 和 (7.3.10) 在 下 面 平移 变换 下 是 不 变 的 


7Z 一 TI 十 0， v=(0,.… ,0,)€ R", 


所 以 对 每 个 k(0 < kk < n 一 1) 及 一 个 给 定 指数 (7，…… ,入 ), 这 个 与 (7.3.38) 相关 
联 的 (7.3.9) 和 (7.3.11) 的 稳 态 解 生成 一 个 (n 一 k) 维 的 轮胎 面 T"“, 其 上 所 有 
点 仍 是 (7.3.9) 和 (7.3.11) 的 奇 点 . 例如 ， 若 (7…… ,和 F) = (1,… ,k), 则 相应 的 
奇 性 轮胎 T"… 为 


Tt ie +0)= > yicos(zi+0)+o(lyl) e 有 nlYg = (Ok+1,.** ,0n) <R | 


j=k+1 


其 中 w(z) 就 是 (7.3.9) 和 (7.3.11) 与 (7.3.37) 中 =… 二 Yk 二 0,yk+1 三 "… 二 Yn 
相关 联 的 稳 态 解 . 

显然 , 对 一 个 给 定 的 (六 ,… ,办 ),(7.3.9) 和 (7.3.11) 与 (7.3.38) 相关 联 的 2"* 
个 稳 态 解 都 是 在 同一 个 生成 出 的 奇 性 轮胎 7T"* 上 . 进一步 ， 对 于 两 个 不 同 的 大 
重 指数 ( 思 …… ,大 ) 和 ( 订 ,… ,ik) ,其 生成 的 两 个 n 一 kk 维 轮胎 是 不 相同 的 . 因 
此 ， 对 每 个 k(0 < 上 <n 一 1), 有 严格 的 C* 个 n 一 k 维 奇 性 轮胎 从 (w, A) = (0,1) 


87.3.5 ”物理 意义 评述 


在 二 元 体 相 分 离 问 题 中 ，Q = [0, 5]" 是 一 个 边 长 为 工 的 正方 体 情况 具有 典 
型 意义 .我 们 将 对 定理 7.5 就 物理 方面 进行 评述 . 

在 上 一 节 关 于 Belousov-Zhabotinsky 化 学 反应 的 非 平衡 相 变 的 讨论 中 我 们 
已 经 看 到 ， 相 变 的 临界 温度 与 容器 的 几何 形状 和 尺寸 有 关 ， 由 定理 7.5, 一 个 二 
元 体 不 仅 相 变 的 临界 温度 ， 而 且 相 变 的 方式 都 与 容器 几何 形状 与 尺寸 有 关 . 看 
来 所 有 相 变 都 与 所 涉及 对 象 的 几何 尺寸 有 关 ， 这 是 一 个 普遍 性 的 规律 

首先 来 考察 临界 温度 Tc. 在 Cahn-Hilliard 方程 中 有 两 个 不 同 的 临界 温度 . 
第 一 种 是 使 参数 入 变 号 的 临界 温度 嫉 , 如 (7.3.12) 所 定义 ,在 处 二 元 体 并 不 
发 生 相 分 离 . 而 由 定理 7.5 我 们 看 到 具有 下 面 性 质 的 Tc 是 使 二 元 体 发 生 相 变 的 
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临界 温度 
人 
ACT) 4 = 三 天/ 天， 下 =T， (7.3.43) 
A A bs 


从 (7.3.12) 和 (7.3.43) 对 比 可 以 看 到 
Tc < 全， 并 且 Trc 一 呈 ， WL —» 00. 


而 且 二 元 体 的 几何 尺寸 越 大 ， 发 生 相 分 离 的 临界 温度 越 高 . 

再 来 考察 二 元 体 相 分 离 的 方式 . 前 面 提 到 ， 实验 中 观察 到 二 种 相 变 模式 ， 第 
一 种 是 突然 发 生 的 相 凝 聚 ， 第 二 种 是 相 凝 聚 的 逐渐 形成 ， 这 两 种 方式 分 别 由 定 
理 7.5 中 两 种 跃迁 方式 所 描述 ， 跳跃 式 的 跃迁 对 应 着 第 一 种 突 发 式 的 相 凝 聚 ， 连 
续 型 的 跃迁 对 应 着 第 二 种 相 凝 聚 . 在 Cahn-Hilliard 方程 中 两 个 系数 a。 和 as 应 
该 与 二 元 体 几 何 形状 无 关 ， 而 在 定理 7.5 中 ， 当 


Ge 
和 rk 


时 ， 二 元 体 将 发 生 突 发 式 的 相 分 离 ， 而 当 
CG3 > 2 
开 

时 ， 二 匹 体 将 是 逐渐 长 大 的 相 凝聚 . 从 这 可 以 看 到 ， 二 元 体 的 几何 尺寸 工 越 大 
就 越 有 利于 突变 式 的 相 凝 聚 ， 越 小 就 越 有 利于 逐渐 式 的 相 凝 聚 . 

现在 来 分 析 连 续 型 相 变 图 形 结构 的 对 称 性 ， 为 了 简单 ， 只 讨论 n = 2 的 情 
况 , 此 时 分 歧 吸 引子 荆 \ 中 含有 8 个 奇 点 , 在 第 一 特征 空间 上 (中 心 流 形 的 投影 )， 
它们 可 具体 表达 为 (由 (7.3.38)) 


Zz1 一 Yoel, 22 = YI1e1 + Yi€2, 
23 一 Yo0e2, 24 三 一 VIel + Yie2) 
25 三 Yoel; 36 王 一 Viel 一 YLE2， 
27 一 一 Vy0E2， 28 二 WEl 一 21E2， 
其 中 (el,ez) = (cos zz1/L,cosxz2/L) 是 作为 R? 的 一 个 正 交 基 ，yo 和 作为 
yo = (Bi(N/o1)? = V2(A— 72/L2)/ Va, 
yi = (Bi(AM)/or + 02)? = V2 — m2/L2)/ Var 十 52， 


这 8 个 奇 点 在 R? 中 形成 一 个 八 边 形 (如 图 7.3 所 示 ). 从 理论 上 , 这 8 个 奇 点 都 可 
以 作为 二 元 体 相 变 的 平衡 态 , 但 是 由 定理 7.5, 它们 中 间 只 有 4 个 是 稳定 的 . 从 图 
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形 结 构 上 看 ，z1, za, z5,z7 属于 同一 类 ，z2, z4, ze, za 属于 另 一 类 . 从 图 7.3 可 以 看 
到 ,在 相位 上 它们 相差 45° 角 ， 而 在 图 形 结构 上 它们 也 是 相差 45° 角 . 这 些 平衡 
态 的 图 形 结构 是 以 z; = 0(1 < i < 8) 的 轴线 为 特征 . z] = 一 z5 = yo cos 1 =0 


图 7.3 


及 加 = 一 7 二 Wcos 22 =0 的 零点 轴线 分 别 为 zl = 于 和 za = 也 ,如 图 7.4(a) 
所 示 . 而 zz = --z6 = 0 和 z4 = 一 zg = 0 的 零 轴线 为 正方 形 Q = [0, Zl? 的 对 和 角 
线 ， 如 图 7.4(b) 所 示 ， 从 动力 学 角度 ,或 者 zzk+1 类 是 稳定 的 ， 或 者 zok 类 是 稳 
定 的 ， 由 (7.3.40) 可 以 看 到 下 面 性 质 : 

z2k+1(k 二 0,1,2,3) 是 稳定 的 ， 当 0] - oo < 0， 

z2k(k = 1,2,3,4) 是 稳定 的 ， 当 o1 - cz > 0. 
这 里 o1,o02 由 (7.3.34) 给 出 ， 因 此 哪 一 类 是 稳定 的 仍然 与 Q 的 尺寸 KL 有 关 ， 当 
然 也 与 二 元 体 材料 有 关 ， 即 与 az 和 as 有 关 . 


Tl 


(a) z2k+1(0 入 大 入 3) 类 的 图 形 结构 (b) zzk{1 乏 大 入 4 类 的 图 形 结构 
是 以 零 轴 线 为 对 边线 为 特征 的 . 是 以 零 轴线 为 对 角 线 为 特征 的 . 
图 7.4 
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最 后 ， 我 们 来 讨论 Q 为 一 般 区 域 情况 . 当 Q 为 非 对 称 区 域 时 ， (7.3.15) 的 
第 一 特征 值 是 单 重 的， 并 且 一 般 


人 es(z)dzr #0. 


在 (7.3.25) 条 件 下 (该 条 件 具 有 一 般 性 意义 ), 定理 7.4 说 明 该 二 元 体 的 相 变 是 混 
合 型 的 ， 并 且 有 一 个 鞍 结 点 分 野 ， 在 这 种 情况 下 ， 一 般 观察 不 到 连续 性 的 相 变 . 
这 是 因为 当 了 > Tc 并 且 了 一 Te 时 ，w = 0( 代 表 均 匀 态 w= uo) 虽然 是 稳定 
的 , 但 是 其 稳定 区 域 非常 小 , 一 个 很 小 的 涨 落 就 可 使 (7.3.9) 的 初 值 p 落 到 w= 0 
的 稳定 区 域 之 外 ， 从 而 使 二 元 体 发 生 一 个 突然 的 相 变 .而 连续 性 的 相 变 必须 是 
在 Tc <T 时 才能 发 生 . 这 就 是 说 ， 现 实 中 在 T > Tc 时 突变 式 的 相 变 已 经 发 生 
了 ， 它 很 难 给 连续 性 相 变 发 生 的 机 会 ， 除 非 实验 上 施加 一 些 条 件 强 制 做 到 这 一 
局 . 

我 们 注意 到 ， 定 理 7.4 结论 (3) 表明 在 混合 型 跃迁 中 ， 连 续 性 相 变 的 相 变 指 
数 B=1, 即 


丰 一 Tel2 
hs 
C 


而 在 非 混合 型 中 的 连续 性 相 变 中 (如 定理 7.3 和 7.5), 相 变 指数 8 = 3. 在 物理 实 
验 中 6 = 3 更 接近 实际 .这 说 明 8 = 1 的 情况 ， 或 混合 唉 迁 中 的 连续 性 相 变 从 
来 没有 被 观察 到 . 

需要 说 明 一 点 ， Cahn-Hilliard 方程 是 从 平均 场 理 论 导 出 的 ， 而 平均 场 理论 
关于 6 的 预言 值 为 8 = 5. 此 外 ， 从 数学 上 不 难 推出 ， 只 要 9 是 一 个 矩形 体 , 则 


相 变 指数 一 定 是 有 = 3 


87.4 ”Kuramoto-Sivashinsky 方程 


87.4.1 数学 框架 


Kuramoto-Sivashinsky 方程 是 作为 时 空 增 长 不 稳定 性 的 振幅 方程 出 现在 几 
个 物理 现象 中 ， 如 燃烧 火焰 前 阵 波 传播 go 、 反 应 扩散 问题 tl 等 . 
一 维 空间 上 的 原始 Kuramoto-Sivashinsky 方程 是 由 下 式 给 出 
Ov Ov ov 1 (个 


元 十 几 二 一 十 


无 +/505+ 35 一 Co 
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对 方程 (7.4.1) 关于 z 求 导 ， 并 配 以 周期 边界 条 件 ， 则 得 到 常见 的 形式 
vu 十 Ou 站 Ou Ou 3 
ot “5z4 Dr “Bz > 
u(z 十 2kr) = u(7z),k 为 整数 ， (7.4.2) 


u(x,0) = (7), 


其 中 > 0 为 一 常数 . 方程 (7.4.2) 再 补充 下 面 自然 约束 条 件 


0， 


I u(x, t)dz = 0. (7.4.3) 
0 
条 件 (7.4.3) 意味 着 在 4 的 Fourier 展开 中 没有 常数 项 ， 我 们 建立 如 下 空间 


27 
H, = {ue H4(0, 27) dz = 0, us +2k7) = ue) | 
0 


27 
上 wz=0 
0 


定义 算 子 LM = -4+AB 和 G(, 和 ): 本 一 五 如 下 


H= f E 工 2(0, 27) 


214 
Au = Ft Bu = -5 G(u, 和 A) = -Xu (7.4.4) 

于 是 ， 问 题 (7.4.2) 和 (7.4.3) 可 写 为 如 下 形式 

du 

3 Lu + Glu,N), (7.4.5) 

u(0) = y, 
其 中 入 = AT = 中. 
87.4.2 S! 吸 引子 


下 面 是 关于 (7.4.2) 和 (7.4.3) 的 5: 吸引 子 分 歧 定理 . 

” 定理 7.7 Kuramoto-Sivashinsky 方程 (7.4.2) 及 约束 条 件 (7.4.3) 从 (w, 入) = 
(0,1) 在 入 > 1 分 歧 出 一 个 吸引 子 了 = 91, 它 吸引 H/T, 这 里 全 为 u = 0 的 稳 
定 流 形 在 五 中 有 余 维 2. 进一步 ， 以 = 51 是 由 奇 点 构成 . 

证 明 由 (7.4.4) 定义 的 线性 算 子 L、 = -4+AB : Hi 一 五 的 特征 值 和 特征 
向 量 为 


D2 1(A) = Do(A) = n2 (A ~ n’), (7.4.6) 


e2n-1(7) = sinnz, e2n(Z) = cosnz, (7.4.7) 


对 任何 n 寡 1. 
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这 些 特征 值 满足 和 o = 1,m = 2 的 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2). 此 外 ， 容 易 看 出 ， 
由 (7.4.4) 定义 的 算 子 L、 = -4+AB 和 CG(.,A) 满足 条 件 (6.0.2) 和 (6.0.3). 此 外 
注意 到 G 满足 
(Gl(u, Muwn =0 vueH. 


因而 由 定理 3.11 和 6.1 可 知 问题 (7.4.2) 和 (7.4.3) 从 (WA) = (0,1) 在 入 > 1 分 
歧 出 一 个 吸引 子 2 同调 于 5S1, 并 吸引 H/T. 下 面 将 证 明 2 = 3 并 由 奇 点 构 
成 . 

(7.4.5) 到 中 心 流 形 的 约 化 方程 为 如 下 形式 


ni 


27 
3 = (和 A 和 —1) Ji+ 元 上 Gl(u, 和 A) sin zdz, 


(7.4.8) 


2 - 二 i/ Gl(u, A) cos zdz, 


其 中 必 = zisinz 十 xX2 cosz 十 鲁 (ZT1,X2), 加 (ZT1,72) 是 中 心 流 形 函 数 . 
G(wu, 和) 是 二 重 线性 算 子 ， 并 且 由 直接 计算 可 以 看 到 
(C(rlel 十 T2eE2， 入 )， ej)H 过 :0 -三 
这 里 el = sinzi,e = coszl. 因而 (7.4.8) 的 二 阶 近似 方程 为 


27 
dm rt/ (Glen®)+G(8,e),eD) nde 
0 


+ 匀 2 (Gle2, ®) + G(®,e2), ei) Hdz, (7.4.9) 
对 i 二 1,2. 由 中 心 流 形 函 数 (6.1.7) 和 (6.1.8)， 


® = 》 yn(zlz2)en 十 O(z| ,|z| BA))， (7.4.10) 


n=3 
其 中 en 由 (7.4.7) 给 出 ，z = (71,7X2) 及 


二 “过 1， Ov 
We Bn(A)T “Oz 


v= ZX1 SINT + To COSIT. 


—endz, 


将 (7.4.10) 代入 (7.4.9) 得 到 


d 
= (A 1)z1+ SS alizizjz1 + O(|z|4,|z|a|5ih， 


er 


[大 1 
2 


= (和 一 1)z2 十 pS QFjLTiTIT O(|zl’, |z|*1B1)), 


多 9 一】 
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其 中 ~、 
Qi 加 (Gleen Jen)a 
nn 二 3 
X (Glei, En, 入 ) 十 Glen, Ci) 入 )， ek)H: 
这 里 B,( 和 A) 由 (7.4.6) 给 出 .由 
27 
0 


| Oe; 
(G(ei, ej, 和 ), er)n = -上 ei DekdT， 


a] 人 al 一 0 
了 4Ba(\) Sad 


1 1 = 
Ql12 十 Q121 十 Q211 = 0, 
2 


1 
al22 + a212 + Q221 = 4 
以 及 

2 


2 = 2 
a111 = 0, a222 = 46s’ 
上 /< 


入 2 

4093” 
2 2 2 

Q122 + a212 十 Q221 = 0. 


这 料 ， 方 程 (7.4.11) 可 表达 为 如 下 形式 


2 2 "ee 
Q112 十 Q121 十 Q211 三 


dz 和 

各 = (入 一 1)zl 十 a (7 + z172) 十 O(z| ,|z| IP)), 

. 3 (7.4.12) 
2 


入 2 
Te (入 一 1)za2 十 38 (T7271 再 z2) 十 O(|z|*， |z||81)), 


这 里 在 入 = 1 附近 B63( 和 A) = -4(4 一 入 ) < 0. 
根据 定理 5.11, 从 (7.4.12) 可 推 知 (7.4.2) 从 (w, 入) = (0,1) 分 疏 出 的 吸引 子 
区 \ 是 同 胚 于 一 个 圆 图 ， 即 区 \ = S51. 
最 后 证 明 2 是 由 奇 点 构成 . 
邻 五 CH 和 Hic Hi 是 由 奇 函 数 构成 的 子 空间 
H= {ue Hlu(-z) = -u(r))}, 
Hi= {ue Hilu(—7) = —u(7)}. 


容易 验证 ， 由 (7.4.4) 定义 的 算 子 L、+ G 在 吾 上 是 不 变 的 ， 即 


L\+G:H—H. 
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另外 ， Z 限制 在 万 上 其 特征 值 和 特征 向 量 为 
Br(A) = kA—k), k=1,2,..., 


ep(2) = sinkx. 


因而 8.( 和 ) 是 一 个 单 特征 值 . 这 表明 LM+G 从 (wu, 入 ) = (0,1) 在 入 >1 分 歧 出 一 
个 奇 点 


ua = a(A) sinz +h(z,a),h(z,a) = o(|lal). 
因为 (7.4.2) 和 (7.4.3) 关于 z 平移 不 变 : 
u(r,t) — u(r + 0,t). 
下 面 函 数 
us(zZ+0) =a(N)sin(r +0)+h(z+0,a), bE€R! 
也 是 (7.4.2) 和 (7.4.3) 的 稳 态 解 ， 并 且 下 面 集合 
T= {a(M)sin(r +0)+h(r+0,a)| -00<0<o00} 


是 五 中 的 一 个 圆圈 S1. 因此 区 、 = 工 . 定理 证 毕 . 

用 同样 方法 可 以 证 明 当 和 穿 过 第 ”个 临界 值 n? 时 ， (7.4.2) 和 (7.4.3) 分 歧 
出 一 个 由 奇 点 构成 的 5S1 不 变 集 . 

定理 7.8 问题 (7.4.2) 和 (7.4.3) 从 (w, 入 ) = (0,n2) 在 入 > nm? 分歧 出 一 个 
51 不 变 集 厅 \ = 51, 并 且 厅 \ 是 由 (7.4.2) 和 (7.4.3) 的 稳 态 解构 成 . 


87.5 复 Ginzburg-Landanu 方程 


87.5.1 ”数学 问题 


复 Ginzburg-Landan 方程 是 作为 控制 波 的 不 稳定 性 的 振幅 方程 出 现在 流体 
动力 学 模型 中 . 例如 ， 它 在 Poiseuille 流 的 研究 中 ,在 Rayleigh-Benard 对 流 以 及 
Taylor-Couette 流 的 非 线 性 增长 方面 都 能 被 发 现 ， 这 个 方程 也 出 现在 由 反应 扩散 
方程 控制 的 化 学 系统 研究 中 .该 方程 写成 如 下 形式 


ot (7.5.1) 


Oe (+ip)Av + Mw — (0 +ip)lulw, 
u(z,0) = p+ ivy, 
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其 中 未 知 函数 :9 x [0,co) 一 C 是 一 个 复 值 函 数 ，Q c R"(1 < n < 3) 是 一 个 
有 界 区 域 . 参数 a, 8,0o,p 和 入 为 实数 


a>0, o>0. 


方程 (7.5.1) 配 有 两 种 物理 合理 的 边界 条 件 : Dirichlet 边界 条 件 


ulen = 0, (7.5.2) 
或 者 周期 边界 条 件 
: Q = i0,2rj” 及 u 是 9 周期 的 . (7.5.3) 
对 于 边界 条 件 (7.5.2), 建立 
H = L*(Q,O0), 


Hi = H?(0, OC) 站 Po(Q,C)， 
对 于 边界 条 件 (7.5.3), 建立 


有 = {ue 2(Q,C)lu 满 足 (7.5.3)}， 
Hi = {wu € H?*(Q,O)jw 满 足 (7.5.3)}， 


那里 


L?°(Q,C) = {ui +iualuayu € L*(0))}, 
H*(N,OC) = {ui + ivzlu, v2 € H*(N)} 


与 复 Ginzbarg-Landanu 方程 (7.5.1) 相关 的 算 子 定义 为 
L\+G=—-A+B\+G:H:—H, (7.5.4) 


其 中 


Bu = 入 4， (7.5.5) 


— Au = (a+1i8)Au, 
Gu = —(0 +ip)lulzu. 


我 们 知道 ， 由 (7.5.5) 定义 的 算 子 CA + G 满足 (6.0.2) 和 (6.0.3). 下 面 讨论 
(7.5.1) 的 S1 吸引 子 分 歧 . 
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87.5.2 ”Dirichlet 边界 条 件 


今 入 是 人 关于 Dirichlet 边界 条 件 的 第 天 个 特征 值 . 下 面 给 出 复 Ginzburg- 
Landau 方程 在 Dirichlet 边界 条 件 下 的 S1 吸引 子 及 球面 不 变 集 的 分 歧 定 理 . 

定理 7.9 对 于 问题 (7.5.1) 和 (7.5.2), 下 面 结论 成 立 : 

(1) 当 入 <aAl 时 ，w=0 是 (7.5.1) 和 (7.5.2) 的 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 点 ; 

(2) 问题 (7.5.1) 和 (7.5.2) 从 (w, 入 ) = (0,aA1) 分 歧 出 一 个 吸引 子 2、 = 3)， 
它 吸 引 H/T,T 是 w=0 的 稳定 流 形 在 有 中 有 余 维 2; 

(3) 当 记 十 户 关 0 时， 吸引 子 了 了、 是 一 个 周期 轨道 ， 而 当 B = p = 0 时， 
2Z= 9: 由 (7.5.1) 和 (7.5.2) 的 稳 态 解构 成 ; 

(4) 车 Xk 有 重 数 m > 1, 那么 问题 (7.5.1) 和 (7.5.2) 从 (w, 入 ) = (0,aAk) 在 
入 > ax 分 歧 出 一 个 2m - 1 维 不 变 球 面 已 = 5 种 -1. 进一步 , 若 8 十 p? 取 0, 那 
么 也 \ = 5*"-! 中 没有 奇 点 ， 

证 明 分 几 步 进行 证 明 . 

第 一 步 . 令 v = +iu2z. 那么 Ginzburg-Landanu 问题 (7.5.1) 和 (7.5.2) 等 价 
地 可 以 写成 如 下 形式 

Ou 


ot 


Ou 
TB 二 BAui 十 CAzuo 十 入 uo oe olul?uo pg plul?lul, 


= QaAui — BAvuz + M1 — olul2ur + plul?u2, 


uilan = 0, uz2lan = 0, 


ui(7,0) = 9,u2(7,0) = Y. 


我 们 将 应 用 定理 6.2, 5.11 和 5.13 证 明 该 定理 . 
由 (7.5.4) 给 出 的 算 子 I+G = 一 人 A+ Bs 十 G 可 改写 为 


QaAMu1l — PAu 
—Au = 
BAuz + oAu1 


— olul?ui + plul*u2 
Gu = 
— olul?wz 一 pu 
我 们 知道 Hi = H3(Q,C), 因此 G 4# :6 一 五 是 C™ 的 . 


Ls = 一 A+ B、 的 特征 值 为 


(入 一 GQAK) +218, k= 1],2,.…. (7.5.7) 
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显然 (7.5.7) 满足 No = am = 2 的 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 
在 入 = ai, 从 (7.5.6) 可 以 推出 


4 / td 一 一 [ [alVzu| ee aMlul’ 二 olul’] 
0 0 


} ultdz. 
0 


这 意味 着 w= 0 是 (7.5.6) 在 入 = al 的 全 局 渐 近 稳定 平衡 点 . 这 样 ， 由 定理 6.2 
知道 (7.5.6) 从 (uw, A) = (0, aXl) 分 歧 出 一 个 吸引 子 2 同调 于 $1 并 吸收 H/T. 
第 二 步 . 将 证 明 (7.5.6) 从 (w, 入 ) = (0,aXk) 分 导出 一 个 2m - 1 维 不 变 球 
Dk = Sm™l Yk > 1. 
令 { 鱼 ,… ,Em} 是 对 应 于 和 4 的 特征 函数 . 则 关于 v = (vi,v2)， 


v1 = Sy Va 一 人 
?=1 $=1 
能 够 得 到 (7.5.6) 在 中 心 流 形 约 化 的 一 阶 近似 为 
a = (A — QM)Tit Byi+ -of lul2uaeidz 


下 op 上 lu| 2eidz] 十 ofjzj?， ly )， 


(7.5.8) 
2 = (A — aM)yi -pri+t[-o 上 lul ?wzeidz 
0 
ee | lvl2viéidz] + o(|zl3, lyl3). 
记 (7.5.8) 的 向 量 场 为 v(z,s), 则 有 
(v(z,9), (2,W)) = (入 -ax) 上 ul2az 
人 
-° | luj4dz + o(|zl’, Iy|). (7.5.9) 
0 


根据 定理 5.13, 从 (7.5.9) 可 推出 (7.5.8) 从 ((z,y), 和 ) = (0,axk) 在 入 > ak 分 
歧 出 一 个 球面 吸引 子 区 = S52m-1, 因而 2* 是 (7.5.6) 从 (wz) = (0,aXx) 在 
和 > ax 分 歧 出 的 不 变 球 S2m-1. 特别 地 ， 当 大 = 1 时 分 歧 出 的 吸引 子 2 = 5S. 

第 三 步 . 现在 证 明 ， 当 2 + B2 寺 0 时 ， ZX(E = 1,2,…) 没有 (7.5.6) 的 奇 
版 . 

当 68 关 0 时 ，L、a 的 特征 值 (7.5.7) 在 入 = ax 是 非 零 的 , 因此 L、: 扣 一 HH 
在 入 = ak 附近 是 一 个 线性 同 胚 ， 这 意味 着 (7.5.6) 在 (0, a 和 x) 处 没有 定 态 分 歧 
发 生 . 当 8=0 及 p 关 0 时 ， 从 (7.5.6) 有 


0 
[ls 未 -| dz = p /wd 
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这 意味 着 2x 没有 (7.5.6) 的 奇 点 ， 因 而 台 是 一 个 周期 轨道 . 
第 三 步 ， 最 后 证 明 当 p = 8 = 0 时， 了 == 51 是 由 奇 点 构成 .此 时 (7.5.6) 
的 定 态 方程 为 
| aAMu + Mu ~ olul2u = 0, 
(7.5.10) 


ulan = 0. 
方程 (7.5.10) 是 一 个 具有 变 分 结构 的 方程 ， 其 泛 函 为 
F(u) = 人 [ve 一 =Alul? 十 flu drz. 


由 定理 4.12, 方程 (7.5.10) 在 (0,a 和 1) 一 定 分 歧 出 一 个 奇 点 ， 因 而 2 中 一 定 仿 
有 (7.5.10) 的 奇 点 ， 另 一 方面 显然 (7.5.10) 是 关于 正 交 群 作用 下 不 变 的 ， 即 对 任 
二 阶 正 交 和 矩阵， M e 0(2), 在 变换 


= Mu, uu= (ul,u2) 


下 , 方程 (7.5.10) 的 形式 不 变 .这 意味 着 we 2 是 (7.5.10) 的 一 个 奇 点 时 ， 则 
1 = Mua 也 是 (7.5.10) 的 奇 点 . 因此 


5\= {Mu\M ee O0(2)}= 51 
是 由 奇 点 构成 .定理 证 毕 . 


§7.5.3 ”周期 边界 条 件 
对 于 周期 边界 条 件 ， Z 的 特征 值 是 


| Bk(A) = (入 一 qd 天 P2) 十 计 K|28， 


(7.5.11) 
K = (ki,.…. ,kn,), | 下 | ? = k2 十 .十 大 2， 


其 特征 函数 为 


cos Kr+ticos Kx, cos Kz+tisin Kz, 
sin Kz+icos Kzx, sin Kz+isinKz, 
Kz = kiri + :+ kn Tn. 
L、 的 第 一 特征 值 Bi(A) = 和 (K = 0) 对 应 的 特征 函数 为 常 值 函 数 ul + iaz. 
显然 (7.5.11) 对 Xo = 0,m = 2 满足 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2). 


通过 使 用 定理 7.9 相同 的 方法 ， 可 以 得 到 下 面 定 理 . 
定理 7.10 对 于 周期 边界 条 件 (7.5.3), 有 下 面 结论 : 
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(1) 当 和 <0 时 ，w=0 是 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 点 ; 

(2) 问题 (7.5.1) 和 (7.5.3) 从 (w, 入 ) = (0,0) 在 入 > 0 分歧 出 一 个 吸引 子 
2 = 51, 它 吸引 H/T,T 为 =0 的 稳定 流 形 在 娓 中 有 余 维 2; 

(3) 若 pz 大 0, 则 尽 是 一 个 周期 轨道 ， 而 当 p = 0 时 ， 区、 是 由 奇 点 构成 . 

定理 7.11 对 于 问题 (7.5.1) 和 (7.5.3) 的 一 般 特征 值 B:(), 有 下 面 不 变 球 
面 分 歧 结 果 : 

(1) 问题 (7.5.1) 和 (7.5.3) 从 (w, A) = (0,a) 在 入 > a 分 歧 出 一 个 tm 一 1 维 
不 变 球 面 区 \ = S4"-1; 

(2) 车 62 +p? 关 0, 则 上 5 中 没有 奇 点 车 8 = p = 0, 则 对 每 个 k(1 < 
k < n), 允 、 中 含有 C* 个 上 十 1 维 轮胎 T*+1, 它们 由 奇 点 构成 ,这 里 C* = 
n(n mk 1)/k!; 

(3) 若 L、 特征 值 8.() 有 重 数 N, 则 问题 (7.5.1) 和 (7.5.3) 从 (w, A) = 
(0,alk]?) 在 入 > at 分歧 出 一 个 4N 一 1 维 不 变 球面 驳 = 54N-1, 并 且 当 
B2+p 关 0 时 ， D4 中 没有 (7.5.1) 和 (7.5.3) 的 奇 点 . 


87.6 评 注 


87.1 关于 Prigogine 非 线 性 耗 散 结构 自 组 织 理论 可 参见 文献 [88], 关于 化 
学 反应 动力 学 及 Belosov-Zhabotinsky 反应 的 介绍 可 参见 文献 [18,88] 和 标准 的 热 
力学 与 统计 物理 的 教科 书 ， 如 文献 [72]. 

87.2 Field-Noyes 方程 取 自 文献 [30], 定理 7.2 取 自 文献 [52]. 关于 Belousov- 
Zhabotinsky 反应 的 化 学 意义 及 其 分 析 是 作者 给 出 的 . 

87.3 ”Cahn-Hiliard 方程 实质 上 是 由 Cahn 和 Hilliard [7 在 1958 年 首先 提 
出 了 二 元 体 自由 能 的 函数 形式 . 随后 由 Novick-Cohen 和 Segel 根据 热力 学 原理 建 
立 现在 这 种 形式 的 Cahn-Hilliard 方程 . 定理 7.3 ~7.6 取 自 文献 [52]. 物理 意义 的 
评述 由 作者 给 出 . 关于 Cahn-Hillard 方程 的 其 他 方面 数学 讨论 参见 文献 [6,76,98]. 

87.4 ”这 一 节 内 容 取 自 文献 [52]. 其 他 数学 方面 的 讨论 参见 文献 [19,74,94,100]. 

87.5 ”这 一 节 内 容 参 见 文献 [15,52]. 关于 复 Ginzburg-Landan 方程 的 其 他 方 
面 研 究 可 参见 文献 [16,42,98]. 


第 八 章 《典型 物理 问题 的 动态 分 层 与 跃迁 


这 一 章 主要 研究 几 个 在 科学 中 具有 重要 意义 的 物理 问题 及 其 相 变现 象 ， 它 
们 是 超导体 的 相 变 问题 、 流 体 动力 学 的 Rayleigh-Benard 对 流 问题 关于 Couette 
流 稳定 性 的 Taylor 问题 以 及 大 气 物 理 的 赤道 Walker 环流 现象 . 这 四 个 问题 在 非 
线性 科学 中 非常 重要 ,长 期 以 来 没有 数学 理论 能 够 严格 证 明 它 们 . 这 里 ,我们 应 
用 在 第 五 和 第 六 章 建立 的 动态 分 歧 和 跃迁 理论 ， 不 仅 从 数学 上 对 它们 给 予 严 格 
的 证 明 ， 并 且 还 发 现 一 些 新 的 物理 现象 . 


88.1 二 维 不 可 压缩 流 几 何 理论 简介 


88.1.1 介绍 与 预备 


相 变现 象 的 一 个 重要 特点 就 是 图 形 结构 的 变化 能 够 被 观测 到 ， 而 这 种 图 形 
结构 对 应 到 数学 上 就 是 控制 方程 解 的 拓扑 结构 ， 它 要 求 具 有 一 定 结构 稳定 性 . 
这 样 ， 当 控制 方程 发 生 状 态 跃迁 时 ， 新 的 稳定 状态 的 解 由 于 其 结构 的 稳定 性 ,使 
得 方程 解 逼近 它们 时 也 具有 相同 的 拓扑 结构 ， 这 就 是 我 们 要 研究 向 基 场 结构 稳 
定性 的 动机 之 一 . 

这 一 节 将 要 介绍 的 是 由 本 书 作者 !6] 新 建立 的 关于 二 维 不 可 压缩 向 基 场 几 
何 理论 中 的 结构 稳定 性 定理 以 及 全 局 拓扑 结构 的 指标 公式 . 它们 在 这 一 章 的 所 
有 问题 中 都 被 实质 性 地 应 用 到 . 

令 M 是 一 个 二 维 可 微 的 带 边 Riemann 流 形 ， DAM 为 其 边界 . 记 Cr(A1, R?) 
是 所 有 定义 在 M 上 的 > 次 连续 可 微 问 量 场 空间 ， 建 立 空间 


D"(M,R’)= {ve C(M,R’*)|divv =0, wvnlem = 0}, 
= 0}, 


B"(M, R’?) = {v € Dr(M, R’) 


BM, R*) = {v € DT(M, R*)|vlem = 0), 


其 中 ,= 二 v-n,n 和 7 为 96M 上 的 法 向 量 和 切 向 量 . 

考虑 一 个 向 基 场 ve Cm"(M,R?)(7 1 点 PEeAMf 称 为 wu 的 一 个 奇 点 ， 若 
v(p) = 0. wv 的 一 个 奇 点 PE M 被 称 为 是 非 退 化 的 , 若 v 在 p 点 的 Jacobi 矩阵 
Duo(p) 是 非 奇 异 的 . v 被 称 为 是 正则 的 如 果 wv 的 所 有 奇 点 都 是 非 退化 的 . 

令 (Zz,t) 是 v 的 在 t= 0 从 Zz 出 发 的 轨道 ， 则 点 z € M 的 w 极限 集 w(z) 
和 a 极限 集 a(z) 定义 为 
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wz)= {yeE MI3tn, — 00, st. D(zr,tn) oY), 
az) = {y€E Mi3tn = ~00, st. B(z,tn) oy). 
v 的 一 条 轨道 7 被 称 为 是 鞍点 连结 ， 若 对 zx € M,z 的 w 极限 集 和 a 极限 集 
w(z),a(z) 都 是 鞍点 . 
定义 8.1 两 个 向 量 场 u,v € Cm(M,R?) 被 称 为 是 拓扑 等 价 的 ， 如果 存 在 一 
个 同 胚 yp : M 一 M 使 得 ”将 的 每 个 轨道 映 到 v 的 轨道 上 ,并 且 保 它们 的 定向 . 
定义 8.2 令 拓 = Dm(M, 恨 ) 或 B"(M, 展 ) 或 BE(M, 民 )， 一 个 向 量 场 
v € 六 被 称 为 是 在 X 中 结构 稳定 的 ， 如 果 存 在 v 在 X 中 的 一 个 邻 域 UC X, 使 
对 任何 wu€ U,v 和 是 拓扑 等 价 的 . 


88.1.2 ”结构 稳定 性 定理 


考虑 ve D"(M,R?). 由 于 无 散 度 向 基 场 具有 保 面 积 的 性 质 ， 这 使 得 ve 
D"(M, R?) 是 非常 不 同 于 一 般 向 其 场 . 特别 地 , 容易 看 到 , 对 任何 we Dr(AM1, R?),v 
的 内 部 非 退 化 奇 点 p 或 者 是 一 个 鞍点 ， 或 者 是 一 个 中 心 ， 而 v 的 非 退 化 边界 奇 
点 一 定 是 一 个 鞍点 .一 个 内 部 鞍点 pe M 被 称 为 是 自 连结 的 如 果 p 仅仅 是 自己 
连续 到 自己 ， 也 就 是 说 连结 p 的 轨道 是 一 个 8 的 形式 . 

下 面 的 定理 在 文献 [62,63] 中 被 证 明 ， 它 对 具有 无 法 向 流 边界 条 件 和 自由 边 
界 条 件 的 无 散 度 向 量 场 的 结构 稳定 性 提供 了 一 个 充分 必要 条 件 . 这 里 总 是 假设 
MC 或 MC R? 是 一 个 紧 带 边 流 形 . 

定理 8.1 令 X= DrM, 尼 ) 或 Br RR*). 一 个 不 可 压缩 问 量 场 vEX 是 
在 X 中 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 

(1) v 是 正则 的 ; 

(2) v 的 所 有 内 部 鞍点 都 是 自 连结 的 ; 

(3) 每 一 个 边界 鞍点 被 连结 到 同一 个 连通 分 支 上 的 边界 鞍点 . 
进一步 ， 所 有 结构 稳定 向 量 场 的 集合 在 X 中 是 一 个 开 稠 集 . 

对 一 个 具有 Dirichlet 边界 条 件 的 不 可 压缩 向 量 场 ve B5(M, R?), 其 结构 稳 
定性 定理 略 有 不 同 . 这 主要 是 vlan = 0, 所 有 边界 上 的 点 在 通常 意义 下 都 是 奇 
点 . 为 了 研究 ve B5(M,R?) 的 结构 ， 我 们 需要 对 v 的 边界 奇 点 作 进 一 步 更 细致 
的 分 类 .为 此 目的 引入 下 面 概念 . 

定义 8.3 令 weB’(M,R?),r>2. 

(1) 点 p Ee 0M 称 为 是 的 一 个 9 正则 点 若 9ur(p)/6n 关 0; 否则 pe OM 称 
为 久 的 一 个 9 奇 点 ; 

(2) 2 的 一 个 8 奇 点 peE OM 称 为 是 非 退 化 的 ， 如 果 

Our(p) O°ur(p) 


det | O07On On? £0. 


Oun(p) Oun(p) 
OTOn On2 


. 354 ， 第 八 章 ”典型 物理 问题 的 动态 分 歧 与 跃迁 


w 的 一 个 非 退化 9 奇 点 也 称 为 9 鞍点 ; 

(3) u€ BCM,R2)(r > 2) 被 称 为 是 D 正则 的 ， 如 果 忌 在 M 的 内 部 是 正则 
的 ， 并 且 习 在 9M 上 所 有 9 奇 点 都 是 非 退 化 的 . 

一 个 D 正则 的 向 量 场 ve Bi(M, R2) 有 下 面 性 质 : 

(a) wu 的 9 奇 点 数 是 有 限 的 ; 

(b) 没有 的 轨道 连结 到 一 个 9 正则 点 上 ; 

(c) 有 严格 的 一 个 的 轨道 连结 到 一 个 0 鞍点 pe 0M. 因而 , weE Bs(M, R?) 
的 9 正则 点 与 9 鞍点 pe 9M 的 基本 性 质 与 we Dm(M,R) 的 边界 正则 点 和 远 
点 p E 0M 是 相似 的 ， 特 别 是 在 结构 稳定 性 方面 它们 的 作用 是 一 样 的 . 

下 面 定理 将 定理 8.1 推广 到 具有 Dirichlet 边界 条 件 的 不 可 压缩 向 量 场 
上 [62,66] 

定理 8.2 今 ue Bi(M,R?),r > 2. 那么 4 是 在 空间 B65(M,R?) 中 结构 稳 
定 的 充分 必要 条 件 为 z 

(1) w 是 D 正则 的 ; 

(2) 4 的 所 有 内 鞍点 是 自 连结 的 ; 

(3) 每 个 的 在 OM 上 6 鞍点 被 连结 到 9M 上 同一 个 连通 分 支 的 一 个 9 鞍 
点 .并 且 所 有 结构 稳定 向 量 场 集合 在 B5(M, R?) 中 是 开 稠 集 . 


88.1.3 ”指标 公式 


令 weED"(M,R?),M 是 一 个 具有 上 个 洞 的 连通 区 域 . 假设 vv 在 M 上 是 一 
个 正则 向 量 场 ， 则 由 不 可 压缩 向 量 场 的 奇 点 分 类 定理 63,w 在 M 内 部 只 有 鞍点 
和 中 心 这 两 种 奇 点 ， 而 在 边界 上 只 有 鞍点 . 

记 C 是 ve Dr(M,R2) 在 M 内 的 中 心 数 ，5 为 4 在 M 的 内 部 进 点 数 ，B 
为 4u 在 9M 上 的 边界 鞍点 数 ， 则 对 具有 上 个 洞 的 区 域 M 上 正则 不 可 压缩 向 量 
场 ue€E Dr(M, R?), 下 面 指标 公式 成 立 [62,68]: 


C~-8-F=1-k (8.1.1) 


公式 (8.1.1) 是 在 比较 粗 的 意义 下 刻画 了 一 个 正则 的 二 维 不 可 压缩 向 量 场 全 
局 拓扑 结构 的 特征 .在 大 气 和 海洋 动力 学 中 ， (8.1.1) 给 出 了 大 气 与 海洋 的 强 分 
层 环 流 公 式 ， 这 里 让 代 高 山 截 面 数 和 海洋 中 的 岛屿 数 ，C 代表 环流 数 ，5 代 
表 分 流 中 心 数 ，B 代表 高 山 和 海岸 的 激流 中 心 数 . 在 超导体 中 (8.1.1) 给 出 超 流 
( 超 导 电 流 ) 的 Abrikosov 洲 涡 数 C 与 超导体 的 几何 结构 之 间 的 关系 . 

需要 强调 指出 ， 公 式 (8.1.1) 对 wu € B5(M, R2) 也 是 成 立 的 ， 此 时 B 代表 
的 9 鞍点 数 . 

因为 所 有 正则 (或 D 正则 ) 向 基 场 全 体 集 合 在 D"(M, R?)( 或 BE(M,R)) 中 
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是 一 个 开 笛 密 ， 因 而 在 自然 现象 中 人 们 所 能 观察 到 的 向 量 场 一 定 是 正则 (或 D 
正则 ) 的 ， 事 实 上 ， 还 是 结构 稳定 的 . 
为 了 能 够 对 公式 (8.1.1) 有 一 个 直观 的 了 解 ， 我 们 对 = 0 的 单 连通 区 域 M 
给 出 一 个 例子 ， 此 时 (8.1.1) 为 
B 


od 


当 昌 =2,C = 3 时 ，5 =1, 这 种 情况 的 向 量 场 拓扑 结构 如 图 8.1 所 示 . 


b, 
图 8.1 C1,C2,C3 为 中 心 ，,b2 为 边界 鞍点 ， S1 为 内 散 点 


最 后 要 说 明 一 下 , 公式 (8.1.1) 是 带 边 流 形 上 Poincaré-Hopf 指标 公式 的 一 个 
推论 . 带 边 流 形 上 的 Poincaré- Hopf 指标 公式 被 证 明 !69. 为 了 完备 ， 这 里 简单 
地 介绍 一 下 这 个 指标 公式 . 

令 M 是 一 个 n 维 紧 带 边 流 形 ，v € C%(M, R") 是 一 个 7 次 连续 可 微 的 向 量 
场 ， 这 里 空间 Ci(M, R") 定义 为 

CM,R")= {ve CC (M,R")| v:n=0 在 0M 上 }. 

令 pe M 是 ve C7(M,R") 的 一 个 奇 点 . 当 pe M(M 的 内 部 ) 时 ,v 在 p 的 
指标 ind(v,p) 就 如 通常 所 定义 (可 参见 第 二 章 的 拓扑 度 一 节 ). 当 pe 8M 时, 将 
M 沿 9M 法 方向 延 拓 为 一 个 带 边 流 形 M, 使 得 9M 都 是 M 的 内 点 . 再 设 9M 
的 法 方向 将 v 反射 延 拓 到 M 上 Te Cr(M,R"), 训 w =v, 使 得 pe OM 是 条 的 一 
个 内 部 奇 点 ， 然 后 定义 v 在 边界 奇 点 pe 0M 的 指标 为 

ind(v, p) = sind(®, p), (8.1.2) 


在 (8.1.2) 的 定义 下 ， 有 下 面 推 广 的 带 边 紧 流 形 上 的 Poincaré-Hopf 指标 定 
理 [62,68]. 

定理 8.3 令 M 是 一 个 n 维 紧 带 边 流 形 ，wv € Cr(M, Rn)(r > 0) 是 一 个 7 
次 连续 可 微 向 量 场 ， 如 果 wv 在 M 上 只 有 有 限 个 奇 点 ， pi1,… ,pm E M, 则 
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. Xx(M)， 当 dimM = 偶数 ， 
Em 当 dimay 一 奇数 


其 中 x(2M) 为 M 的 Euler 示 性 数 . 


88.2 超导体 的 相 变 
88.2.1 ”动态 Ginzburg-Landanu 方程 


令 Qc R"(n = 2.3) 是 一 个 有 界 开 集 . 这 一 节 我 们 考虑 定义 在 Q 上 动态 
Ginzburg- Landan 方程 的 跃迁 问题 ， 该 模型 是 关于 超导体 相 变 的 控制 方程 . 

方程 中 涉及 三 个 未 知 函数 ， 一 个 复 值 函数 多 :9 一 C 代表 序 参数 ， 一 个 癌 
基 值 函数 4 : 0 一 R" 代表 磁场 势 ， 及 一 个 标量 函数 $ : 0 一 R' 代表 电场 势 . 
然后 动态 Ginzburg-Landan 方程 可 写 为 如 下 形式 


本 0 Les 112 1 €s 必 ， 加 
2m.D (六 二 ep) 化 十 au 十 blwy| 十 Bn 十 = 入 竺 和 (人 .1 


Pp (24 . v6) -二 至 cyP4 了 2ibrvy wVuwWr*)， (8.2.2) 


4 
一 了 = curl? A — curlH,, (8.2.3) 


其 中 是 Planck 常数 ，es 和 ms 分 别 为 Cooper 电子 对 的 电荷 和 质量 ，D 是 扩 
散 系 数 ，o 是 电导 率 ，c 是 光速 ，J 是 超 流 密度 ， H 为 外 加 磁场 ，w* 为 少 的 
复 共 入 . 系数 a= a(T) 和 b= MT) 是 与 温度 了 有 关 的 参数 ， 它 们 满足 下 面条 件 


> 0, 当 T > To, 
a = a(T) 
<0, 当 ? < Cr， 
b=0b(T)>0, 


这 里 Te 是 临界 温度 ， 在 那 点 超 导 的 相 变 可 能 发 生 . 在 BCS 理论 中 ,它们 由 下 
式 给 出 9 


a(T) = N(0)+ 元 2， 
NO) 
jc) = 0.0987 E70 


方程 (8.2.1) 和 (8.2.2) 是 由 P.L.Gorkov 和 M.Elashburg 推广 的 动态 
Ginzburg-Landau 方程 ,原始 的 Ginzburg- Landau 方 程 是 与 时 间 无 关 的 R9101. 方 
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程 (8.2.3) 就 是 古典 的 Maxwell 方程 . 序 参数 多 描述 了 超 导 电 子 的 密度 : |wl? = ms. 
此 外 , 是 正比 于 能 其 间 际 参数 A. 
1. 方程 的 无 量 纲 形式 
从 数学 和 物理 这 两 种 观点 出 发 ， 下 面 我 们 介绍 Ginzburg-Landan 方程 的 两 
种 无 量 纲 形式 : 一 种 是 传统 的 物理 与 数学 文献 中 采用 的 无 量 纲 形式 ， 另 一 种 是 
由 作者 引进 的 无 其 纲 形 式 (52,53], 它 更 适合 于 研究 超导体 的 相 变 . 
为 了 方便 ， 先 介绍 各 种 物理 量 的 基 纲 单位 . 令 mm 代表 质量 ， 工 代表 长 度 ， 
t 为 时 间 ， 为 能 其 ， 则 
Ei:Lim/t, hm, Di: ee :EL, 
vli CL ee:E, bEr, 
wl/L3, A:(E/L)?, H:(E/L3)?. 
然后 再 介绍 一 些 物 理 参 数 
Iwol? = lal/b, 
Hc = (4rlal?/b)3, 
入 = A(T)= (msC?b/4re?|al)z, 
€ = €(T) = h/(2mslol)s, 
k= M/E, 
n = 4roD/O?, 
T= XX/D. 
在 物理 方面 ，|wol? 代表 平衡 密度 ，Hc 为 热力 学 临界 场 ， 入 = AT ) 为 渗透 深 
度 ，&(T) 为 关联 长 度 ，7 为 松弛 时 间 ，#k = 和 /6 称 为 超导体 的 Ginzburg-Landau 
参数 ， 当 0 < 心 < 5 时 ， 超 导 材料 称 为 型 的 ， 当 3 < x? 时 称 I 型， 
引入 下 面 无 其 纲 变 量 
I = Ar ， t=7t, $= Wow, 


只， H, = 


4 


然后 有 下 面 传统 的 无 量 纲 形式 的 Ginzburg-Landan 方程 (为 了 方便 ， 去 掉 上 
撤 ) 


tirby = —(iv + A — «(wl — 1)%, 


n (后 十 ve) = -cu A— (VV — YI) — WA+ curlHo. 


该 无 基 纲 形式 仅 适用 于 T 关 Tc 的 情况 . 
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正如 我 们 所 见 ， 传 统 的 无 量 纲 形式 不 适合 用 来 讨论 超导体 的 分 歧 回 题 . 因 
而 ， 我 们 需要 引入 另 一 种 无 量 纲 形 式 以 便 讨 论 唉 迁 问题 ， 为 此 建立 一 些 新 的 物 
理 参数 如 下 


i_ i 网 
es 1 70 三 e2， == Vb’ 
A 人 时 _2VbmsD _ hpD 
| "AD eh Vie, 
= 2msD 4nole? dre? 
| h Cah "ms 
然后 引入 下 面 无 量 纲 变量 
T= 17,, t = 70t, $=/2y, 
A=Aoh’, $=%op, Hoa=("'AoH,, 
这 样 得 到 第 二 种 类 型 Ginzburg-Landau 方程 的 无 量 纲 形式 如 下 (再 次 去 掉 上 撤 ) 
Gi 2 2 
Btigw= (ipV+ A SY+oy — Bwly, 
6 (和 萤 二 ov4j = 一 curl24 + curlH,, (8.2.4) 
-yA— iV pI). 


在 后 面 的 讨论 将 看 到 ， 参 数 a 在 超导体 的 相 变 (或 者 路 迁 ) 中 起 到 关键 作 
用 ， 它 与 温度 有 如 下 关系 


bmsDNoTc—T 
a = a(T) = yn - ~- (8.2.5) 
2. 边界 条 件 及 其 物理 意义 
对 于 序 参数 小, 物理 上 合理 的 边界 条 件 为 


c(ihy + 2 A) ‘n= -cihy， 在 9Q 上 . 


(8.2.6) 
该 条 件 意味 着 没有 电流 穿 过 边界 9Q, 这 里 n 为 80 的 单位 外 法 向 量 ， 


cl,cz >0 
是 依赖 于 超导体 9 边界 所 接触 材料 的 性 质 ， 物 理 上 ， 它 们 满足 L501 
ca 二 0,c1 关 0， 当 6Q 是 绝缘 体 ， 
当 09 是 磁性 材料 ， 


(8.2.7) 
0 < cz/cl < co， 当 609 是 正常 金属 ，. 


cl 一 0,co2 0, 
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我 们 注意 到 ， 方 程 (8.2.1)~(8.2.3) 及 边界 条 件 (8.2.6) 在 下 面 规范 变换 下 是 


不 变 的 
(V， 全 9) 下 (we A— 2 v0, 9 0) ? 


其 中 9 为 任意 函数 .如 果 取 0 满足 
A = divA, 
a 
es。 On 
那么 得 到 新 增 的 一 个 方程 和 边界 条 件 
divA = 0, 


An A:n=0, 在 8Q. 上 . 
根据 (8.2.7) 和 (8.2.11), 从 (8.2.6), 有 下 面 边界 条 件 : 


Neumann 边界 条 件 ， 它 适用 于 Q 是 绝缘 体 所 包围 的 情况 


Ov 
On |an 


Dirichlet 边界 条 件 . 它 适 用 于 9 被 磁性 材料 所 围 情况 
vlan = 0. 


Robin 边界 条 件 ， 它 适用 于 9 被 正常 金属 所 围 情况 


0 | oy = 0, 在 50 上 ， 
On 


其 中 C > 0 为 常数 取决 于 材料 性 质 . 
另 一 个 物理 合理 的 边界 条 件 为 


curl4 xn= 有 ,xn， 在 809 上，- 


(8.2.8) 


(8.2.9) 
(8.2.10) 


(8.2.11) 


该 条 件 是 使 热力 学 中 平衡 原理 ( 即 热力 学 系统 在 自由 能 为 极 小 值 点 达到 平衡 ) 成 


立 的 基本 条 件 . 
3. 超 导 的 数学 问题 


在 给 定 的 (8.2.8) 规范 条 件 下 , 动态 Ginzburg-Landau 方程 无 量 纲 形式 (8.2.4) 


再 结合 (8.2.9), 便 构成 超 导 的 标准 数学 模型 如 下 
下 + 入 = 一 GUY +A) V+ ay 一 有 py 


C (党 十 vv4j 一 一 curl24 十 curlHo 


-WA— ily" Vy ~ Vw), 


divA = 0, 


(8.2.12) 
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相配 的 初始 条 件 为 
$0) = bo, 4(0) = Ao. (8.2.13) 
边界 条 件 取 下 面 中 的 一 个 : 


Neumann 边界 条 件 


Ge 
5 一 


Dirichlet 边界 条 件 


v=0, A,=0, curl4 x7 = 万 。 xm， 在 9040 上. (8.2.15) 
Robin 边界 条 件 


a | 
2 +Cuw =0，4, =0，curl4 xn= fH, xn， 在 9Q 上 . (8.2.16) 
nn 


(8.2.12) 和 (8.2.13) 再 配 上 (8.2.14)~(8.2.16) 中 的 一 个 ， 就 构成 一 个 完备 的 
数学 问题 ， 它 们 可 以 纳入 标准 的 数学 框架 下 进行 讨论 . 

注 8.1 如 果 超 导 材 料 几何 形状 是 一 个 环流 体 ， 或 者 是 一 个 平板 2 = Q x 
(0,h), 并 且 高 度 h 与 鲍 的 直径 相 比 很 小 ， 那 么 在 z 方向 或 (z,y) 方向 采用 周期 
边界 条 件 是 合理 的 . 


88.2.2 ”数学 框架 及 特征 值 问题 
对 于 一 个 给 定 的 外 加 磁场 H,, divH。 = 0, 存在 一 个 磁场 势 Aa, 使 得 


curlA, = Ho,, 
div4。 = 0, 


0， A ==0，curl4 xn= HH,xn， 在 OQ 上. (8.2.11) 


4。.mlan = 0. 


今 4 = 二 .A+ hs, 那么 (8.2.12),(8.2.13) 和 (8.2.14)~(8.2.16) 中 一 个 变 为 


Ou 
+igy = (iyV + Aa) +ay — |Aly 


ot 
一 24。. Av — 2ipA: Vy — Blyly, 


C (党 + nv) = —curl A—7yAolwl 


(8.2.17) 
-AW — (WV — YY), 


div.4 = 0, 
.ao = 0,curlA xmlao = 0, 满足 (8.2.18)~(8.2.20) 中 的 一 个 ， 
#(0) = wo, A(0) = Ao. 
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Neumann 边界 条 件 
开 = 0， 在 00 上, (8.2.18) 
Dirichlet 边界 条 件 
由 = 0， 在 60 上 . (8.2.19) 
Robin 边界 条 件 
+ Cy =0， 在 9Q 上 . (8.2.20) 


对 问题 (8.2.17), 建立 如 下 空间 
HE(Q,O) = {wv €E H?(Q,O)| vy 满 足 (8.2.18)~(8.2.20) 中 一 个 }, 
£*(0, R") = {A € L?(N, R"™)| div4 = 0, Anlen = 0}， 
D?(Q, R") = {Ae H?(N,C) NL*(N, OC)| curlA x nlen = 0}. 
然后 定义 
H = ZL2(Q,C) x £2(0, R"), 
Hi = HS(N,C) x D*(Q, R"™). 
今 
P :2(0,R") 一 L*(0, R") 
是 Leray 投影 . 那么 知道 在 (8.2.17) 中 的 函数 $ 被 下 面 方程 唯一 确定 ( 仅 差 一 个 
常数 ) 


end = 站 | 你 (Woy -wvw) -aA (8.2.21) 


其 中 4 = hi1+A,T 是 [2(Q, R") 上 恒 等 映 射 . 也 就 是 说 , 对 每 个 = (w,.A) e ， 
存在 (8.2.21) 的 一 个 唯一 解 $ 仅 差 一 个 常数 .因此 可 以 定义 一 个 算 子 更 : Fi 一 
L2(O) 为 
| $B(w) = 98 为 (8.2.21) 的 解 ， 并 且 
(8.2.22) 
/ pdrz = 0. 
0 


为 了 研究 问题 (8.2.17) 的 跳跃 ， 有 必要 考虑 线性 化 方程 的 特征 值 问题 . 
令 oa 是 下 面 方程 的 第 一 特征 值 


| (V+ A) Y=ay, red, 


(8.2.23) 
由 满 足 边 界 条 件 (8.2.18)~(8.2.20) 中 的 一 个 . 
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显然 ， 特 征 值 方程 (8.2.23) 是 等 价 于 下 面 方程 
— pAvi + |Aal wi — 2pAa : Vwa = ai， 
| — pA + 1Aol pa + 2pAa : VW = ay2， (8.2.24) 
纱 二 1 十 iwo 满 足 (8.2.18)~ (8.2.20) 中 的 一 个 . 


容易 看 出 ， 特 征 值 方程 (8.2.24) 是 对 称 的， 因而 (8.2.23) 有 一 个 无 穷 的 实 特 
征 值 序列 ( 计 入 重 数 ) 


{" < a2 <.…, 
. (8.2.25) 
im ak = 十 Co， 
及 一 个 特征 函数 序列 
{er € 五 3(Q,C)| = 1,2,.…}, (8.2.26) 
其 构成 ?2(Q,C) 的 一 个 正 交 基 . 
(8.2.23) 的 特征 值 总 是 偶 重 数 的 ， 即 如 果 是 (8.2.23) 的 一 个 特征 函数 ， 那 
么 eVY(9 e RI) 也 是 (8.2.23) 对 应 于 同一 个 特征 值 的 特征 函数 . 
令 (8.2.23) 的 第 一 特征 值 wx 有 重 数 2m(m > 1), 那么 ， 记 所 有 的 第 一 特征 
函数 为 
e2k-1 = Wk+1 十 ?WUk2， e2k = —Wk2 + iWk1) (8.2.27) 
V1 <k<m. 当 m= 1 了 时， 也 称 aa 为 复 单 特 征 值 . 
al 具有 如 下 人 性质 
Ql 一 a1(Aa) 连 续 地 依赖 于 A。， 
al(4。) > 0, 对 Ao #0, 
Q1(0) = 0, 对 Neumann 边界 条 件 (8.2.18)， 
al(0) > 0, 对 边界 条 件 (8.2.19) 或 (8.2.20). 
现在 ， 再 考虑 另 一 个 特征 值 问题 ， 它 在 (8.2.17) 的 跃迁 问题 研究 中 也 是 关键 
的 . 该 问题 为 
cur24+V = pA, 
div4 = 0, (8.2.29) 


(8.2.28) 


Anlaen =0， curl4 xmlao = 0. 


这 里 需要 说 明 一 下 , 在 (8.2.29) 中 的 边界 条 件 就 是 自由 边界 条 件 ， 它 可 表达 
为 


Anlan = 0, 2 = 0, (8.2.30) 
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其 中 7 为 90 的 切 向 量 . 

为 了 表明 这 一 点 . 对 一 个 给 定点 zo € 69, 取 (71,72,n) 作为 一 个 正 交 坐标 
系 ， 其 中 nl,72 是 单位 切 向 量 ， nn 为 单位 外 法 向 量 ， zo 作为 该 坐标 系 的 原点 ， 
那么 由 Anlan = 0, 可 以 看 到 


0Ar, _ 0hn, Ee: 34n) 
T2 十 一 nn. 


curl4(zo) = 一 re 


因此 有 
OA OAr, 
Dr 7Tl1 十 Bn Tem 
这 意味 着 (8.2.29) 中 的 边界 条 件 是 等 价 于 (8.2.30). 
(8.2.29) 有 一 个 实 特征 值 序列 


curl4(zo) x n = 


0 < pl 二 病 生 ， ; 
| (8.2.31) 
lim pk = co， 
大 一 oc 
及 一 个 特征 函数 序列 
{ax € D0, 了 )| k= 1,2,.…}, (8.2.32) 


它 构成 (9, R") 的 一 个 正 交 基 . 


88.2.3 Ginzburg-Landan 方程 的 相 变 定理 


在 超 导 问 题 中 , 参数 a(T) 不 能 超过 一 个 最 大 值 , 即 绝对 温度 为 零 的 值 a(T) < 
af(0). 因此 ， 必 须 加 一 个 基本 假设 
2VbmsDNo 

esh 
其 中 ai 为 (8.2.23) 的 第 一 特征 值 ， No 为 Fermi 水 平 的 状态 密度 . 

在 这 一 节 ， 我 们 考虑 (8.2.23) 的 第 一 特征 值 aa 重 数 为 2, 即 aa 为 复 单 特 征 
值 情况 . 下 面 引 入 一 个 物理 参数 ， 该 参数 完全 确定 了 Ginzburg-Landanu 方程 的 路 
迁 类 型 . 

今 e E H2(Q,C) 是 (8.2.23) 的 第 一 特征 向 量 . 那么 对 下 面 方 程 有 一 个 唯一 
的 解 4o € D*(Q, R") 


aa < a(0) = (8.2.33) 


curl? Ao + V9 = lel? Aa + 了 (erVe ~ eVe’), 
div.Ao = 0, (8.2.34) 
Ao :nlan = 0,curlAo x nlan = 0. 
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~ 


然后 定义 一 个 物理 参数 R 如 下 
2 
5 2 人 ep dz 


fea lel!dz 


显然 参数 R 是 与 (8.2.23) 的 第 一 特征 向 车 e 的 选择 无 关 . 因为 e 和 Ho = 
curl4o 依赖 于 外 加 磁场 势 4A。 及 Q 的 几何 性 质 ， 参 数 RR 本 质 上 是 4。,Q 和 物理 
参数 8,7Y, 4 的 函数 . 

这 一 节 的 主要 结果 就 是 下 面 给 出 的 三 个 定理 . 这 里 总 是 假设 (8.2.23) 的 第 一 
特征 值 ai 是 复 单 的 ， 并 且 自 然 约束 条 件 (8.2.33) 成 立 . 

定理 8.4 若 由 (8.2.35) 的 参数 R < 0, 那么 问题 (8.2.17) 在 ((%, 4),a) = 
(0,ai) 有 一 个 连续 性 的 跃迁， 更 细致 地 ， 下 面 结论 成 立 : 

(1) 问题 (8.2.17) 从 ((,A), a) = (0, oi) 在 Ql < a 分 歧 出 一 个 吸引 子 56, 2 
是 同 胚 于 圆圈 5S1, 并 且 是 由 (8.2.17) 的 稳 态 解构 成 ; 

(2) 存在 (w,A) = 0 的 一 个 邻 域 UC HH, 使 得 吸引 子 56 在 有 H 中 吸引 U/T， 
这 里 了 是 (w, 4A) = 0 的 稳定 流 形 在 HH 中 有 余 维 2 ; 

(3) 对 任何 (w,.4) es Ze 可 表达 为 


R= (8.2.35) 


: z 
VW = e+o(lla— a1l?), 


en 


curl :A = 一 7? -| [lel24。 + pulIm(eVe’)] +o(la — oil), (8.2.36) 


= ea/ [ lel?2dz., 
9 0 


其 中 e 为 (8.2.23) 的 第 一 特征 向 基 . 

定理 8.5 如 果 RR > 0, 那么 问题 (8.2.17) 在 ((w, 4),a) = (0,al) 是 一 个 跳 
跃 性 的 跃迁 ， 并 且 下 面 结论 成 立 : 

(1) 问题 (8.2.17) 从 ((w, 4),a) = (0,aa) 在 a < aa 分 野 出 一 个 不 变 集 Za， 
而 在 a > al 没有 分 歧 ; 

(2) 56 = 51 是 一 圆圈 ， 它 由 (8.2.17) 的 稳 态 解构 成 ， 并 且 有 一 个 二 维 不 稳 
定 流 形 . 

定理 8.4 和 8.5 表明 ， RR <0 和 R > 0 这 两 种 情况 具有 完全 不 同 的 超 导 相 
变 特征 . 见 后 面 物理 意义 评述 一 节 (8.2.4 节 ) 的 详细 讨论 ， 

容易 验证 ， 当 a = 0 时 ，(,A) = 0 是 (8.2.17) 全 局 渐 近 稳定 的 稳 态 解 . 下 
面 定 理 是 定理 8.5 和 (8.2.17) 全 局 吸引 子 存 在 性 定理 (99 的 直接 推论 . 

定理 8.6 对 于 RR>0 的 情况 , 问题 (8.2.17) 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 ao(0 < ao < 
Q1), 如 图 8.2 和 8.3 所 示 ， 使 得 下 面 结 论 成 立 : 
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(1) 在 a = ao 有 一 个 不 变 集 2 = Za。 并 且 0& 20; 
(2) 对 a < ao, 在 2o 附近 没有 不 变 集 ; 
(3) 对 ao < a < ali, 有 两 个 不 变 集 324 和 不 的 连通 分 支 ， 并 且 到 越过 
CQ > Ql; 
(4) 对 每 个 qo < a, 有 | 
(a) 2 是 一 个 吸引 子 ， 并 且 dist(22,0) > 0 在 aw > aa， 
(b) 如 是 由 稳 态 解 和 连续 它们 的 轨道 构成 ， 
(c) 了 2 含有 至 少 一 个 圆圈 51 由 稳 态 解构 成 . 
(5) 对 每 个 ao < a < al, 有 
(a) 兄 : 是 一 个 排斥 子 ， 0 9 2s， 
(b) D4 是 由 稳 态 解 及 连续 它们 的 轨道 构成 ， 
(c) 也 ! 含有 至 少 一 个 由 稳 态 解构 成 的 圆圈 51， 
(d) 当 a 靠近 Ql 时， 区 = 9S! 就 如 定理 8.5 给 出 ， 是 由 稳 态 解构 成 . 


H 


图 8.2 
注 8.2 由 (8.2.35) 定义 的 参数 R, 能 够 等 价 地 表达 成 如 下 形式 


2 
9 和 二 / (lel* Aa 一 ?pezven)oudz| 
是 过 二 关机 三 二 一 (8.2.37) 


a / leltaz 
0 


其 中 e= el 十 iez,pk 是 由 (8.2.31) 给 出 的 (8.2.29) 的 特征 值 ， {ak} 是 由 (8.2.32) 
给 出 的 特征 函数 . . 
下 面 图 8.3(a)~(d) 是 关于 图 8.2 的 每 个 截面 a < aoa =aoao<a<ai 及 
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aa 和 oa 的 截面 图 . 
2 
(a) a < ao 的 情况 (b) a = ao 的 情况 
yn 
(c) ao < a < ai 的 情况 {d) ai 过 a 的 情况 


图 8.3 


定理 8.4~ 8.5 的 证 明 我 们 分 下 面 几 步 进行 证 明 . 
第 一 步 ， 建立 映射 La = -4+ Ba 和 G: 一 了 如 下 


(iyV + Aa)2wy 
Au = ， 
crlcurl2 A 


(© 
0 
we 二 24 :AV+2ipA. TY+ IA + | 
(vu) = 


Pe-H(Ao + A + We (VV 一 2 六 她) 


其 中 必 = (w,A4), 囊 (w) 是 由 (8.2.22) 所 定义 ，P 是 Leray 投影 . 这 样 , 问题 (8.2.17) 


88.2 超导体 的 相 变 Ts 
可 等 价 地 写成 下 面 抽 象形 式 


dt (8.2.38) 


du = Laut+ Gu), u= (VY,A)Ee Hi, 
u(0) = wo. 


可 以 看 到 ， Za : Hi 一 H 是 一 个 扇形 算 子 ， 并 且 L。 的 特征 值 满 足 
< 0， 当 a < al， 
A(a)= (a)=a=a4 = 三 0， 当 a = al， 


> 0 当 a> oy, 
以 及 对 了 > 3, 有 
| Bi;(o1) = a 一 ak， 或 Bj;(a1) = -C71p 
Bi(a1) < 0， 对 k > 2,1 > 1. 
即 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 被 满足 . 


很 清楚 ， 由 (8.2.22) 定义 的 算 子 :Hi 一 ?2(Q) 是 Ce 的 , 并 且 由 Tang 和 
Wang 的 估计 !85, 有 


/aoypars [ pa] | 人 wd] 


sc (ha + hulag Wy) vl 
其 中 万 为 在 到 范 数 下 的 闭 包 ， 因 此 能 够 不 困难 的 验证 ,在 一 个 数 1/2 < 
909<1, 使 得 G:He 一 玉 是 C™ 的， 
第 二 步 ，(8.2.38) 的 联 迁 可 由 它 到 中 心 流 形 上 的 约 化 方程 确定 . 令 Vo = 
(zelze C,e 是 (8.2.23) 的 第 一 特征 向 基 } 那么 (8.2.38) 的 约 化 方程 为 


oe = Bi(a)wo — PG(wo + (wo), A(wo)), (8.2.39) 


其 中 Pi : H 一 El 是 规范 投影 ， 亚 (wo) = (ww(wo), A(wo)) 是 中 心 流 形 函 数 . 
G 中 的 大 重 线性 算 子 (k = 2,3) 为 


2Aa: AV+2inA.: Vy 
G2(u) = 1 
C-lyAolyl? + 让 (WVy — yy YY’) 


iy®2(u) + [Al + Bywl3y 
Cs(u) = 一 ， 
Yc-1Alvl 
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其 中 B2(w) 是 B(u) 中 的 双 线 性 算 子 . : 
由 中 心 流 形 函 数 的 近似 公式 (6.1.6), 中 心 流 形 函 数 更 (Wo) = (w(wo), A(wo)) 
满足 下 面 方程 
car A+ v6 = -ThalyoP- 2 (WV 一 ov 是 ) 
+ ollwoll?>, 81 Co) lliwoll), (8.2.40) 


vw (wo) = O( Awo) lwoll, lwolls) = O(llwoll3). (8.2.41) 
根据 (8.2.40) 和 (8.2.41), 方程 (8.2.39) 可 表示 为 


要 
= Bi(a)wo 一 gs(yo) + Olwoll, IBilllwoll), (8.2.42) 


其 中 


ga(wbo) = Pi[Blwbol ?wo + 2Aa :Azo + 2iuAz +- To + i2wo], (8.2.43) 


cu As + V6 = -Aho Wol — -iW Vo pov), 
i (8.2.44) 
.42 .mlan = 0， curlA2 x nlan = 0. 

方程 (8.2.42)~(8.2.44) 就 是 (8.2.38) 在 中 心 流 形 上 约 化 的 近似 表达 . 


第 三 步 ， 为 了 应 用 定理 5.11, 需要 计算 ga(wo) 与 wo 的 内 积 (ga(Wo), Wo). 从 
(8.2.43) 得 到 


(gsa(wWo), yo) = Re 人 gs(Wo)wodz 
(Blwols + 2lwol? Aa : Az + 21A2 : (WT — oT)dr 
= | [Blwol’ + 2lwol? Aa : A + p03 Az + vd (8.2.45) 
全 


其 中 wo = 如 十 iw2. 
令 Az 关于 C2(Q, Rn) 的 正 交 基 (8.2.32) 有 如 下 Fourier 展开 


De 


A2 = > YkQEK) 


k=]1 


则 对 (8.2.44), 能 够 得 到 解 yx 为 


yk 一 / [wol? Ao : ak + 2000ak + VY]dz. (8.2.46) 
02 
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将 (8.2.46) 代入 (8.2.45), 可 以 看 到 


(g3(wo), wo) = of ol 29 > 庆 -|(/ wol 4。 ， cd) 


十 4 (/ lwol| pt (fs Vax ， . Vw dz) 
nN 9 
2 
+4p7 ( | Wak - vd) | , (8.2.47) 
Q 


令 如 = zliel 十 ZT2e2, 这 时 (zizz) E R?2,el 和 e2 如 (8.2.27). 有 
wo = B+ ig, WY = T1111 一 Z2UWl2， V9 = T1132 十 T2111. 


通过 计算 得 到 


) lwolsarz = | (wo) + ww9l)dr = (zz + 22) | eldz, (8.2.48) 
0 0 nN 
|wol* Ao ‘QkdT = (zx? 十 23) 上 lei|* Aa + akdz， (8.2.49) 
0 n 
/ Wax Ny Vwidz 二 (23 十 72) W120Qk Vw1drz. (8.2.50) 
0 Jn 


这 里 ， 在 (8.2.49) 中 使 用 了 下 面 等 式 
| Wakr: Vwdr = -3 | Wdivardz = 0, 


对 任何 实 函 数 多 
将 (8.2.48)~(8.2.50) 代入 (8.2.47) 有 


(g(wo), bo) = —yR(z2 + 122)? 上 [as (8.2.51) 


其 中 R 如 (8.2.37) 所 给 . 容易 看 出 由 (8.2.35) 和 (8.2.37) 所 定义 的 两 个 数 是 相同 
的 . 
第 四 步 . 要 证 明 Ginzburg-Landanu 方程 (8.2.17) 从 ((w, 4),a) = 《0, al 分 歧 
出 至 少 一 个 稳 态 解 . 
形式 上 有 两 上 Ginzburg-Landanu 稳 态 方程 ， 一 个 就 是 从 (8.2.17) 直接 获得 的 
稳 态 方程 
(iY 十 4) 人 + 让 一 ay 一 240 -Ap 
—2inA. Vy — A — Ply, (8.2.52) 
cu A+ CVG = -Th 4ojlb — 57H" VY — BY), 
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另 一 个 就 是 原始 的 Ginzburg-Landan 方程 
(UV + 4o)20 = am 一 24。. AY 
— 2ipA: Vy — Ay — Blwl2y, (8.2.53) 
cu A=—yA+ A — (VV YI). 


(8.2.53) 的 形式 是 Ginzburg-Landanu 在 20 世纪 50 年 代 作 为 自由 能 的 Euler- 
Lagrange 方程 而 得 到 . 

Tang 和 Wangl85 证 明了 车 4 = (4) € Hi 和 ge H!(0) 是 (8.2.52) 的 一 
个 解 ， 那 么 一 定 有 9$ = 0, 也 就 是 说 ， (8.2.52) 和 (8.2.53) 的 解 是 严格 一 样 的 . 

对 方程 (8.2.53),Ginzburg-Landau 能 量 为 


B=3 /linv+A+A) w+ SW — aly 


pO 
+7y- curlAl?]dz (+ 入 [ |wl?dz, 对 (82.20) ) 
ON 


因此 ， 由 势 算 子 的 Krasnoselskii 分 歧 定 理 (定理 4.12), 稳 态 方程 (8.2.53) 从 
((%, 4),a) = (0,aa) 分 歧 出 至 少 一 个 奇 点 . 

第 五 步 ， 定理 8.4 的 证 明 . 当 尺 < 0 时 ， 由 定理 5.11 从 (8.2.42) 和 (8.2.51) 
可 以 推 知 ， 问 题 (8.2.17) 从 ((, 4),a) = (0, oq) 分歧 出 一 个 吸引 子 Za 同 胚 于 一 
个 圆圈 $1. 由 第 四 步 ， Za 中 含有 至 少 一 个 奇 点 . 此 外 由 于 Ginzburg-Landau 方 
程 在 下 面 规范 变换 下 是 不 变 的 


vw— ey, voeR!, 


因而 Ginzburg-Landau 方程 的 稳 态 解 总 是 作为 一 圆圈 5S1 出 现 . 因此 Za = S51 是 
由 (8.2.17) 的 稳 态 解构 成 ， 这样 结论 (1) 得 证 . 
结论 (2) 可 由 定理 6.2 推出 ， 而 结论 (3) 可 以 直接 从 方程 (8.2.42) 和 (8.2.51) 
得 到 这样， 定理 8.4 得 证 . 
六 步 . 定理 8.5 的 证 明 . 当 尺 >0 时 ， 由 (8.2.42) 生成 的 逆 时 半 群 Sa( 一 慷 
具有 同 下 面 方程 一 样 的 动力 学 性 质 
dyo _ 
dt 
采用 与 第 五 步 相 同 的 方法 , 从 (8.2.51) 可 以 推出 由 (8.2.54) 生成 的 半 群 Se 人 
从 ((,A),Q) = (0,ai) 在 a < ai 分 歧 出 一 个 吸引 子 2 , 它 由 (8.2.54) 的 奇 点 
构成 .因此 对 于 R > 0 情况 的 (8.2.42) 所 生成 的 半 群 S(b) = Sa( 一 ), 结论 (1) 
和 (2) 成立， 定理 得 证 . 


(ai — a)wo + gs(Wo) + owoll?, |a ~ aolllwoll?). (8.2.54) 
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88.2.4 ”物理 意义 评述 


超 导 现 象 首先 是 由 H.Kamerlingh Onnes 在 1911 年 发 现 的 . 他 观察 到 当 温 
度 下 降低 于 某 个 临界 值 Tc 时 , 水 银 的 电阻 突然 变 为 零 . 后 来 人 们 发 现 大 量 的 金 
属 与 合金 都 具有 超 导 的 性 质 . 在 超 导 状 态 下 ,一旦 电流 被 建立 ， 人 们 可 以 期 待 这 
个 电流 可 以 在 长 达 1010 年 内 几乎 不 发 生 什 么 变化 . 这 种 永久 的 电流 就 称 为 超 导 
电流 00. 超导体 的 电流 在 Ginzburg-Landanu 方程 中 被 (8.2.2) 所 表达 .在 稳 态 
情况 下 ， 超 导电 流 用 第 二 种 无 其 纲 形式 可 写 为 


1, = 7AWh — Wil Vw bY) (8.2.55) 


1933 年 ， 超 导 的 另 一 个 重要 性 质 ， 称 为 去 磁 效 应 或 ”Meissner 效应 被 
W.Meissner 和 R.Ochsenfield 观察 到 ， 他 们 发 现 当 温度 冷却 到 临界 值 Tc 以 下 
后 , 不 仅 外 界 磁 场 被 阻止 进入 一 个 超导体 内 ,而 且 在 原来 正常 状态 下 ,样品 内 的 
原始 磁场 也 被 排斥 出 超导体 之 外 . 

我 们 必须 考虑 Meissner 效应 在 Ginzburg-Landanu 方程 中 的 作用 . 从 数学 上 
讲 、 在 正常 状态 下 ， 一 个 样品 中 的 磁场 强度 应 该 是 五 = Ha + KH, 这 里 Ho = 
curl4。 是 外 界 施 加 磁场 ， KH = curl4 是 由 平衡 态 的 涨 落 造成 的 ， 而 在 超 导 状 态 
下 ， 五 = curl4. 在 这 两 种 状态 下 A 都 满足 Ginzburg-Landanu 方程 (8.2.17). 也 
就 是 说 ， 我 们 能 够 表达 一 个 样品 9 中 的 磁场 强度 在 如 下 形式 


H=culA, redQ, (8.2.56) 
其 中 
ms 
在 无 基 岗 形式 超 流 为 


Js = curl .4. (8.2.58) 


这 里 .4 满足 (8.2.17). 方程 (8.2.56)~(8.2.58) 就 是 Meissner 效应 的 数学 形式 . 

1. 没有 外 加 磁场 的 情况 

Ginzburg-Landau 方程 (8.2.17) 的 一 个 平衡 态 (, A) 被 称 为 是 正常 状态 ， 如 
果 少 = 0, 而 (,A) 被 称 为 是 超 导 状 态 ， 如果 少 关 0. (8.2.17) 的 一 个 解 (w,A) 被 
称 为 是 处 在 正常 状态 ， 若 (w,.A) 是 在 一 个 正常 平衡 态 的 吸引 域内 ， 否 则 (%, A) 
被 说 成 是 在 超 导 状 态 . 

首先 考虑 最 简单 的 情况 ， 即 外 加 磁场 是 为 零 4。= 0. 在 这 种 情况 下 ， 特 征 
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方程 (8.2.23) 变 为 


| — HAY = ow, 


(8.2.59) 
满足 边界 条 件 (8.2.18)~(8.2.20) 中 的 一 个 . 


我 们 知道 (8.2.59) 的 第 一 特征 值 al 是 单 的 ， 并 且 特 征 向 其 的 实 部 与 虚 部 相 
同 e=w+ivw. 因此 由 (8.2.25) 定义 的 参数 为 
R= -上 -0 
了 


由 定理 8.4, 当 a(T) < aa 时 ， (8.2.17) 的 解 (w,.A) 是 在 正常 状态 ， 而 当 
a(T) > aa 时 ， 并 且 初 值 (wo,-4o) e U/T 时 ， (w, 4) 是 在 超 导 状 态 . 
当 4。 = 0 时 ， (8.2.17) 的 稳 态 解 (, A) = (ew,0) 对 某 个 实 函数 几 . 因此 
WV VY = 0. 
这 意味 着 超 流 (8.2.58)( 或 (8.2.55)) 为 零 ， 即 
天 三 小 


这 表明 在 没有 外 加 磁场 的 情况 下 ， 在 一 个 超导体 内 没有 超 导 电 流 ， 尽 管 已 经 发 
生 了 超 导 的 相 变 . 
对 于 Neumann 边界 条 件 (8.2.18), 即 样品 是 被 绝缘 体 所 围 ， (8.2.59) 的 第 一 
特征 值 a1 = 0. 它 与 样品 Q 的 几何 尺寸 无 关 . 因而 自然 条 件 (8.2.33) 总 是 成 立 . 
然而 ， 对 于 Dirichlet 边界 条 件 (8.2.19) 和 Robin 边界 条 件 (8.2.20) 情况 就 不 
同 了 . 我们 知道 (8.2.59) 的 第 一 特征 值 依 赖 于 0. 特别 地 有 下 面 关 系 


al = 一 al(O) 一 oo， 当 |0| 一 0， 


这 里 |Q| 为 Q 的 体积 . 自然 条 件 (8.2.33) 意味 着 对 这 两 种 情况 ， 即 样品 被 磁性 
材料 和 正常 金属 所 围 时 ， 样 品 的 体积 必须 大 于 某 个 临界 值 |?| > Vc > 0, 否则 不 
管 在 什么 温度 下 没有 超 导 状 态 发 生 . 这 种 性 质 对 存在 一 个 外 加 人 磁场 的 情况 也 成 
立 ， 当 然 此 时 临界 体积 Vc 也 依赖 于 外 加 磁场 H。. 


2. 关于 尺 < 0 超 导 相 变 (第 二 类 相 变 ) 


考虑 有 外 加 磁场 了 H。= curl4。 存在 的 情况 .由 跃迁 定理 (定理 8.4), 发 生 超 
导 相 变 的 临界 温度 T& < Tc, 这 里 Tc 是 由 (8.2.5) 给 出 ， 而 TE 满足 


a(T:)=a1>0, (8.2.60) 
Qi = Qi(ho) 是 (8.2.23) 的 第 一 特征 值 ， 满 足 


al(4.) 一 Do， 若 |Aa| 一 OO. 
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这 意味 着 外 加 磁场 不 能 非常 强 , 否则 自然 条 件 (8.2.33) 将 被 破坏 而 没有 超 导 相 变 
发 生 . 

从 定理 8.4 和 8.5 我 们 看 到 ， 由 (8.2.35) 所 定义 的 参数 尺 是 区 别 两 类 不 同 相 
变 的 重要 判 据 . 首先 考察 R < 0 的 情况 . 

由 定理 8.4, 当 a > oi( 即 TT 了 < 区) 时， 方程 (8.2.17) 发 生 连续 性 跃迁 ， 即 
(8.2.17) 从 ((%. .4),a) = (0,aa) 分 歧 出 一 个 S1 吸引 子 ， 它 由 稳 态 解构 成 并 吸引 
一 个 开 集 UV/T. 从 物理 角度 来 说 这 个 定理 导致 下 面 关 于 RR < 0 情况 下 的 超导体 
发 生 相 变 的 物理 性 质 . 我 们 总 结 成 一 个 物理 相 变 定理 . 

定理 8.7( 物 理 相 变 定理 了 令 尺 <0 及 m= 1 在 (8.2.27) 中 .那么 对 于 
(8.2.60) 所 给 的 临界 温度 T2, 下 面 物理 性 质 成 立 : 

(1) 当 控 制 温度 了 下 降 (或 提高 ) 穿 过 临界 温度 TE 时 ， 样 品 将 从 正常 状态 
到 超 导 状 态 (或 从 超 导 状 态 到 正常 状态 ) 发 生 一 个 相 变 ; 

(2) (稳定 性 ) 当 控制 温度 T > Ts 时， 在 一 个 偏离 正常 状态 的 涨 落下 ， 该 
样品 将 很 快 恢复 到 正常 状态 . 此 外 , 当 工 < TT2 在 一 个 偏离 正常 或 超 导 状 态 下 的 
涨 落下 ， 该 样品 将 很 快 处 在 一 个 稳 态 超 导 状 态 中 ; 

(3) 在 一 般 情况 下 ， 由 下 式 给 出 的 超 导 电 流 


Js(a) = -74e| 则 2 一 ivVy — YYvy*) 


是 非 零 的 ， 即 js 关 0 对 aa <a(T < Te); 
(4)( 连 续 性 ) 序 参数 ww。 和 超 导 电 流 J,(a) 连续 地 依赖 于 参数 a( 或 控制 温度 
了 T), 即 
wa 一 0， Js(a) 一 0， 若 a 一 a1+0， 或 T 一 7T2 一 0; 


(5) 的 临界 相 变 指数 8 = 3, 的 相 变 指数 PB = 1 正如 (8.2.36) 所 表示 
的 那样 

(6) 系统 的 超 导 状 态 是 由 (8.2.23) 的 最 低能 基 特 征 函 数 所 控制 ， 这 由 (8.2.36) 
可 以 看 出 ， 

3. 关于 尽 > 0 的 超 导 相 变 (第 一 类 相 变 ) 

当 RR > 0 时 ， 超 导 相 变 的 性 质 与 R < 0 的 情况 完全 不 同 ， 这 种 相 变 的 特征 
是 跳 晓 式 的， 它 严 格 地 被 定理 8.5 和 8.6 所 描述 ， 如 图 8.2 和 8.3 所 示 ， 下 面 我 
们 将 其 总 结 为 物理 的 相 变 定理 开 

定理 8.8( 物 理 相 变 定理 IJ) 令 RR>0 及 m1 在 (8.2.27) 中 ,那么 有 两 个 
临界 温度 T& 和 72(T8 > 72), 使 得 (72) = aa(i = 0.1), 并 且 下 面 物理 性 质 成 
Y: 

(1) 当 控制 温度 下 降 并 穿 过 72 时 ， 或 等 价 地 ， a 增加 并 且 穿 过 a 时 ， 
样品 的 正常 状态 稳定 性 发 生变 化 ， 从 稳定 变 为 不 稳定 
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(2) 当 IT <T<TQ( 或 ao <a<ai) 时， 样品 的 正常 状态 和 超 导 状 态 都 是 
物理 上 可 能 可 以 观察 到 的 状态 , 而 当 T < TL( 或 al: < a) 时 ， 只 有 超 导 状态 能 够 
被 观察 到 ， 超 导 状 态 是 在 22 中 ， 如 图 8.2 所 示 ; 

(3) (不 稳定 性 ) 当 控 制 温度 是 在 区 间 TE <T< 了 (或 ao <a<ai) 时 ,在 
了 D1 中 的 超 导 状 态 是 不 稳定 的 ， 即 一 个 偏离 2 中 超 导 状 态 的 涨 落 将 导致 不 是 到 
正常 状态 就 是 到 2 中超 导 状 态 的 相 变 ; 

(4) (不 连续 性 ) 在 相 变 的 临界 温度 T2 和 Tu& 有 一 个 不 连续 的 跳跃 . 当 温 度 
上 升 穿 过 T2 时 ， 样 品 将 从 超 导 状 态 突 然 跳跃 到 正常 状态 ， 而 当 温度 下 降 穿 过 
7T4 时 ， 将 从 正常 状态 跳跃 到 一 个 超 导 状 态 ; 

(5) 其 他 能 级 的 特征 函数 对 超 导 状 态 可 能 有 一 个 较 强 的 影响 . 

需要 指出 的 是 ， 几 乎 对 所 有 的 外 加 磁场 A。 和 9, 特征 方程 (8.2.23) 的 第 一 
特征 值 aa 都 是 复 单 的 ， 即 m = 1 在 (8.2.27) 中 ， 对 于 可 能 出 现 的 mm > 1 情况 讨 
论 可 参见 文献 [52,59]. 

4. 民 的 物理 意义 

注意 到 ， 物 理 参数 8/Y 能 够 被 Ginzburg-Landau 参数 kx 和 参数 /所 表征 

8 人 2 mic2b a 


- z= KK = 玩 cz15， 1” 王 a (8.2.61) 
在 Ginzburg-Landau 自由 能 中 ， 这 一 项 
= 4 
Eo = hn dz (8.2.62) 
代表 了 最 低能 基态 的 超 导 电 子 所 具 能 其 ， 及 
En = 站 Hi2drz， Ho = curlAo 满 足 (8.2.34) (8.2.63) 
Q 
代表 由 下 面 电 流产 生 磁 场所 贡献 的 能 基 


curlHo = |el| 4。 十 (eVe — eVe’), 


该 电流 是 由 外 加 磁场 和 最 低能 基态 超 导 电 子 所 生成 . 
由 (8.2.35), 从 (8.2.61)~(8.2.63) 得 到 


R= 一 K272 十 各 
因此 ， 对 于 一 给 定 的 材料 ， 上 述 两 种 相 变 模式 取决 于 两 个 能 量 Bo 和 Em 之 间 的 
“竞争 ” 
<0 着 入 > Sn ‘ 
R ee (8.2.64) 
2En, 


: — Eo < 一 一 一 . 
> 0 者 0 
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根据 Abrikosov 理论 ， 当 K2 < 了 时 ， 样品 属于 工 型 材料 |， 当 A2 ee 5 时 ， 为 


II 型 材料 .从 (8.2.64) 五 可 以 看 到 对 于 给 定 的 外 加 磁场 和 样品 的 几何 形状 ， I 型 材 
料 更 倾向 于 跳跃 式 的 相 变 ( 即 R > 0 情况 ), 而 I 型 材料 倾向 于 连续 性 相 变 ( 即 
及 < 0 情况). 


5. 超 导 电 流 的 拓扑 结构 


1957 年 ， Abrikosov 预言 在 I 型 材料 的 超导体 混合 态 中 ， 有 正方 排列 的 湾 
涡 ， 称 为 Abrikosorv 洲 涡 存在 .后 来 实验 验证 了 这 种 洲 涡 的 存在 性 . 

当 样 品 Q 是 一 个 二 维 平板 时 ， 由 定理 8.7 和 8.8 产生 的 超 导 相 变 其 超 导 电 
流 一 般 不 为 零 ， 即 


(8.2.65) 
divJ, 三 0， J,.nlen = 10. 


1 寺 0， ”在 m 中 ， 
根据 (8.2.65), 在 §8.1 介绍 的 二 可 压缩 向 量 场 的 几何 理论 能 够 被 应 用 到 研究 
超 导 电 流 的 拓扑 结构 上 . 

由 公式 (8.1.1), 立刻 可 以 得 到 下 面 超 导电 流 的 洲 涡 存在 性 物理 定理 . 

定理 8.9( 超 导电 流 流 涡 结构 定理 ) 令 样 品 的 Q 是 一 个 二 维 单 连通 区 域 ， 即 
k 二 0 在 (8.1.1) 中 . 如 果 在 定理 8.7 和 8.8 中 所 描述 的 超 导 状态 下 ， 超 导 电 流 J 
在 Q 中 不 为 零 ， 则 J 至 少 有 一 个 洲 涡 . 

当 RR<0 时 ,由 定理 8.4 可 以 看 到 ,在 分 歧 出 的 吸引 子 中 的 超 导 状 态 (w, 4) 
是 由 (8.2.23) 的 第 一 特征 向 基 e 所 控制 . 也 就 是 说 ， 从 (8.2.36) 和 结构 稳定 性 定 
理 (定理 8.1), 分 野 出 的 超 导 态 (w, 4) 的 超 导 电 流 J 拓扑 结构 是 由 下 面向 基 场 
的 结构 所 决定 


i File’ve — eVe*) + V9, 
divJo = 0， (8.2.66) 


Jo * nlon 可 : 


需要 强调 指出 ， 由 (8.2.66) 定义 的 向 量 场 完全 由 外 加 磁场 4。 所 决定 ， 这 是 
因为 一 旦 4。 被 给 定 ， (8.2.23) 的 第 一 特征 向 量 e 也 被 确定 . 结构 稳定 性 定理 说 
明 ， 对 几乎 所 有 的 4。, 在 (8.2.66) 的 .oo 是 结构 稳定 的 .因而 从 物理 上 能 观测 到 
的 超 导 电 流 都 是 结构 稳定 的 . 这 样 ， 我 们 对 超 导 电 流 的 结构 可 总 结 为 下 面 定理 . 

定理 8.10 当 RR<0 时 , 对 几乎 所 有 的 外 加 磁场 Ao, 在 (8.2.66) 的 jo 是 结 
构 稳 定 的 . 因而 存在 7 > 0 和 一 个 时 间 to > 0, 使 得 如 果 温 度 了 满足 Te 一 7 < 
T < Tu, 则 对 任何 由 涨 落 引 起 的 初 值 (wo, .ho) € UT,， 这 里 U/T 如 定理 8.4, 由 
(8.2.17) 的 解 (wa(t), Aa(t)) 产生 的 超 导 电 流 


Js (Walt), Aalt)) = curlAo(t) 


对 t > to 是 结构 稳定 的 ， 并 且 拓 扑 等 价 于 .Jo 
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88.3 Rayleigh-Benard 对 流 


88.3.1 Benard 实验 


对 流 是 流体 运动 的 一 个 众所周知 的 现象 ， 它 是 当 流 体 底 部 加 热 后 由 热膨胀 
产生 的 浮力 造成 的 ， 人 们 不 仅 从 日 常 的 烧 开水 中 熟知 对 流 现象 ， 并 且 在 大 气 与 
海洋 环流 引起 的 气候 变化 中 也 能 感知 它 . 

Rayleigh-Benard 对 流 问 题 的 研究 起 源 于 1900 年 由 H.Benard 所 做 的 一 个 著 
名 的 实验 . Benard 置 一 个 水 平 盘子 ， 其 高 度 h 远 小 于 盘子 的 直径 ， 并 在 盘子 中 
盛 有 液体 ， 如 水 、 油 、 水 银 等 . 保持 这 些 流体 上 表面 与 空气 接触 ， 然 后 在 盘子 底 
部 均匀 地 加 热 . 当 加 热 的 温度 小 于 某 一 个 临界 值 时 ， 该 液体 保持 静止 不 动 . 而 当 
温度 一 超过 这 个 临界 值 时 , 液体 突然 出 现 规整 的 对 流 图 案 . 该 对 流 是 沿 着 一 些 轴 
心 朝 上 运动 , 到 了 表面 后 向 四 周 扩 散 ， 然 后 沿 着 一 个 多 边 形 的 边界 朝 下 流动 . 每 
一 个 轴 心 形成 一 个 多 边 形 柱 体 的 对 流 单元 ， 从 俯视 看 它们 大 多 是 六 边 形 ， 从 侧 
视 看 它们 是 如 图 8.4 所 示 的 对 流 卷 形状 . 二 


底部 


图 8.4 Benard 实验 的 对 流 侧 视图 


1916 年 ，Lord Rayleigh ks? 提出 一 个 理论 来 解释 Benard 实验 的 对 流 现象 . 
他 选择 Boussinesq 方程 及 水 平 周 期 边界 条 件 作 为 Benard 实验 的 控制 方程 ， 取 线 
性 化 方程 的 法 向 模式 求 得 临界 特征 值 Re. 然后 推断 只 有 当下 面 无 基 纲 参数 ( 称 
为 Rayleigh 数 ) 

R= go ja (8.3.1) 
上 了 
超过 某 个 临界 特征 值 时 ， 热 对 流 才 发 生 . 其 中 ， 9 是 重力 加 速度 ， a 为 热 膨 涨 
系数 ，B = (TD 一 五 )/h 为 底部 与 上 表面 温度 差 ，« 是 热 扩 散 系 数 ，v 为 黏 性 系 
数 ， 了 为 盘子 高 度 . 

Rayleigh 所 提出 的 是 一 个 线性 理论 ， 在 他 的 分 析 中 将 Boussinesq 方程 的 非 
线性 项 去 掉 ， 只 考虑 线性 化 方程 . 然而 他 的 推断 是 正确 的 ， 并 被 后 来 的 实验 所 证 
实 ， 自 Rayleigh 的 先驱 性 工作 后 ， Rayleigh-Benard 对 流 问 题 被 广泛 的 研究 . 对 
于 线性 理论 的 进一步 发 展 可 参见 文献 [8,17]. 

但 是 对 于 Raylcig-Benard 对 流 问题 , 一 个 完备 的 非 线性 理论 仍然 是 需要 的 ， 
以 深化 对 该 问题 的 理解 . 在 这 一 节 , 应 用 在 第 六 章 中 提出 的 吸引 子 分 歧 理 论 ， 再 
结合 88.1 中 介绍 的 二 维 不 可 压缩 流 的 几何 理论 ， 对 Rayleigh- Benard 对 流 问 题 
发 展 了 一 套 非 线性 理论 ， 它 包括 : 


88.3 Rayleigh-Benard 对 流 . 977 。 
(1) 对 有 所 有 物理 上 合理 的 边界 条 件 ， 关 于 Boussinesq 方程 当 Rayleigh 数 穿 
过 第 一 特征 值 时 建立 了 吸引 子 分 歧 定 理 (或 连续 性 既 迁 定理 ) ; 
(2) 分 歧 出 新 的 解 是 渐 近 稳定 的 ， 并 且 吸 引 整 个 空间 中 的 几乎 所 有 的 解 ; 


(3) 证 明了 Boussinesq 方程 几乎 所 有 解 都 以 (8.2.2) 所 示 的 对 流 卷 作为 其 渐 
近 结 构 . 


88.3.2 ”Boussinesg 方程 


Rayleigh-Benard 对 流 能 够 被 Boussinesq 方程 所 控制 8,17,31, 该 方程 为 如 下 
形式 


人 

+ (4 Vu — vAu+ pis! Vp = —gkll — a(T -To)), 

和 + (uw. V)T- «kAT=0, (8.3.2) 
divu = 0, 


其 中 9 是 重力 加 速度 ， po 为 质量 密度 ， >” 为 黏 性 系数 ， a 为 膨 涨 系数 ，k 为 
热 扩散 系数 ， 丰 = (0,0,1) 为 za 方向 的 单位 向 量 ，4 = (WW… ,Un)(n = 2,3) 为 
速度 场 ,p 为 压力 函数 ， 了 为 温度 函数 ， To 为 底部 温度 . 
令 区 域 Q = D x (0,h),D C Rm(m = 1.2) 为 一 开 集 ，z = (7x',7X3) ez ce 
DD,X3 € (0,h). 假设 在 底部 rs = 0 和 顶部 ra = h 的 温度 为 
二 画 ， 在 zs = 0: = 克 ， 在 xs = 几 ， 
为 了 使 方程 (8.3.2) 无 量 纲 化 ， 令 
z=hz. t=ht/r, w= ku/h, 
= Bh(T’/VR) + TT, — Bhzs, 
p= por2p'h? — gpo(hzs + aBh? (zs)*/2), 
PP. =i 
其 中 8= (而 一 五 )/h,R 为 Rayleigh 数 如 (8.3.1) 所 定义 ，P. 为 Prandtl 数 . 
省 去 上 撤 ， 方 程 (8.3.2) 的 无 基 纲 形式 可 写 为 


1 
FB 


+(u VT -Vius ~ AT=0, 


史 + (u: V)u+ Vp| — Au— VRTk=0. 


divu = 0. 
无 其 纲 区 域 为 9 = D x (0,1). 方程 配 以 初 值 为 


(u, 1) (wo, To), 在 t = 0. 
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在 60 的 顶点 、 底 部 及 侧 边界 9D x (0,1) 的 边界 条 件 需 要 考虑 ， 在 顶部 和 
底部 za = 0,1, 对 于 无 量 纲 的 T 边界 条 件 为 


T=0， 在 7x3=0,1. 
对 于 4 在 zz3=0,1 有 三 种 边界 条 件 


4 一 0， 在 za = 0,1， (8.3.3) 
Ye (8.3.4) 
Ox3 


a ey 
(8.3.3)~ (8.3.5) 分 别称 为 刚性 一 刚性 ， 自 由 一 自由 及 刚性 - 自由 边界 条 件 ， 它 
们 适用 于 不 同 的 物理 情况 .具体 的 物理 意义 详细 可 见 后 面 物理 评论 一 节 . 

在 侧 边 界 9D x (0,1), 下 面 的 边界 条 件 都 是 具有 物理 意义 . 在 不 同 的 物理 条 
件 下 ， 通 常 采用 它们 中 的 一 个 . 

(1) Dirichlet 边界 条 件 


u=0, T=0, 5 (8.3.6) 
(2) 自由 边界 条 件 
un = 0, 2 =0, 元 =0， 或 T= 0， (8.3.7) 
其 中 nn 和 7 分 别 为 89D x (0,1) 上 的 法 向 基 和 切 向 量 ， 
(3) 周期 边界 条 件 
(uu, T)(E + 天 二 ,zs) = (u,T)(F, 23), (8.3.8) 


其 中 TED,KL= (kiL1, k2L2). 
综 上 所 述 ， 描 述 Rayleigh-Benard 对 流 的 完备 数学 问题 可 归 为 如 下 形式 


1 [Owu 
FE Ht Yt+Vvp — Au— VRTk =0, 


+ (4:V)T -VRus— AT=0, 

divu = 0, 

T =0， 在 zs = 0,1,， 

u 的 边界 条 件 取 (8.3.3)~(8.3.5) 与 (8.3.6)~(8.3.8) 的 
各 种 不 同 组 合 中 的 一 个 ， 

(u,T) = (wo, To)， 在 t=0. 


(8.3.9) 
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建立 空间 框架 如 下 
H = {(u,T)€ L*(0,R") x L*(N)| divu = 0， uslzs=0,1 = 0}, 
Hi = {(v,T) € H’*(Q, R") x 五 2(D)ldivu = 0,v 满 足 (8.3.9) 中 的 边界 条 件 }. 


88.3.3 ”Rayleigh-Benard 问题 的 吸引 子 分 歧 
问题 (8.3.9) 的 线性 化 方程 由 下 面 给 出 


— Au+ Vp— VRTk=0, 
— AT -VRus=0, (8.3.10) 


divz = 0, 


这 里 及 为 Rayleigh 数 ， 边 界 条 件 与 (8.3.9) 一 致 
关于 Rayleigh 数 R 的 特征 值 方程 (8.3.10) 是 对 称 的 . 因此 (8.3.10) 的 所 有 


O<RisgsPRsg...& Re<.…. 


第 一 特征 值 Ri, 也 记 为 Rc = Ri1, 被 称 为 临界 Rayleigh 数 . 令 Rc 的 重 数 为 
m(m 之 1) 以 及 (8.3.10) 的 第 一 特征 函数 为 亚 = (ei,T) € (1 < i < m), 满足 
正 交 性 

(Wi, Wi)H 一 he “ji 十 TITjjaz 一 0ij: 


记 Eo 是 (8.3.10) 的 第 一 特征 癌 其 空间 
Eo = {Do Ok EE R!. l<k < 中 
k=1 


下 面 给 出 的 是 关于 问题 (8.3.9) 的 Sm 吸引 子 分 歧 定理 ， 它 们 是 建立 Rayleigh- 
Benard 对 流 问题 非 线 性 理论 的 基础 . 

定理 8.11 对 于 Rayleigh-Benard 问题 (8.3.9), 有 如 下 结论 : 

(1) 当 Rayleigh 数 小 于 或 等 于 临界 Rayleigh 数 时 ， R < Rc,(8.3.9) 的 稳 态 
解 (u,T) = 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 

(2) 当 王 > Rc 时 ，(8.3.9) 从 ((w, 了 T), RR) = (0, Rc) 分 歧 出 一 个 吸引 子 ZR， 
当 m > 1 时 ， DR 是 连通 的 ， 并 上 且 是 一 个 (m 一 1) 维 的 同调 球 . 

(3) 对 任何 (w,T) € DR, 其 速度 场 4 可 表示 为 


nT m™ 
4 一 》_， akek 十 0 区 oj (8.3.11) 
k=1 和 
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其 中 ex 是 Bo 中 第 一 特征 向 量 的 速度 场 . 

(4) 分 歧 出 的 吸引 子 Zr 吸引 H/T, 这 里 工 为 (w,T) =0 的 稳定 流 形 有 余 维 
mm 在 互 中 ， 

定理 8.12 如果 (8.3.10) 的 第 一 特征 值 Ri = Rc 是 单 的, 即 dimEo = 1, 那 
么 问题 (8.3.9) 从 ((w,T), R) = (0, Re) 分 歧 出 的 吸引 子 Za 是 由 严格 两 个 奇 点 构 
成 ， DR = {91,92}. 并 且 下 面 结 论 成 立 : 

(1) $1 和 2 可 表达 为 


{* =a(R— Ro)i Wi +o(|R— Rol|#), 


| (8.3.12) 
p2 = a(R— Roe)i Vi +o(lR- Rel?), 


其 中 a > 0 为 一 常数 ， 亚 1 为 (8.3.10) 的 第 一 特征 向 量 ; 
(2) 五 能够 分 解 为 两 个 开 集 HH = +Uz,UiNU2 = 9, 并且 $i; € Ui(i = 1,2)， 
使 得 
jim llSr(t)po — $ill =0, Vpo € Uili= 1, 2), 


其 中 po = (wo, 7T0), SR(t)po 为 (8.3.9) 的 解 . 

定理 8.11 的 证 明 分 几 步 进行 证 明 . 

第 一 步 . 首先 ， 不 失 一 般 性 ,假设 Pramdtl 数 已 = 1, 否则 必须 考虑 (8.3.9) 
的 下 面 等 价 形式 ， 并 且 其 证 明 是 一 样 的 . 


+lu Vut Vp- PAu- VRVEOk =0, 
+ (uv)0— VRVEus — A =0, 


div = 0, 


其 中 9= VBT. 
然后 定义 映射 内 = 一 4 十 AB 和 G: 扣 一 HH 如 下 
A9 = (—P(Au), —AT), 
Bg = (P(Tk), us), (8.3.13) 
G($) = (一 Pi V)ul, ~—(u: V)T), 


对 任何 $= (u,T)e€ Hi, 其 中 入 = VR 以 及 P: L2(Q, R") 一 太 是 Leray 投影 . 
这 样 问 题 (8.3.9) 可 写成 如 下 算 子 方程 


dt (8.3.14) 


dr We 
(0) = po. 
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由 (8.3.13) 定义 的 算 子 满足 下 面 性 质 : 
(i) 线性 算 子 L、 = -4+ 和 AB 是 对 称 的 ; 
(ii) 非 线性 算 子 是 正 交 算 子 ， 即 


(G(O),DH=0 voeH; (8.3.15) 


( 刘 ) 由 (8.3.13) 定义 的 算 子 L、 = -4+B 和 G :一 是 满足 条 件 (6.0.2) 
和 (6.0.3). 
第 二 步 ， 现在 需要 验证 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2). 考虑 下 面 特征 值 问题 


L$= BN), $=(u,T)eH. (8.3.16) 
特征 值 问题 (8.3.16) 是 等 价 于 下 面 方程 
— Au+ Vp— ATk+ BMNu = 0, 
— AT — M3 + BON)T =0, 


(8.3.17) 
divu = 0， 


(uw,T) 满 足 (8.3.9) 的 边界 条 件 . 


由 对 称 算 子 特征 值 理论 知 ， (8.3.16)( 或 (8.3.17)) 的 所 有 特征 值 Bk(k = 1,2……) 
是 实数 ， 并 且 满 足 


(8.3.18) 
im Br(A) 一 一 Do， 


regards 


在 (8.3.18) 中 的 第 一 特征 值 1( 和 ) 与 (8.3.10) 的 第 一 特征 值 Xi = VRc 之 间 
有 如 下 关系 


Bi(A) | - , _ ~ 辣 (8.3.19) 
为 了 证 明 (6.2.1) 和 (6.2.2), 由 (8.3.18) 和 (8.3.19), 只 需 证 明 
B1(A) > 0， 当 入 > 入 1. (8.3.20) 
因为 (8.3.17) 的 第 一 特征 值 81() 具有 最 小 性 质 
[|[¥ul? + |vT|? — 2ATwus]dz 


A (8.3.21) 
(uv,T)}EH! fr + ula 
0 
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很 清楚 对 应 于 PB1( 和 ) 在 入 = 入 i 的 第 一 特征 向 量 (e, yp) e Hi 满足 下 面 关系 


/ lVel? + |Yol? — 2Xespldz | 人 (8.3.22) 
mw i 
这 样 ， (8.3.20) 可 从 (8.3.21) 和 (8.3.22) 推出 ， 于 是 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 对 工 、 
的 特征 值 (8.3.18) 成 立 . 

第 三 步 . 最 后 ， 为 了 应 用 定理 6.2 来 证 明定 理 8.11, 将 证 明 状 态 (u,T)=0 
是 问题 (8.3.9) 在 临界 Rayleigh 数 和 1 = VRc 是 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 点 . 

由 定理 3.11, 只 需 证 明 方程 (8.3.9) 在 (8.3.10) 的 第 一 特征 空间 Eo 中 除了 平 
凡 稳 态 解 (u,T) = 0 外 没有 其 他 不 变 集 . 

因为 问题 (8.3.9) 在 五 中 存在 一 个 全 局 吸引 子 2. 因此 ， 所 有 不 变 集 在 五 
中 是 一 致 有 界 的 . 假设 (8.3.14) 在 Ai = VRc 有 一 个 不 变 集 B C Eo,B A {0}. 
那么 B 中 元 素 都 是 (8.3.14) 的 线性 部 分 L、 对 应 于 B1(A1) = 0 的 特征 向 量 ， 限 
制 在 Eo 上 ， 方 程 (8.3.9) 取 如 下 形式 


P+ Vut Vp=0, 

+(V)IT = 0， (8.3.23) 
Ot 

divu = 0, 


v(u,T) € Eo. 容易 看 出 ， 对 于 (8.3.23) 的 解 (u,T) e B, 函数 (TT) = a(u(al(t)， 
T(at)) € aB c Eo 也 是 (8.3.23) 的 解 ， 即 对 任何 实数 a € R!, 集合 aB C Eo 也 
是 (8.3.14) 的 一 个 不 变 集 . 这 样 , 推出 (8.3.14) 在 入 = 入 有 一 个 无 界 的 不 变 集 ， 
这 与 (8.3.14) 存在 一 个 全 局 吸引 子 的 结论 矛盾 . 因此 (8.3.14) 在 入 = 入 的 不 变 
集 B 只 能 由 (u,T) = 0 构成 由 定理 6.2, 我 们 能 够 得 到 该 定理 . 证 毕 . 

定理 8.12 的 证 明 由 定理 8.11, 只 需 证 明 方 程 (8.3.14) 从 (8, 入 ) = (0, 和 Xi) 在 
入 > 和 1 严格 地 分 歧 出 两 个 奇 点 1 和 和 eE 可 ,并且 满 足 (8.3.12). 下 面 将 应 用 
Lyapunov-Schmiidt 约 化 来 证 明 这 一 结论 . 

因为 算 子 由 (8.3.13) 定义 的 算 子 L、: Hi 一 了 H 是 一 个 对 称 全 连续 场 ， 其 所 
有 特征 向 其 


{Velk=1,2,..…} CH (8.3.24) 
构成 五 的 一 个 正 交 基 ( 见 定理 4.2), 并 且 万 能 够 分 解 为 
四 二 Eg Es, 


EB? = {zYV1| ze 忆 :， 亚 为 Z 第 一 特征 向 量 }， 
= > yrYk E H| yr € R', vintes20) 


k=2 
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此 外 ， E3 和 E? 都 是 工 、 的 不 变 子 空间 
令 忆 :有 H 一 Et 为 规范 投影 .对 任意 be HH， 


$= I + 》 Vk, ZL, Vk € 六 


ji 
方程 LM9 + G(9) = 0 能 够 被 分 解 为 
Br (Nyx + (GP), Tn =0, k=2,3,..., (8.3.26) 
其 中 8;() 为 La 的 特征 值 ， 满 足 (8.3.18)~(8.3.20), 即 
< 0， 入 < 和 Al， 
B1(A) | = 科 ， -让 二 (8.3.27) 
>0, A>A, 


另 一 方面 ， 由 (8.3.13) 定义 的 G 是 一 个 二 重 线性 算 子 ， 并 且 


| (G(u,v), WH = —(G(u, w),v), (8.3.29) 
(G(u,v),vH =0, Vu,v,we Hi. 
从 (8.3.25) 和 (8.3.29) 可 推出 
Bi(A)z - Yryr(G(Y1), Ve)n + O(llyl) = 0 (8.3.30) 
大 一 2 
从 (8.3.26) 和 (8.3.29) 可 得 到 
2 
yk 一 rs Vir)H 十 o(|z|*), k > 2. (8.3.31) 
将 (8.3.31) 代入 (8.3.30) 得 
Bi(Mz 一 az3 +o(lz|?) = 0， (8.3.32) 


其 中 
co 1 
Q 一 2 BO CY) Wk)2 > 0, 在 入 一 和 1 附近 (由 8.95 ). 
方程 (8.3.32) 是 (8.3.14) 的 Lyapunov-Schmidt 约 化 分 歧 方程 ， 它 决定 了 
(8.3.14) 奇 点 的 分 岐 .从 (8.3.27) 可 以 看 到 方程 (8.3.32) 从 (z, 和 ) = (0, 和 li) 在 
入 > Al 分 歧 出 严格 两 个 奇 点 zl 和 zz2 


zl2 = +(B1(N)/a)3 + o(|B113). 
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因而 方程 (8.3.14) 从 (4, A) = (0, Xi) 分 歧 出 严格 两 个 解 
全 = bB2 (A)Y1 + o(|B1|3), 
02 = 一 55 (入 ) 亚 1 十 o(|B1|2), 


其 中 b> 0 为 常数 . 
下 面 证 明 公 式 (8.3.12), 记 于 (和 1) = 到, 则 有 


一 4 亚 9 十 Ai 万 亚 1 = 0， 
—AV1 + ABY1 = Di (入 ) 亚 1. 


用 (8.3.35) 减 去 (8.3.34) 可 得 


AN = (V1, TI)H (Vi, YI)n 
(一 和 ,(-A+AB)WY) 
(Vi, VI)H 
+OA_ AD) 四 于 DD# (由 [= -A+ 和 B 的 对 称 性 ) 


( 亚 1， Vn 


由 于 W( 和 ) 一 对 入 一 入 ,从 (8.3.34) 和 (8.3.36) 推出 


B1(A) — Bi(A1) 
入 1 


= (BY, VY)n/ (WY, V9). 


Sy 
从 (8.3.34) 可 知 
(By?, Wo) = ATI(4W0,W) > 0. 
因此 由 (8.3.37) 可 知 
Bi(A) = C(A— A1)+o(lA ~ Al), 


其 中 C = AT1(4 更 o, 亚 oy/ 亚 ol 2 > 0, 入 = VR,M = Vic. 
从 (8.3.33) 和 (8.3.38) 就 推出 公式 (8.3.12). 定理 得 证 . 


88.3.4 ”Benard 对 流 卷 结构 


((—-A+AB)(W 一 多) WI)H i. (A—A)(BYY, Wi)n 


(8.3.33) 


(8.3.34) 
(8.3.35) 


(8.3.36) 


(8.3.37) 


(8.3.38) 


这 一 小 节 的 目的 是 应 用 $8.1 介绍 的 结构 稳定 性 定理 来 研究 二 维 Rayleigh- 
Benard 问题 (8.3.9) 分 歧 解 的 拓扑 结构 及 其 结构 稳定 性 这 直接 与 Rayleigh- 
Benard 对 流产 生 的 对 流 卷 图 形 结构 相关 联 ， 从 理论 上 严格 地 证 明 与 实验 观察 相 


一 致 的 相 变 图 案 . 


从 理论 上 讲 ， 当 容器 在 x2 方向 的 尺度 Lz 与 zl 方向 尺度 Li 之 比 Za2z/Za 很 
小 时 ， 其 对 流 在 z 方向 波 数 k2 = 0. 这 意味 着 三 维 Rayleigh-Benard 问题 在 这 
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种 情况 下 可 约 化 为 二 维 问题 . 物理 实验 也 证 实 了 这 一 点 .此 外 ， 由 于 在 Benard 
实验 中 表现 出 的 蜂窝 状 对 流 结构 在 zizs 平面 上 具有 某 种 对 称 性 ， 从 横 截 面 的 侧 
视角 度 看 ， 三 维 Rayleigh-Benard 对 流 能 够 很 好 地 从 二 维 观点 得 到 理解 . 

令 Q=(0Dx(0l)cR2zr= (zzs)eQ. 为 了 简单 , 这 里 只 考虑 自由 -上 自 
由 边界 条 件 ， 即 取 (8.3.4) 和 (8.3.7) 作为 组 合 的 边界 条 件 . 此 时 Rayleigh-Benard 
问题 (8.3.9) 可 写 为 如 下 形式 


去 | 低 十 (UV)u 十 一 人 ul 一 六 
. | 容 +eva+ 训 | — Ausa— VRT = 0， 
rl Ors (8.3.39) 
+ WT- VRus -AT=0, 
Oul Ou3 
Dri + drs 
wn =0， er = 0 在 680 上 ， 
T=0， 在 zs = 0,1， (8.3.40) 
oT 
Or1 = 0， 在 zi = O05 
(u, 了 ) 一 (wo, 70), 在 t 一 0， (8.3.41) 
这 里 = (ui,us) 是 对 应 于 (zi,zs) 坐标 的 速度 场 . 
方程 (8.3.39) 的 特征 值 方程 为 
op _ 
一 Aul 十 三 洛 ; 
Op 
一 一 一 二 AT. 
os (8.3.42) 
— AT = 和 Au3, 
au ,Ous _ 
Or1 Ors 和 
其 中 入 = VR, 边界 条 件 为 (8.3.40). 
关于 特征 值 问 题 (8.3.42) 和 (8.3.40), 取 变 量 分 离 如 下 
加 1 dh(zi) adw(zas) 
a2 dzi az3 
u3 一 h(z1)w (zr3), (8.3.43) 


T= hf(zl )p(zsh， 
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其 中 a? > 0 为 待定 常数 . 
由 (8.3.42) 及 边界 条 件 ui = 0 在 zi=0,1, 有 


dh = —a2h 
dz? | 
1 (8.3.44) 


h'(0) = AW(L)=0 


此 外 ， 函 数 情 和 vy 满足 


(8.3.45) 


边界 条 件 (8.3.40) 产生 
2(0) = p(1) = 0, 
»(0) = wv(1) = 0, (8.3.46) 
y"(0)=w (1) =0, 
特征 值 问 题 (8.3.44) 的 解 为 
we 
h(xi}=co8ar1, 0 = 72 k= 1,2,... (8.3.47) 


对 于 给 定 的 a= 工 , 问题 (8.3.45) 和 (8.3.46) 的 第 一 特征 值 (a) 和 第 一 特 
征 向 量 由 下 式 给 出 


| MN(a) = (r2 + a?)? /a, 
(8.3.48) 


1 
(wp) = (sinnza, — VT? 十 a2sinTZ3). 
a 


待定 常数 a = kx/L 由 波 数 大 确定， 而 大 应 该 使 和 (a) 取 最 小 值 ， 即 取 整 数 
ko E N. 使 其 满足 


A = XM(kor/ 碾 ) = min |r 4L°(1 + k2/L’) /Kalk (8.3.49) 


当 工 充分 大 时 ， 从 (8.3.49) 可 解 出 波 数 &, 波长 a 和 临界 Rayleigh 数 为 


V2 (8.3.50) 
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从 (8.3.43),(8.3.47),(8.3.48) 和 (8.3.50) 可 以 得 到 对 应 的 第 一 特征 向 量 更 ; = 
((w1, ws), 了 ) 为 

Ul 一 —V2sin 了 COS TFTZ3， 


Ts.l ， 
U3 = COs 一 二 sin TZ3， (8.3.51) 


V2 
1 到 V3 cos 万 Sin TT3. 
此 时 ， 在 (8.3.51) 中 的 速度 场 


e 一 (~Vasin ed 


大 
7 COS XTT3, COS 了 sin res) (8.3.52) 


有 上 大 个 流 涡 ， 其 拓扑 结构 如 图 8.5 所 示 . 


HOIY 


(b) 
图 8.5 (a) 和 (b) 有 相反 的 定向 


下 面 定理 表明 二 维 Rayleigh-Benard 问题 (8.3.39)~(8.3.41) 解 的 渐 近 结构 是 
拓扑 等 价 于 图 8.5 所 示 的 对 流 卷 结构 ， 此 与 物理 实验 观察 的 现象 是 一 臻 的. 

定理 8.13 ”存在 一 个 数 5 > 0, 当 Rayleigh 数 尺 满 足 Rc < R< Rc+o(Rc ~ 
27m?) 时 ， 肛 能 够 分 解 为 两 个 开 集 五 = 六 二 成 ,Di n Us = 由 使 得 下 面 结论 成 
立 ， 

(D 对 任何 初 值 to = (uo,70) < Ui(i = 1,2), 存在 时 间 如 > 0, 使 当 上 > 如 
时 ， 间 题 (8.3.39)~(8.3.41) 解 (u(t, go),T(t go)) 中 的 速度 场 wb bo) 拓扑 等 价 于 
图 8.5(a) 所 示 结 构 对 po € i, 等 价 于 (b) 所 示 结 构 对  E U2; 

(2) 当 t> 如 时 ，ult,Go) 具有 上 大、 ZL/V5 个 小 浊 
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证 明 当 zi 方向 的 水 平 长 度 工 > 1 充分 大 时 ， 其 波 数 上 和 临界 Rayleigh 数 
Rc 由 (8.3.50) 给 出 ， 容 易 验证 ， 由 (8.3.52) 给 出 的 第 一 特征 向 量 速度 场 +e 具 
有 如 图 8.5(a) 和 (b) 所 示 拓 扑 结 构 ， 并 且 具 有 太守 L/ V2 个 洲 涡 .由 结构 稳定 性 
定理 (定理 8.1), 速度 场 士 e 是 结构 稳定 的 . 再 由 定理 8.12 和 表达 式 (8.3.12), 问 
题 (8.3.39)~(8.3.41) 从 (0, Rc) 分 歧 出 的 两 个 稳 态 解 由 和 go 的 速度 场 分 别 拓扑 
等 价 于 e 和 -~-e 对 Rc< 尺 < Rc 十 6, 并 且 也 是 结构 稳定 的 . 

对 任何 初 值 po = (wo, To) € HH, 存在 一 个 时 间 7 > 0, 使 得 问题 (8.3.39)~ 
(8.3.41) 的 解 (u(t, $0),T(t, 90)) 是 Ce 对 t+ > 7， 因 此 该 定理 能 够 立刻 从 定理 
8.12 和 下 面 将 证 明 的 H* 范 数 一 致 有 界 性 定理 推 得 . 这 样 定理 8.13 得 证 . 

为 了 获得 定理 8.13 以 及 后 面 将 证 明 的 Taylor 洲 涡 结构 定理 ， 需 要 下 面 H* 
范 数 一 致 有 界 性 定理 对 问题 (8.3.39)~(8.3.41) 成 立 、 记 


HS = {(u,T) € H*(Q, R*)N HI(u, T) 满 足 (8.3.40)}. 


定理 8.14 令 上 > 1 为 任 一 整数 . 若 w = (uo,Tb) e H$, 那么 存在 一 个 数 
C > 0 依赖 于 如 , 使 得 问题 (8.3.39)~(8.3.41) 的 解 (w(t, $0),T(t, po)) 是 一 致 H* 
有 界 的 ， 
Cult, Bo), T(t, bo) 和 C, Viz0. 
证 明 令 光 是 流 函 数 ， 使 得 
3 _ 


Ul 


= Bz» U3 Or : 
那么 方程 (8.3.39) 可 改写 为 (为 了 方便 这 里 取 P. = 1) 


oy Tw, AV] + Ay 十 A = 0, 


ot 

(8.3.53) 
aT ay 
亚 十 J{Z ,区 一 A 人 7 一 A = 0, 


其 中 对 任何 函数 f 和 9g, J[f,g] 定义 为 


7[f,9] = SL 


Drl Ors Drl Dr3 
边界 条 件 (8.3.40) 被 归 为 


$=0 Ow/0r2=0，T=0， 在 zs = 0,1， 3 
y=0， wv/0r? = 0， 697/arl = 0， 在 zl = 0,L. 
只 需 证 明 (8.3.53) 和 (8.3.54) 的 解 在 下 面 空 间 中 是 一 致 有 界 的 即 可 . 
E* —{(w,T) Ee FE+l(O) x H*(Q) 满 足 (8.3.54)}. 


由 对 称 全 连续 场 谱 理 论 可 知 ， 下 面 问题 的 特征 向 量 {(e;, hj)} 构成 B* 的 一 
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正 交 基 
Aze = )》e， 
— Ah = Mh, 
(e,h) 满 足 边 界 条 件 (8.3.54)， 
并 且 它 们 由 下 式 给 出 
. kn 
ekj = Sin 了 ZI (Zz3), 
k (8.3.55) 
n 
| hk; = COS 了 ZI1Wkj(Z3)， 
其 中 (PkjI 和 Wk] 满足 
d? K272\“ 
攻 一 < Pkj = MkjPkI, 
PkjI 一 PRj = 0， 在 zs = 0, 1， 
d? k272 
- (总 之 3 ) Wkj = MRjWkj) 
Wkj = 0, 在 za = 0,1. 
另 一 方面 ， 考 虚 zl 方向 的 周期 边界 条 件 
Wz1, 73) = P(r1 + 2L, 73), 由 二 ww = 二 0， 在 zr3=0,1,， (8.3.56) 
T(z1, x3) 一 T(z1 + 2L, xz3), 一 0， 在 zs 一 0， 1 (8.3.57) 


令 Q@= 尽 x(01DC R?, 以 及 
Ht(Q) = {we H*(Q)| 满足 (8.3.56)}， 


HK(Q) = {Te H*(Q)| 7 满足 (8.3.57)}. 
那么 函数 (w,T) < Hp+?(Q@) x Hp(Q@) 有 Fourier 展开 


一 ，KTTZ1 一 大 TFTZ1 

= 2 Wj Sin T Pkij(T3) + Wkj COS I Pkij(T3), 
oo KTTZ1 一 大 TIT1 

T= 这 Tkj coS Wkj(T3) + Tk; sin 7 Wh; (ZX3). 
,j= 


考虑 HK+?(Q) x HK(Q) 的 子 空间 E*(@)， 它 由 所 有 满足 下 面条 件 的 函数 
(%,T) 组 成 
1 Eee 一 切 (Z1; 7Z3)， 
T(—Z1, 73) = 了 (zl,z3)， 
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Er(Q) 中 函数 具有 下 面 形式 的 Fourier 展开 


DO 
， knr1 
»= > 为 Wk Sin pkij (TX3), 


L 
k,j=1 


T= > Tkj COS 2 Wk; (x3). 
k,7=1 
显然 子 空间 E*(Q) 是 在 H*+2(Q@) x K*(9) 中 是 闭 的 ， 令 E(Q) 是 E*(8) 在 
L[? 范 数 下 的 完备 化 ， 可 以 看 到 


(AY,T), (A2w, AT), ( 府 : 吕 ) (Jly, AW), JIT,W) € E(Q) 


对 任何 (w,T) e E*(Q)(k > 2) 成 立 . 

因而 子 空 间 E*(Q@) 对 问题 (8.3.53) 及 周期 边界 条 件 (8.3.56) 和 (8.3.57). 
也 就 是 说 若 初 值 WE E*(Q)， 那 么 问题 (8.3.53), (8.3.56) 和 (8.3.57) 的 解 
(w(t,9$),T(t,9)) 对 所 有 时 间 上 > 0 都 保持 在 B*(Q@) 中 


(v(t,9), T(t, 9)) E E*(Q), vt>0, 


这 里 (w(0,9),T(0,9)) = 9. 

问题 (8.3.53), (8.3.56) 和 (8.3.57) 的 解 (w(t,9),T(t,98)) 在 H+? x H* 范 数 
下 是 一 致 有 界 的 ， 只 要 初 值 $e€ H*+?(Q@) x HK(Q@)[29. 注意 到 (8.3.55) 的 函数 构 
成 E* 的 一 个 正 交 基 ， 这 里 

E* = E*(Q)ln. 

Er*(Q)ln 为 E*(Q@) 的 函数 限制 在 Q 上 所 组 成 的 空间 ， 这样 ， 就 证 明了 对 任何 
he Ek, 问题 (8.3.53) 和 (8.3.54) 的 解 (w(t,9),T(t,9)) 是 在 H*+? x H* 范 数 下 
一 致 有 界 的 . 定理 得 证 . 

注 8.3 ”对 于 方程 (8.3.39) 配 以 下 面 边 界 条 件 


&1 = 0, a Cr 在 zl = 0, 工 , 
Or1 Oxi (8.3.58) 


u=T=0, 在 xs 二 中 
定理 8.13 和 8.14 同样 成 立 . 
88.3.5 ”关于 流体 动力 学 的 评论 


与 物理 与 化 学 中 其 他 相 变 问题 不 同 ，Rayleigh-Benard 热 不 稳定 性 是 人 们 在 
平时 日 常生 活 中 经 常 能 够 见 到 的 一 种 自然 现象 ， 它 为 大 家 所 熟知 ， 从 物理 上 ， 
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Rayleigh-Benard 对 流 是 属于 非 平衡 相 变 范畴 ， 它 在 流体 动力 学 稳定 性 理论 中 具 
有 基本 的 重要 性 . 

从 Lord Rayleigh 建立 的 线性 理论 ， 人 们 对 Rayleigh-Benard 对 流 有 了 许多 
了 解 . 其 中 最 重要 的 一 个 方面 就 是 知道 Rayleigh 数 尺 是 决定 对 流 是 否 发 生 的 关 
键 因素 ， 并 且 从 理论 上 能 够 算出 容器 高 度 远 小 于 水 平 直 径 情 况 下 临界 Rayleigh 
数 Rc 的 值 . 然而 由 于 Rayleigh-Benard 对 流 本 质 上 是 一 个 非 线性 问题 ， 因 而 线 
性 理论 是 不 足以 完全 理解 这 个 问题 ， 特别 是 线性 理论 不 能 说 明 为 什么 相 变 所 产 
生 的 对 流 具 有 稳定 性 ， 也 不 能 表明 发 生 相 变 的 类 型 以 及 相 变 的 临界 指数 8 等 . 

定理 8.11 和 8.12 是 Rayleigh-Benard 对 流 问 题 非 线 理论 的 基础 , 而 定理 8.13 
则 从 理论 上 严格 地 证 明了 二 维 Rayleigh-Benard 对 流 的 发 生 . 这 个 非 线性 理论 从 
如 下 几 个 方面 加 深 了 人 们 对 Rayleigh-Benard 对 流 的 理解 : 

(1) Rayleigh-Benard 对 流 的 稳定 性 是 由 流体 的 竺 性 及 热 扩 散 与 非 线性 项 ((u: 
V)u, (wu:V)T) 相互 作用 的 结果 ， 并 且 该 稳定 性 是 全 局 的 . 

(2) 对 所 有 合理 的 物理 边界 条 件 及 容器 的 几何 尺寸 , 热 对 流 发 生 的 相 变 都 是 
连续 性 的 ， 没 有 跳 路 型 的 相 变 ， 这 在 相 变 现象 中 是 很 特别 的 . 

(3) 相 变 的 临界 指数 ， 即 公式 (8.3.12) 中 (及 - Re)? 的 指数 8 = 3. 即使 Rc 
的 特征 值 重 数 m > 1, 也 可 以 证 得 临界 指数 8 = 3. 这 本 质 上 是 由 (8.3.13) 定义 
的 非 线 性 项 G($) 的 正 交 性 质 (8.3.29) 造成 的 . 

(4) 从 理论 上 人 们 清楚 了 热 对 流 的 图 形 结构 是 由 (8.3.10) 的 第 一 特征 向量 拓 
扑 结构 所 决定 ， 定 理 8.11 中 的 结论 (3) 就 表明 了 这 一 点 . 这 是 连续 型 相 变 的 基 
本 特征 . 

事实 上， 从 Rayleigh-Benard 对 流 的 非 线 性 理论 ， 人 们 关于 热 对流 还 可 以 有 
更 多 的 理解 ， 特 别 是 在 后 面 将 介绍 的 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环流 研究 中 ， 我 们 
能 够 看 到 这 一 点 . 

为 了 使 人 们 对 流体 的 物理 方面 有 更 多 的 了 解 ， 下 面 对 几 个 常见 的 边界 条 件 
物理 意义 给 予 简单 的 说 明 . 

首先 是 Dirichlet 边界 条 件 ， 即 速度 场 4 在 边界 上 没有 滑动 : vlan = 0. 在 物 
理 上 称 为 刚性 边界 条 件 . 这 种 条 件 主 要 适合 丁 这 些 自 然 状 况 : @ 流 体 边 界 的 表 
面 不 光滑 ， 具 有 较 大 的 摩擦 系数 ; @ 流 体 在 靠近 刚性 边界 附近 的 流速 较 低 ; 图 流 
体 的 黏 性 系数 大 . 

第 二 种 边界 条 件 是 自由 边界 条 件 ， 它 的 数学 表达 为 


让 二 证 Re = 0， 在 8Q 上 . 
这 种 边界 条 件 物理 上 也 称 为 自由 滑动 边界 条 件 ， 该 条 件 的 物理 意义 是 流体 在 边 


界 上 的 前 切 应 力 为 零 ， 这 种 边界 条 件 主 要 适用 于 这 些 自然 状况 : 巴 边 界 为 两 种 
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不 同 流体 的 相交 面 ， 如 水 的 表面 与 空气 接触 ,或 者 油层 在 水 上 浮动 ; @ 刚 性 边界 
表面 非常 光滑 ， 摩 擦 系数 很 小 ; @ 在 刚性 边界 附近 流速 较 高 ， 如 风 吹 沙 起 就 属于 
这 种 情况 ; 印 流 体 的 黏 性 系数 很 小 . 

最 后 ， 人 们 常见 的 边界 条 件 是 周期 边 值 问题 . 这 种 问题 是 常用 在 下 述 几 种 情 
况 : 多 流体 在 一 个 环形 域内 运动 .此 时 ， 周 期 边界 条 件 仅 在 某 个 一 维 方向 ， 如 环 
形 域 的 9 角 方 向 ; 外 流体 是 在 一 个 盘子 内 ， 其 盘子 的 高 度 与 其 平面 x 和 y 方向 
直径 比 都 非常 小 ， 此 时 多 采用 zy 平面 上 的 周期 边界 条 件 . Rayleigh-Benard 问 
题 的 传统 线性 理论 及 Yudovich 等 人 的 定 态 分 歧 理 论 8”,113,114 都 是 采用 这 种 周 
期 边界 条 件 . 

这 里 需要 强调 指出 ， 上 述 三 种 常用 的 边界 条 件 没有 一 个 是 严格 符合 自然 现 
象 的 ， 它 们 都 是 在 不 同 环境 和 条 件 下 的 一 种 近似 ， 在 大 多 数 情 况 下 这 种 近似 能 
够 很 好 地 描述 流体 运动 ， 并 保留 了 它们 的 实质 特征 . 


388.4 ”Taylor 问题 


§8.4.1 ”Taylor 实验 与 Taylor 湾 洞 


在 上 一 节 , 我 们 看 到 热 不 平衡 是 造成 流体 动力 学 不 稳定 性 的 一 个 重要 原因 . 
这 一 节 ， 我 们 将 进一步 了 解 到 ， 由 于 流体 弯曲 运动 产生 的 离心 力 是 造成 不 稳定 
性 的 另 一 个 重要 原因 ， 

由 离心 力 产 生 不 稳定 性 的 理论 研究 是 从 著名 的 Taylor 实验 开始 的 . 1921 
年 ， G.ILTaylor 考察 两 个 同 轴 圆 柱 体 之 间 环 形 空间 中 黏 性 流体 的 稳定 性 现象 . 
在 他 的 实验 中 ， 取 rl 和 ra(ri < 72) 为 两 个 同 轴 圆 柱 体 的 半径 ， 并 且 使 两 个 柱 体 
沿 同方 向 进行 旋转 . 令 Qi 和 92 分 别 为 内 柱 体 和 外 柱 体 旋 转 的 角速度 ， 记 


2 
T= 1, . (8.4.1) 


其 中 > 为 动力 黏 性 系数 ，! 为 长 度 单位 . 无 量 纲 数 工 称 为 Taylor 数 . Taylor 考 
虑 了 这 种 情况 ， 即 两 个 柱 体 之 间 的 间隙 rz 一 "71 与 柱 体 平均 径 ro a 十 72) 相 
比 是 很 小 ， 并 且 两 柱 体 是 沿 同 一 个 方向 旋转 .他 发 现 当 Taylor 数 了 小 于 某 个 临 
界 值 Tc(T < Tc) 时 ， 两 柱 体 间 的 流体 流 ( 称 为 Couette 流 ), 是 稳定 的 ， 而 当 
超过 To 时 ，Te <T<Tc+e 对 某 个 >0, 从 这 个 绕 柱 体 旋 转 的 基本 流 中 突然 
生出 洲 涡 流 ， 这 些 洲 涡 在 两 柱 体 的 纵向 截面 区 域 中 规整 地 排列 ， 并 且 是 轴 对 称 
的 ， 如 图 8.6 所 示 . 

自从 Taylor 的 实验 后 ， 人 们 从 理论 上 和 实验 上 对 弯曲 流 的 稳定 性 进行 了 大 
量 的 研究 [8,17,96,97] 今 


k= dN /Ni, n=7/r2. (8.4.2) 
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图 8.6 ”Taylor 洲 涡 


则 根据 Rayleigh 判 据 ， 当 jy. > 时 , 两 柱 体 间 的 Couette 流 总 是 稳定 的 . 因而 不 
稳定 一 定 是 在 > 的 情况 下 发 生 . 进一步 的 实验 表明 ， 当 两 柱 体 间 际 rz 一 "71 
与 平均 半径 5(rl 十 r2) 相 比 不 是 很 小 ， 或 者 两 柱 体 在 相反 方向 旋转 (x < 0) 的 情 
况 下 ， 相 变 后 产生 的 流 的 结构 就 复杂 多 了 . 


$8.4.2 ”控制 方程 


在 两 个 同 轴 柱 体 之 间 不 可 压缩 黏 性 流 的 控制 方程 是 柱 坐 标 (7, 9,z) 的 Navier- 
Stokes 方程 ， 表 达 为 


Our uy 909/ 2 Oug ur 

Bt +(u Wh Or (3)+v (aw -训导 - 和 所)， (8.4.3) 
a & (wu TV)ue 十 36 (2)+ "(Au + 80 - 坚 ) ， (8.4.4) 
Ou-> a ‘8 了 

下 十 (uVjun 一 一 元 加 十 ZAuz， (8.4.5) 


O(rur) Due  O(ruz) 

-页 页 下 
其 中 ” 为 动力 黏 性 系数 ， p 为 质量 密度 ，% = (wr,ue,uz) 为 速度 场 ， 2 为 压力 
函数 ， 以 及 


= 0， (8.4.6) 
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了 
Bi ror ro ”5057 
Taylor 问题 的 基本 流 ， 称 为 Couctte 流 ， 就 是 方程 (8.4.3)~(8.4.6) 的 一 个 稳 
态 解 ， 其 表达 为 


1 
tu = =0, ue=V(r) p= » | =V (rm)dr [8,47 
V(r) = ar + ob/r. 
由 边界 条 件 
V(r1) 一 《2171， V(r2) 到 42272， 
在 (8.4.7) 中 的 常数 a 和 5 由 下 式 给 出 
a 2 = 
Q = -QT b= NN! “各 (8.4.8) 
其 中 和 ”是 由 (8.4.2) 所 定义 ， 这 里 总 是 假设 
0 (8.4.9) 


为 了 研究 Couette 流 (8.4.7) 的 稳定 性 ， 需 要 考虑 它 的 摄 动 状态 


1 
Ur, V+ U9， Uz, 也 十 » =V (r)dr 


按照 Taylor 的 方式 , 假设 上 述 摄 动 是 轴 对 称 的 ， 也 就 是 说 摄 动 清 数 
(ur, ug,uz) 及 了 是 与 9 无关 ， 这样， 从 (8.4.3)~(8.4.6) 得 


2 + (YY: Vu = yzAuz 一 2 
3 
ou i -2 = vy(Aur 一 tr 
7 (8.4.10) 
de enn (Van 
4 (UV)ue + 一 v(Aug 3) (V'+ J 
O(rur) .Olruz) _0 
Or bz 
其 中 
八 一 站 十 1 2 十 
Dr2 ror 
0 
(LY) = Wr + 地 


方程 (8.4.10) 的 定义 域 为 M = (71,72) x (0,Z) C RR, 这 里 工 是 两 柱 体 之 间 
流体 的 高 度 ， 有 有 几 种 物理 上 合理 的 边界 条 件 ， 在 径 向 有 两 种 边界 条 件 : 


88.4 Taylor 问题 


(1) 自由 边界 条 件 


ur = 0， 2 =0， wo = 0， 在 r = rrz; 
(2) 刚性 边界 条 件 
Ur = Us = U9 = 0， 在 r =r1,72 
在 z 方 向 有 四 种 边界 条 件 : 
(1) 自由 边界 条 件 
uz 一 0， = 2 = 0， 在 z = 0,7; 


(2) Dirichlet 边界 条 件 
wz = Ur = 1 三 0， 在 z = 0, 上 ; 
(3) 自由 - 刚性 边界 条 件 


Uz = Ur = Ug = 0， 在 z = 0; 
(4) 周期 边界 条 件 
4 一 (zurytub) 在 z 方 问 是 周期 的 . 
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(8.4.11) 


(8.4.12) 


(8.4.13) 


(8.4.14) 


(8.4.15) 


(8.4.16) 


方程 的 无 基 纲 化 ， 为 了 讨论 Taylor 问题 的 跃迁 ， 需 要 考虑 方程 (8.4.10) 的 无 其 


纲 形式 ， 为 此 取 下 面 变 换 
Tz 二 lz， X= (7,70,z)， 为 某 一 长 度 单位 ， 


t = Lt fv, 
u=vu/l, = (Uz, ur, U9), 
p= pv2p'/L?. 
省 略 上 撤 ， 方 程 (8.4.10) 的 无 基 纲 形式 为 
Ourz _ Op ,~ 
a Auz 一 2 (五 :.V)uz， 
Du 1 2d2 b Op ,~ # 
pT (A — 72)ur 十 ot 元)v0 一 Br + (UV)ur — Ug/T, 


Oug 1 212a Urug 
= 人 一 万 + Ur 二 (UU:V)ue+t ? 


v 7 
O(rur) O(ruz) _ 
Or Oz 


其 中 a,b 由 (8.4.8) 给 出 ， Aw 和 ( 习 .V) 如 (8.4.10) 中 所 定义 . 


0， 


(8.4.17) 


(8.4.18) 
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88.4.3 ”小 间隙 情况 


首先 考虑 ra 一 mi 与 (ns 十 72) 之 比较 小 , 并 且 1 > 0 的 情况 , 这 就 是 Taylor 
最 初 进行 实验 的 条 件 . 此 时 在 (8.4.17) 中 取 1= d = rz -mi, 忽略 7r-"(n >1) 的 
项 ， 然 后 从 (8.4.18) 得 到 小 间 际 情况 的 近似 方程 如 下 


Ous _ < 

Bt 一 人 Au: (u V )uz, 

Our = Au 一 op + 和 A(l1 — (1—p)(r or7i))ue — (VY VY)ur, 

Or (8.4.19) 
Be = Aug + Mr — (UL: V)ue, 

Se 

Or Oz 


其 中 入 = VT,T 为 Taylor 数 由 下 式 给 出 
T=4x ad a=(T -vr)/( 一 792). 
方程 (8.4.19) 配 以 下 面 边界 条 件 
条 件 (8.4.11) 或 (8.4.12) 与 (8.4.13)~(8.4.16) 中 一 个 的 组 合 . (8.4.20) 
取 空 间 框 架 为 
H= {ue (duo) € LM, RI) divi =0, iinloem = 0}， 
Hi = {u= (zu) ee 五 ?AM 到) NAHI vu 满足 (8.4.20)}. 
(8.4.19) 的 线性 化 方程 由 下 式 给 出 


am 一 -一 一 0， 
人 Au: 十 5: 


Op _ 
A (8.4.21) 


一 人 Auo = 人 ur., 
Our Ouz 
Or Oz | 


令 Xo>0 是 (8.4.21) 及 边界 条 件 (8.4.20) 的 第 一 特征 值 ， 称 下 面 的 数 


一 人 zu 十 


0 


Toe=X2 


为 临界 Taylor 数 . 
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当 jy 一 1 时， (8.4.21) 归 到 下 面 称 特征 值 方程 


(8.4.22) 
= Aug 一 ALT， 


divi = 0. 


令 (8.4.22) 和 (8.4.20) 的 第 一 特征 值 为 Xo > 0 有 代数 重 数 m(m > 1), 对 应 
的 特征 向 量 为 vi(1 < i < m). 其 对 应 的 特征 空间 为 


Eo= span{vi| 1 <i< m}. (8.4.23) 


不 难 验证 ， 在 条 件 (8.4.9) 假设 下 ， 对 无 量 纲 长 度 单位 &=7m 一 71 = 1 及 小 
问 际 情况 


(ri + 72) >d=r2 -ni=1, 
条 件 .一 1 可 等 价 地 被 下 面条 件 取 代 
ri = (2+6)/(1—), (8.4.24) 
其 中 5 > 0 为 某 个 实数 .此 时 Taylor 数 了 中 的 参数 
a= (7 -Hp/(l -7) = 6/2. 


下 面 给 出 小 问 际 情况 下 的 Taylor 问题 非 平 衡 相 变 的 跃迁 定理 ， 它 包括 了 所 
有 可 能 的 物理 边界 条 件 . 

定理 8.15 假设 mm 闵 d 满足 (8.4.24). 那么 Taylor 问题 (8.4.19) 和 (8.4.20) 
在 (u,T) = (0,Tc)(Tc = 总 为 临界 Taylor 数 ) 发 生路 迁 ， 即 发 生 非 平衡 相 变 . 
更 具体 地 ， 存 在 一 个 数 «> 0, 当 0< 人 -Tc <k 时 ， 下 面 结 论 成 立 : 

(1) 问题 (8.4.19) 及 (8.4.20) 有 一 个 吸引 子 Ar,0 4 AT,dimAr < m, 使 得 
Ar 吸引 H/T, 其 中 了 是 4=0 的 稳定 流 形 在 了 H 中 有 余 维 codimT > 1 

(2) 对 任何 ur e 4r 有 如 下 表达 式 


UT 一 0T 十 TUT E Eo (Eo 如 (8.4.23) 所 定义 )， 
8.4.2 
,wllorl =0 i 

其 中 Xo 是 (8.4.22) 的 第 一 特征 值 . 


定理 8.16 假设 71 六 d 满足 (8.4.24), 并 且 (8.4.22) 的 第 一 特征 值 Xo 是 单 
的 . 那么 下 面 结 论 成 立 ; 
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(1) 在 定理 8.15 中 的 吸引 子 4zr 由 Taylor 问题 (8.4.19) 和 (8.4.20) 的 严格 两 
个 平衡 点 构成 ， 即 Ar = {uT ,zz}, 并 且 
ul = Q(T, p)vo + wi(T, p), 
u2 = —Q2(T, p)vo + wa(T, p)) (8.4.26) 
wi(T, 1) = ollai(T, 1)|))， i = 1,2, 
其 中 ai >0 及 a(T,p) 一 0 当 T 一 和 ,pp 一 1. 
(2) 进一步 ， 五 能 够 被 分 解 为 两 个 开 集 UY 和 U3: 
H=Ur +U0I,UTINUT =6, oe€ OUT NOUZ, 
使 得 U7 e UT(i = 1,2), 并 且 
lim llult, wp) — uf =0， 对 p € UF (i= 1,2), 


其 中 u(t, wp) 是 (8.4.19) 和 (8.4.20) 的 解 其 初 值 为 y. 
注 8.4 在 定理 8.15 和 8.16 中 ， Taylor 问题 的 相 变 模式 只 有 两 种 ， 一 种 是 
连续 性 跃迁 ， 另 一 种 是 湿 合 型 ， 相 变 取 哪 一 种 模式 依赖 于 边界 条 件 . 
注 8.5 表达 式 (8.4.25) 和 (8.4.26) 对 Taylor 问题 的 相 变 是 非常 有 用 的 ， 它 
表明 相 变 的 图 形 结构 是 由 对 称 特征 值 问题 (8.4.22) 的 第 一 特征 向 基 所 控制 . 
定理 8.15 的 证 明 将 应 用 定理 6.23 来 证 明 该 定理 .首先 定义 映射 
Gi =», 
SA :Hi—H, 
LA+tAD: HH 
如 下 
Au = P{A, Aue}, 
Bu = P{(0, we), ur}, 
Su = P{A(O0,—(1 — p)(7 — 71)uo), 0 
G(u) = P{[(¥: V)ul, (vu V)ue}, 
其 中 以 = (Vue) € i, 评 = (UzyUr),P :2(M,R) 一 五 为 Leray 投影 , 这样 问题 
(8.4.19) 和 (8.4.20) 可 等 价 地 写成 下 面 抽象 形式 


du _ 
dt | 


容易 验证 ， 由 (8.4.28) 定义 的 算 子 满足 条 件 (6.0.2) 和 (6.0.3), 并 且 Ls 是 对 
称 的 ， S* 满足 


(8.4.27) 


Lu 十 Su + G(u). (8.4.28) 


St < AI — 1). 
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由 (8.4.24), 当 mi 一 oo 时 ， (1 一) 一 0. 因而 条 件 (6.6.2) 成 立 . 
再 来 考虑 下 面 特征 值 问题 


Lau= BAu, v= (uz,ur, Ue) € 万 1. 
由 (8.4.27), 上 面 的 抽象 方程 对 应 于 下 面 方 程 


Au;, 一 5 -= = P(A)u;, 
Aur 一 Op + Xue = B(A)ur, 
Or (8.4.29) 
Aug + Aur = B(A)ue, 
Our Ou: _ 
Or Oz | 0. 


显然 (8.4.29) 与 Benard 问题 的 线性 化 方程 (8.3.17) 具有 相同 形式 . 因而 由 (8.3.19) 
和 (8.3.20) 可 以 看 到 ， (8.4.29) 的 第 一 特征 值 81( 和 A) 与 (8.4.22) 的 第 一 特征 值 0 
之 间 有 如 下 关系 
<0, 当 入 < 入 0， 
B(A) $4 =0， 当 和 = 和 N00, 1<igm, 
> 0, Dp 入 0， 


其 中 m1 是 Bi( 和 A) 在 和 =o 的 重 数 ， 此 外 由 (8.3.18) 可 以 得 到 (8.4.29) 的 其 
他 特征 值 8;( 和 )(j > m 二 1) 满足 


Bi(Xo) <0, Vi>2m+l1. 


于 是 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2) 被 满足 . 
现在 需要 证 明 w= 0 是 下 面 方程 在 入 = Xo 的 全 局 渐 近 稳定 的 平衡 点 


~ = 了 工 M 十 G)，VE 五 1. (8.4.30) 


同样 地 , 方程 (8.4.30) 与 Benard 问题 (8.3.9) 具有 相同 形式 . 因而 4 = 0 是 (8.4.30) 
在 入 = Xo 的 全 局 渐 近 平衡 解 . 

最 后 ， 应 用 与 Foias et al.f29 相同 的 方式 可 以 证 明 方 程 (8.4.28)， 即 问题 
(8.4.19) 和 (8.4.20) 对 任何 和 ,uw ee R! 具有 一 个 全 局 吸引 子 . 这 样 该 定理 可 从 
定理 6.23 推 得 ， 定 理 证 毕 . 

定理 8.16 的 证 明 该 定理 是 定理 6.27 的 直接 推论 ， 其 条 件 都 在 定理 8.15 
的 证 明 中 被 验证 . 


88.4.4 >z 周期 边界 条 件 
这 一 节 考 虑 一 般 非 小 间隙 情况 z 周期 边界 条 件 的 Taylor 问题 . 在 (8.4.17) 
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中 取 1!=72, 则 从 (8.4.18) 可 得 到 如 下 形式 的 无 基 纲 方程 


Qu, _ Op ,~ 
Be 一 Aus Bz2 — (LV)uz, 
2 
ey .ee | WY 
Ot 和 和 Or 7 
网 ) 2 (8.4.31) 
0 2 _ wr 8 {~ 
一 (a 太 ) Ug + MRur 和 (YY) ug, 
O(ruz)  O(rur) 
B82 1 6 人 
其 中 入 = VT,T 为 Taylor 数 ，« 和 了 工 由 下 式 给 出 
_ ，Y2 4a2 
To ON lH/ (8.4.32) 


1 i- 
此 时 无 量 纲 区 域 为 M = (n,1) x R! C R?, 边界 条 件 取 (8.4.12) 与 (8.4.16) 的 
组 合 
(8.4.33) 
u 在 z 方 向 是 周期 的 . 


需要 指出 ， 这 一 节 的 结果 对 (8.4.11) 和 (8.4.16) 组 合 的 边界 条 件 也 是 成 立 
的 . 
对 于 问题 (8.4.31) 和 (8.4.33), 建立 如 下 空间 框架 


HH= {ue (M,R)| div(rz) = 0,u 是 z 周 期 的 }, 


(: = (Wz, Ur, U0) = 0， 在 r = ,1， 


Hi = {u€ H2(M, ER)nmn 五 | v 满 足 (8.4.33)}， 
HH 空间 的 内 积 定义 为 
(tu)E = ru: vdzdr. 
M 
算 子 LL = 一 4 十 和 AB 及 G: 开 一 H 定义 为 
1 1 
Au = P(—Au,, — (A 一 态 ) Wr, — (A 一 二 ) ug), 
Bu = 卫 (0， ( 语 一 6 Ug, KU7 )) (8.4.34) 
人 
[二 (@&: he (= 2 (ET)ug + ww ] 
其 中 PP: 区 (M,R3) 一 H 为 Leray 投影 .这 样 ， Taylor 问题 (8.4.31) 和 (8.4.33) 


可 写 为 下 面 抽 象形 式 


~ =Lau+G(u), uvEeHI. (8.4.35) 


88.4 Taylor 问题 了 


1. 特征 值 问题 
首先 考虑 (8.4.35) 线性 化 算 子 的 特征 值 问题 
ZX = DB(A)u. (8.4.36) 
Ls 的 共 斩 算 子 LX = -4+A 和 XB; 的 特征 值 方程 为 
Liu* = B(A)u*+. (8.4.37) 


由 (8.4.34), 对 方 (8.4.36) 的 方程 可 写 为 


Op _ 
Au; 一 二 B(A)u;, 


1 1 Op 

(2 一 石 ) Ur 十 入 (5 一 6 Wg 一 让 二 D(A 和), 
1 

(A 一 三 ) ue 十 和 kur = DB( 入 )ue， 


O(ruz) Orur) _ 

Oz Or 

190 0 02 

其 中 和 一 VT,A = 网 (3 十 F232: 
对 应 于 (8.4.37) 的 方程 为 


(8.4.38) 


0， 


.0 
Au; 2 Oz B(A)u:, 


l\, » Op” * 
C 一 记 ) Ur” 二 Akug 一 和 D( 入 )u7， 


1 1 。 

C 一 二 ug 十 入 ( 训 一 e] Ur 一 有 (入 )u8， 

O(ru:) O(ru*) 
Oz Or 


在 这 一 节 ， 总 是 将 (8.4.38) 和 (8.4.39) 配 以 边界 条 件 (8.4:33). 当 0 < yk 时 ， 对 每 
个 给 定 周期 L, 存在 Xo( 厂 ), 使 得 (8.4.38) 特征 值 3:( 和 ) 满足 B798,102,115] 


(8.4.39) 


= 0. 


<0，A 和 < No(L), 
BM)$ =0, A=AN(L), lgixgm, (8.4.40) 
> 0， 入 > 和 Xo( 工 )， 
ReB;(M0(L)) < 0， V7 关公 十 工 . (8.4.41) 


此 外 ， 存 在 一 个 最 小 周期 L' > 0, 使 得 


入 0 一 Ao(L') 一 min AolL), (8.4.42) 
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并 且 (8.4.40) 在 Xo = Xo(Z') 的 重 数 m = 2. 


下 面 总 是 取 L' 作为 周期 ， 为 了 简单 ， 记 为 L. 下 面 的 数 称 为 临界 Taylor 数 


Tc = NI， 和 No 如 (8.4.42). 


(8.4.43) 


不 难看 出 ，(8.4.38) 对 应 于 有 (和 0) = B2( 和 ho) = 0 的 两 个 特征 向 量 四 和沙 取 


如 下 形式 
yp = 一 sin -于 Dhtn)， 
Wi = 4 Wr = acos hn) 


2 
wo = cos 一 和 (站 


一 一 


Ws = cos TED.h(r), 
1 = 办 = asin -An 
we = sin zo(r), 
其 中 (h(7), B(7)) 满足 
1 
(DD, ~— a’)*h = ao (5 一 6 ®, 
(DD, — a’*)® = 一 Non 
h= Dh=0, ®=0, 在 r =7”,1, 


其 中 d d 1 2 
下 
D= 元 ， 人 人 全 
与 如 和 轨 对 偶 的 (8.4.39) 第 一 特征 向 量 巡 和 他 为 
p> 机 一 Sin -Die 人 n， 
归 = 好 =acos 二 2 和 rr 


2 
= cos 7 ®"(r), 


入 = COS rn Dh* (7), 
~ ~ 2 
Vi = $4 Y= asin hh*(r), 
由 = sin 2 (7 ); 


(8.4.44) 


(8.4.45) 


(8.4.46) 


(8.4.47) 


(8.4.48) 
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其 中 (h*(7),@*(7)) 满足 
(DD, — a’)2h* = Mor®*, 
(DD, — a’*)®* = -qxNo( 三 — k)h”, (8.4.49) 


h* = Dh* ='0,®"* = 0, 在 r = »,1. 


2. 周期 边界 条 件 的 跃迁 定理 
对 于 (8.4.44) 和 (8.4.47) 给 出 的 第 一 特征 向 基 办 和 人 好, 定义 一 个 数 a 如 下 


1 
a = ty Cp) + G(wi, ¥), WI)H, (8.4.50) 


其 中 pe Hi 满足 方程 
(A— MMB)yp = GWi,h), (8.4.51) 


这 里 A 和 B 由 (8.4.34) 所 定义 ， G(w,v) 为 双 线 性 算 子 满足 


ugve UoUr 


a -Ak (i: V)ve, (Vor ~ ,Le V)ve + js 
* (8.4.52) 
(Gu, v), w) H 二 —(G(u, ww), vyH 


显然 由 (8.4.50) 定义 的 参数 a 是 4 和 7 的 函数 , 在 z 周期 边界 条 件 的 Taylor 
问题 中 ， 它 起 到 超 导 问 题 中 参数 RR 相同 的 作用 . 这 里 总 是 假设 (8.4.9) 成 立 . 

定理 8.17 假设 (8.4.50) 给 的 参数 a < 0, 则 Taylor 问题 (8.4.31) 及 (8.4.33) 
从 (4,T) = (0,Tc) 发 生 连 续 性 的 跃迁 ， 这 里 Tc 如 (8.4.43) 所 给 的 临界 Taylor 
数 ， 并 且 下 面 结论 成 立 : 

(1) Taylor 问题 从 (wu,T) = (0, Tc) 在 T> Tc 分 歧 出 一 个 吸引 子 Ar 同 胚 于 
一 个 圆 图 ， 即 Ar = 31L, 并 且 Ar 是 由 奇 点 构成 ， 这 里 了 为 Taylor 数 ; 

(2) 存在 4 = 0 的 一 个 邻 域 UC HH, 使 得 AT 吸引 U/T, 这 里 是 4=0 的 - 
稳定 流 形 在 及 中 有 余 维 2; 

(3) 对 任何 we Ar,w 能 够 表达 为 


| u = |B(N)/aliv + ollB1(N))), (8.4.53) 


一 Z 办 十 gp， z+ =1, 


其 中 a 如 (8.4.50), wi 和 Wi 由 (8.4.44) 和 (8.4.45) 给 出 . 
定理 8.18 当 a > 0 时 ，Taylor 问题 (8.4.31) 及 (8.4.33) 从 (u,T) = (0,Tc) 
发 生 跳 妈 性 的 跃迁 ， 并 且 下 面 结 论 成 立 ; 
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(1) Taylor 问题 有 一 个 鞍 结 分 歧 点 T* < Tc, 即 问题 (8.4.31) 和 (8.4.33) 在 
T=7T* 生出 一 个 圆圈 2* = S1 由 奇 点 构成 ， 并 从 (2*,T*) 在 T* < 了 分 歧 出 两 
个 奇 点 圆圈 BY 和 52 满足 (如 图 8.2 所 示 ) 


s TT 有 
rT- Ro”! 过 


dist(23°,0) = mig llulln > 0: 
UE 


(2) 对 每 个 T* <T < Tc, 空间 能 够 分 解 成 两 个 开 集 
H=Ur +U, Uf NVS =2, DY COUY NOU;, 
使 得 Taylor 问题 有 两 个 不 交 吸 引子 A 和 AZ 


HE . De 


并 且 .47 吸引 UT(i = 1,2). 
(3) 当 Taylor 数 了 增 大 穿 过 Tc 时 ， 吸 引子 43 吸引 H/T,T 为 = 0 的 稳 
定 流 形 有 余 维 2, 并 且 
dist(-4 ,0) > 0， YT > Tc. 


定理 8.17 和 8.18 的 证 明 将 证 明 分 为 下 面 几 步 进行 ， 

第 一 步 . 要 表明 ， Taylor 问题 (8.4.31) 及 (8.4.33) 如 果 分 歧 出 奇 点 ， 则 奇 点 
一 定 是 作为 一 个 圆圈 $1 出 现 ， 事实 上 ， 由 于 (8.4.31) 和 (8.4.33) 关于 z 方向 的 
平移 是 不 变 的 


u(z,T) — uU(z++ 2z0,7), Vz0 € RR. 


这 意味 着 如 果 wo 是 (8.4.31) 和 (8.4.33) 的 一 个 奇 点 , 则 对 任何 zo € Ri, uo(z+2z0,7) . 
也 是 一 个 奇 点 .因而 
5 = {vo(z+ 2z0,7)|z0 € el 


是 问题 (8.4.31) 和 (8.4.33) 的 一 个 奇 点 集合 ， 它 同 胚 于 一 个 圆圈 3 . 这 样 就 证 明 
了 (8.4.31) 和 (8.4.33) 的 奇 点 是 以 5S， 出现 的 . 
第 二 步 ， 中 心 流 形 约 化 . 将 应 用 定理 6.1 来 导出 (8.4.35) 在 中 心 流 形 上 的 约 
化 方程 . 
由 谱 定理 (定理 4.4), (8.4.35) 到 (8.4.36) 的 第 一 特征 空间 上 的 约 化 方程 为 如 
下 形式 
CT 1 


— = P(N)z+ 


at (Wi, w+)H (G(u), WIA)H, (8.4.54) 
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dy 1 
一 一 一 8 大 rr ~ rr -ra G 9 wh 3 8.4.55 
N+ re CC) Do) (8.4.55) 


其 中 ,Ws 和 UR 分 别 为 (8.4.36) 和 (8.4.37) 对 应 于 第 一 特征 值 31( 入 ) 在 
Xo(Tc = Xi) 附近 的 特征 向 量 (由 (8.4.40)~(8.4.42) 可 知 B1( 和 ) 重 数 m = 2), 并 且 


im (bia, Wi) = (wi, 1), 
_ (8.4.56) 
im (WIN VIA) = (Wi,VI)， 
这 里 ,WW 和 奴 , 妈 分别 由 (8.4.45)~ (8.4.48) 给 出 . 
令 Vo : Eo 一 Bi 是 (8.4.35) 在 入 = 和 的 中 心 流 形 函 数 ， 这 里 
Eo = span{w1, 1}, 
El={ueH| (uvi)n=0 (u,vi)n =0}. 
记 uo = Zz 加 1 十 ywi € Eo. 容易 验证 
G(uo) = G(uo, uo) E Ei. 
因此 ， 由 定理 6.1 得 到 
i oO 2 2 
Vo = 内 z,y) 十 ollz| + |yl ) | | (8.4.57) 
Lao9 > G(wW1, wi1)r? 下 G(W1, | )y (G(W1, Ww1) 于 G(, Vw))ry. 
此 外 , 在 入 = Xo 附近 的 中 心 流 形 函 数 亚 》 满足 
站 亚 和 =“ 亚 o|| 二 0, 在 入 一 入 0. (8.4.58) 


因此 ， 对 于 w= wo 十 亚 A(uo), 从 (8.4.54)~(8.4.58) 可 以 推出 
FG = Ps + L(G(6 0) + G(r 0), Wi)s 
+7(G(¢, 1) + GW 0), wi) 
+o(lzP + yl + e1(X) - O(lzF + lyl), (8.4.59) 
FH = By + (G0) + Gb), TB) | 
+7 (GG, 0) + GW 0), i) 
+o(|zl? + lyl?) + ea(A) (zl + lyl?), (8.4.60) 
其 中 p= (人 好) 一 ( 灿 ,WW)n, 以 及 


Ei( 入 ) < 0, 当 入 一 入 0， t 一 1: 了 
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另 一 方面 ， 通 过 直接 计算 可 以 得 到 
G(W1,W1) = P(wo + wo), 
G(w1, bi) = Po — a), 


G(w1, 1) = P(wo + 2), 
G(w1, 1) = 已 (一 加 十 w2), 


其 中 :区 (M,R3) 一 万 为 Leray 投影 以 及 
0， 


2 (epw -h+alhDh— > ， 


2a (pw + hDB+ Hn ) 


本 sin2az((D.h)? — hDD.,h), 
3 COs 2az Go = 0D.,hh= to) 


Wa2 = 一 
a 1 
3 cos2az | hDB — D.h®+ Loh) ， 


3((D.h)? + hDD,h), 


wo = — 4 0, 
0, 
— 3 cos2az((D,h)? — hDD.,h), 


: i on GO _ a2D,hh— lg?) | 


3 sin 2az (ps 一 .hj 理 十 = 
这 样 ， 方 程 (8.4.57) 就 改写 为 
(A— MB)G = Pl(z? +y)wWo +(z — je 27yw2]. (8.4.61) 


如 果 记 
(8.4.62) 


由 = --[(z2 十 她 )go + (z2 一 妇 )4 十 2zyga]， 
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其 中 如 ,各 ,各 表达 为 
do = (0, 0, 2)， 


1 
各 = (-3 sin 2azpz, COS 2azpr, COS ?oz ， (8.4.63) 
一 1 本 和 本 
d = (3 COS 2azPz, Sin 2azpr, Sin 2azpe ) ， 


那么 从 (8.4.61)~(8.4.63) 能 够 得 到 
pz=pz, Pr=Ppr, Ye = Po: 
pz,Pr 和 po 满足 
(DD. — 4a2)2p + 4a* Mo (二 一 ) op = 4a*H» + 2aDHi, 
(DD, — 4a’)pe + Xokpr = Hs, 
pz = 元 Dopr 
pz =pe=pr=0 Dyr =0， 在 r=”,1， 
这 里 有 I, H2 和 Hs 由 下 式 给 出 
Hi = a((D,h)? — hDD.h), 
H2 = ohDh — a?D,hh — -2, 


H3=a (np 一 也 .jh 十 Lon) , 


由 (8.4.63) 能 够 算出 
(G(P1, 9i) + G(Gi, bi), VI)H = 0,， i= 1,2, 
(G(wi, 9i) + GGi, Wi), VI)H = 0, 1 = 和 
(GUO 加) + G(92, 1), WI)H = 0, 
(GUO 各) + G(G2, 01), Wt) = 0. 
然后 将 由 代入 到 (8.4.59) 和 (8.4.60) 中 可 以 得 到 
于 = Bz— 2 +y)G(po, wi) + G1, bo), Wi) 
-zz _y?)(G(G2, 1) 二 GO 0), pI) 
320y"(G(G, Wi) re 7 
+o(|z|? + |yl3) + si(A) .OO(z|3 + |yl3), (8.4.64) ， 
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Fr 一 一 Bi1y 一 ye 十 y*)(G(bo, 1) 十 G(w1, $0), VI) 
-ve — 2)(G(2, 1) + GUO po), I) 


-32yr(G(62, dh) + G(s 和) 次) 
+o(lzl? + lyl®) + e2(X) : O(lzl + lyl"). (8.4.65) 
通过 直接 计算 得 
(G(@2, 1) + Gli, $2), VI)H = (G(82, 1) + G(W1, $2), BI) 
= (G(p2, Wi) + GV, $2), WI)H 
= (G($2, 1) + G(h1, $2), i). 
因此 方程 (8.4.64) 和 (8.4.65) 可 表达 为 


dr 
| = Bi(A)z+az(z2 十 内) 十 o(lzj + yl )+ el O(|z| + ly|"), 


中 ， 8.4.66 ) 
= PNy+oys +y) + ol + ly ) +e2: Oz + yh), 
其 中 
a= -7(G(Go+ pat) + G(r bo+ to), 时) (8.4.67) 
从 (8.4.61) 和 (8.4.62) 可 知 


| 2 三 一 (和 十 加 )， 
(A— NB)p =GWaVi = P(wo + wo). 


因此 由 (8.4.67) 给 出 的 数 a 与 (8.4.50) 的 数 相 同 . 
第 三 步 . 定理 8.17 的 证 明 . 当 a < 0 时 ，(z,y) = 0 是 方程 (8.4.66) 在 入 = Xo 
的 局 部 渐 近 稳定 平衡 点 ， 因 而 4 = 0 是 (8.4.35) 在 入 = Xo 的 局 部 渐 近 稳定 平衡 
点 . 由 (8.4.40) 和 (8.4.41) 及 定理 6.2 能 够 得 到 结论 (2). 从 (8.4.66) 可 得 到 结论 
(3). 
(8.4.35) 在 (wu, 入 ) = (0, A0) 处 分 歧 出 奇 点 L0511 引 . 再 由 第 一 步 可 知 (8.4.35) 
从 (0, Xo) 分 玻 出 的 吸引 子 Ar 一 定 含 有 一 个 由 奇 点 构成 的 圆圈 5S1. 再 从 (8.4.66) 
和 定理 5.11 可 得 到 结论 (1). 
第 四 步 ， 定理 8.18 的 证 明 . 将 使 用 鞍 结 点 分 歧 定理 (定理 6.14) 证 明 该 定 
理 : 记 
H* = {(us, ur, ue) E Hlus(~2z,7) = 一 wz(z,r) 上 }， 
Hr*= HNH:. 
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容易 验证 瑟 * 在 L、 十 G 的 作用 下 不 变 ， 即 
el La 厅 ” (8.4.68) 


并 且 L、: H+ -，H* 的 第 一 特征 值 Bi(A) 在 A = Xo(T = Tc) 是 单 重 的 ， 其 第 一 
特征 向 基 w 由 (8.4.44) 给 出 ， 因 而 ， 从 (8.4.54) 和 (8.4.66), 可 以 看 到 
(G(zyi + T(r,N)), 好) 三 az 二 ol(z)， 

且 a > 0 如 定理 假设 . 

容易 验证 ， 对 于 (8.4.68), 定理 6.14 的 条 件 都 是 满足 的 . 因而 (8.4.68) 在 
入 < 》o 一 侧 存 在 一 个 鞍 结 分 歧 点 X* < Xo( 即 T* < Tc, 和 = VT*). 

再 由 第 一 步 ， 便 可 证 得 定理 8.18. 

定理 8.17 和 8.18 的 证 明 完 毕 . 


§8.4.5 ”其 他 边界 条 件 


1. 自由 边界 条 件 
现在 考虑 (8.4.12) 和 (8.4.13) 相 结 合 的 边界 条 件 


4 一 0， 在 r = 7T, 1， 
Our Oug Die (8.4.69) 


问题 (8.4.31) 和 (8.4.69) 与 z 周期 边 值 问题 有 相似 的 一 面 ， 即 它们 的 特征 向 
其 都 可 以 进行 变量 分 离 . 
考虑 下 面 特征 值 问题 


(8.4.70) 


O(ru:) 和 O(rur) 


bh es 


Oz Or 
当 0 和 /< 12 时， 对 几乎 所 有 五 > 0( 除 可 数 个 以 外 ), (8.4.70) 和 (8.4.69) 的 
第 一 特征 值 Xo(Z) 是 单 重 的 ， 其 第 一 特征 向 其 可 表达 为 "799 


knz 


Vv: = 一 Sin I D.h(r), 
WV = Wr = Qk Cos An (8.4.71) 


Wg = COS Tz (7), 
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其 中 ak = kn/L,k > 1 为 依赖 于 流体 高 度 工 的 整数 ， (Pr), 亚 (r)) 满足 下 面 方程 


(DD, — a2)?h = az 和 1 ( 襄 一 «) 下， 
(DD, = az)® 一 一 入 1 K 彤 ， 
h=Dh=0, ®=0,， 在 r = »,1. 


(8.4.72) 


对 每 一 个 整数 上 > 1,(8.4.72) 有 一 个 第 一 特征 值 Xi = 入 (k). (8.4.70) 和 (8.4.69) 
的 第 一 特征 值 Xo(z) 为 


Mo(L) = min M1(k) (8.4.73) 


在 (8.4.71) 中 的 波 数 上 就 是 由 (8.4.73) 确定 的 ， 它 代表 了 高 度 为 工 的 流体 洲 涡 
个 数 . 

同样 ， 特 征 值 问题 (8.4.38) 和 (8.4.69) 的 所 有 特征 值 8;( 和 ) 在 (8.4.73) 所 给 
的 Xo(Z) 处 满足 条 件 (8.4.40) 和 (8.4.41). 


u 的 对 偶 特 征 向 基 w* 取 如 下 形式 
ER knz 
好 = 一 sin 子 
VW = $4 WW = ak eos 2 h*(r), (8.4.74) 


= eos er. 人 
其 中 (h*(7),@*(7)) 满足 
(DD, — a2)2h* 一 Mr®”, 
(DD, — a?)®* = 一 ai ( 襄 — ) hh, 
= Dh* =0，* 一 0， 在 r=”,1. 
对 于 (8.4.71) 和 (8.4.74) 所 给 的 第 一 特征 向 量 少 和 ww*, 定义 下 面 的 数 


ao = (G(B,p) + GY, ®),w’), (8.4.75) 


1 
(VW, Wp) 


其 中 5B 满足 
(A— MN(L)B)® = G(Y,Y), 


这 里 算 子 4,B 如 (8.4.34),G 如 (8.4.52) 所 定义 ， 记 


H= {ue LL’(M,R’)|div(ri) = 0}. 
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定理 8.19 假设 (8.4.75) 给 的 参数 ao < 0, 则 Taylor 问题 (8.4.31) 和 (8.4.69) 
在 (4, 入 ) = (0, Xo(Z)) 处 发 生 连 续 性 的 跃迁 ， 这 里 Xo( 工 ) 如 (8.4.73), 并 且 下 面 结 
论 成 立 : 

(1) Taylor 问题 从 (4, 入 ) = (0, Xo()) 在 入 > Xo( 工 ) 分 野 出 一 个 吸引 子 A、 由 
严格 两 个 奇 点 构成 A、 = {ut?,u3); 

(2) 存在 4 =0 的 一 个 邻 域 UC 五 能 够 分 解 为 两 个 开 集 


U=UM+U, UMNUA= 6, 0€AUNOU, 
使 得 好 < U3(i = 1,2), 并 且 

im (u(t, vo) — wtlly =0, Yuo e U?, i= 1,2, 

一 DO 


这 里 u(t,uo) 是 (8.4.31) 和 (8.4.69) 的 解 ， 其 初 值 为 uo. 
(3) u? 和 w2 能 够 表达 为 


tt2 = 士 |B;(A)/ao|3 妙 十 olBi(A))， 


其 中 ao 如 (8.4.75), 区 如 (8.4.71), 81( 入 ) 满足 (8.4.40). 

定理 8.20 当 ao > 0 时 ， Taylor 问题 (8.4.31) 及 (8.4.69) 在 (u, 入 ) = 
(0, Xo( 荆 )) 发 生 跳 路 性 的 跃迁 ， 并 且 下 面 结论 成 立 : 

(1) Taylor 问题 在 入 < Xo( 工 ) 一 侧 有 两 个 鞍 结 分 歧 点 (Wi, 入 ) 和 (w3, 入),0 < 
和 * < Xo(L), 并 从 每 个 ( 太 , 入 ) 在 入 < 入 分 歧 出 两 个 奇 点 分 支 Ti 和 工 2,， 如 图 
8.7 所 示 ， 并 且 TS(1 < i,j < 2) 满足 
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| lm, Ty = {0}，j= 1,92, 
dist(T2;,0) > 0， j=1,2， 对 和 > Xo; 

(2) 对 每 个 和 * < 入 < Xo(L), 空间 五 能 够 分 解 为 两 个 开 集 

n= Un, TS TV CON 
使 得 Taylor 问题 有 两 个 吸引 子 A? 和 A32 
A={0CUS TAT CACU, 

并 且 A 吸引 U?(i = 1,2). 

(3) 当 入 增 大 穿 过 Mo(L) 时 ， 吸 引子 .42 吸引 H/T,T 为 u = 0 的 稳定 流 形 


有 余 维 1, 并 且 
dist(AX.0) > 0， vA > 和 No(L). 


定理 8.19 和 8.20 的 证 明 是 类 似 于 定理 8.17 和 8.18. 这 里 省 去 证 明细 节 . 
2. 刚性 边界 条 件 和 自由 一 刚性 边界 条 件 
刚性 边界 条 件 是 取 下 面 形式 
ulam = 0. (8.4.76) 
自由 一 刚性 边界 条 件 为 
u 二 0， 在 r =”,1， 


4 二 0， 在 z=0， (8.4.77) 
Our. a Oug 和 
uz = 0, a 二 0， 在 z = 厂 . 


因为 从 数学 的 角度 ， 这 两 种 边界 条 件 (8.4.76) 和 (8.4.77) 没有 实质 性 的 区 别 . 因 
而 这 里 只 考虑 刚性 边界 条 件 (8.4.76), 其 结果 对 于 自由 一 刚性 边界 条 件 (8.4.77) 
也 是 成 立 的 . 
由 单 特征 值 的 一 般 性 定理 4, 对 几乎 所 有 的 实数 对 (n, 工 ) < (0, 1) x (0, +oc)， 
在 区 域 M = (0, 工 ) x (n,1) 中 特征 值 问题 (8.4.70) 和 (8.4.76) 的 第 一 特征 值 No 是 
单 重 的 ， 并 且 (8.4.38) 和 (8.4.76) 的 所 有 特征 值 m;() 在 Xo 处 满足 
< 0， 入 < 和 0， 
Bi(A) 4 三 0， 入 = 和 0， 
>0, 入 > i 
ReOi(Xo) <0， Vi 之 2. 


事实 上 ， 条 件 (8.4.78) 能 够 通过 应 用 证 明 (8.3.34)~(8.3.38) 的 方法 证 得 ， 只 是 用 


(8.4.78) 
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第 一 特征 向 基 » 的 共 轿 取 内 积 即 可 ， 关 于 一 般 线 性 全 连续 场 特征 值 临界 模 
穿 的 更 一 般 结果 可 参见 文献 [69,70]. 

令 ho 是 (8.4.38) 和 (8.4.76) 的 第 一 特征 值 并 且 是 单 重 的 ，v 是 第 一 特征 向 
其 ，w* 为 对 偶 特 征 向 其 ,假定 


(G(W), va 0. (8.4.79) 


定理 8.21 假设 条 件 (8.4.79) 成 立 . 那么 Taylor 问题 (8.4.31) 和 (8.4.76) 在 
(wv, 入) = (0, Xo) 是 一 个 混合 型 的 跃迁 ， 并 且 下 面 结 论 成 立 : 

(1) Taylor 问题 在 入 < 和 0 一 侧 具 有 一 个 蒂 结 分 岐 点 (w*, 入),0 < 入 * < Xo, 并 
且 有 两 个 奇 点 分 支 TY 和 T3 从 (w*, 入) 分 歧 出 来 (如 图 6.4 (a) 所 示 ), 它们 满足 


. > 
im TD = {0}, 
dist(T2,0) > 0， 在 入 = Xo; 


(2) 存在 5 > 0, 对 每 个 和 六 Xo,X* < 入 < Xo + 6, 空间 五 能 够 分 解 成 两 个 开 
集 瑟 = 天 + 队 ,UAnI = 内 使 得 该 问题 有 两 个 吸引 子 A? C UF(i = 1,2). 并 
且 人 吸引 CS; 

(3) TI? 与 吸引 子 A 有 如 下 关系 


TFTAC A3, dist(A2,0) > 0， YA > 入"， 
44 ={0},， 当 入 < 入 <h, 
A? = I?, 当 MX < 入 <No+6. 


定理 8.21 是 定理 6.10 和 6.14 的 直接 推论 . 


88.4.6 ”Taylor 洲 涡 结构 


在 小 间隙 情况 下 ， Taylor 实验 中 观察 到 的 洲 涡 结构 应 该 在 非 线 性 理论 中 得 
到 体现 ， 这 一 节 将 从 数学 上 严格 地 证 实 Taylor 洲 涡 的 存在 及 其 稳定 性 ， 从 而 获 
得 与 实验 一 致 的 理论 结果 . 

这 里 只 考虑 自由 边界 条 件 (8.4.69) 的 情况 .下 面 定理 表明 ， 小 间 际 情况 下 
Taylor 问题 的 解 是 以 Taylor 洲 涡 作为 其 渐 近 结构 , 并 在 轴 对 称 扰动 下 具有 稳定 
性 . 

定理 8.22 今 7ri > 72 一 71 满足 (8.4.24), 则 Taylor 问题 (8.4.31) 和 (8.4.69) 
在 (u,T) = (0,Tc) 发 生 连 续 性 跃迁 ， 这 里 Tc = 入 (人 三) 为 临界 Taylor 数 ， Xo( 卫 ) 
如 (8.4.73)， 并 且 当 Tc < T < Tc +5, 对 某 个 6 > 0,H 可 分 解 为 两 个 开 集 
五 = 十 U2,UFNUZ 一 ,使 得 下 面 结论 成 立 : 
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(1) 对 任何 初 值 wo e U2(i = 1,2), 存在 时 间 如 > 0, 使 当 上 > 如 时 ，Taylor 问 
题 (8.4.31) 和 (8.4.69) 的 解 u(t, uo) = (Zug) 中 五 = (wz,ur) 拓扑 等 价 于 图 8.8(a) 
所 示 结 构 对 wo e UF, 等 价 于 (b) 所 示 结 构 对 wo € U3, 这 里 u(t, wo) 是 以 uo 为 初 
值 的 解 . 


(a) (b) 
图 8.8 (a) 和 (b) 有 相反 的 定 癌 


(2) 当 > 如 时 ， tao) 具有 之 一 -一 个 洲 涡 ， 这 里 长 度 尺 标 取 d = 


ro 一 7rl 一 1 了 六 = 1. 

证 明 应 用 定理 8.16 和 8.19 再 结合 结构 稳定 性 定理 (定理 8.2) 来 证 明 该 定 
理 . 

首先 ， 当 rl 污 rz 一 71 满足 (8.4.24), 方程 (8.4.19) 是 (8.4.31) 的 近似 ， 而 特 
征 方程 (8.4.21) 是 (8.4.70) 的 近似 ， 因 而 定理 8.16 和 定理 8.19 对 证 明 该 定理 都 
是 有 效 的 . 分 下 面 几 步 进行 证 明 . 

第 一 步 ， 第 一 特征 向 其 的 拓扑 结构 ， 由 (8.4.24) 知 1 一 > 0 是 一 个 小 基 ， 
因而 特征 方程 (8.4.22) 是 (8.4.21) 或 (8.4.70) 的 近似 . 先 考虑 (8.4.22) 及 (8.4.69) 
第 一 特征 癌 基 的 拓扑 结构 . 

如 分 离 变 其 (8.3.43) 那样 ， 可 以 求 得 (8.4.22) 和 (8.4.69) 的 第 一 特征 向 基 为 


Ur 一 COS Qkzh(7), 


1 . 2 
oi = Uz 三 本 sinaxzh (人 (8.4.80) 


1 中 
ug = 3 Cosakz (F732 ~ ok h(7), 
: 
其 中 a4 = 本 ,xn = Na(D) 如 (8.4.73), 而 Ar) 满足 


a? Se 
(大 pe 3 让 三 一 GO， 
1 2 (8.4.81) 
h=h’=0, ( 香 -®) h=0， 在 r 二 71,71 十 1. 


88.4 Taylor 问题 ey 


当 工 > 1, 即 流体 高 度 相对 于 两 柱 体 之 间 的 间 际 充分 大 时 ， 第 一 特征 值 Xo 
和 波长 ak 为 
M1700， ak ~ 3.117, 


(8.4.82) 
并 且 第 一 特征 向 量 h(r) 由 下 式 给 出 


h(r) ~ cos ooé — 0.06 cos haié cos Qoé + 0.1 sin halg sin ooé, (8.4.83) 


其 中 =7r 一 71 一 7 ao 全 3.97, Ql ~ 5.2,a2 之 2.1,coshz 和 sin hz 为 双 曲 函数 (9. 
函数 (8.4.83) 的 图 形 如 图 8.9 所 示 . 


8.9 特征 函数 (8.4.83) 图 形 
第 二 步 . 在 (8.4.80) 中 的 向 基 场 


Vo = (cosaxrzh(7), -二 sin ok = h’(7)) (8.4.84) 
k 


具有 图 8.8 所 示 的 拓扑 结构 ， 并 且 由 ak = 2 及 (8.4.82) 可 知 (8.4.84) 具有 
kk 之 3.117L/7 个 湾 涡 ， 


下 面 证 明 (8.4.84) 是 结构 稳定 的 ， 通 过 直接 计算 从 (8.4.83) 可 以 得 到 
jr(r) 关 0， 在 r = mi 和 ri +1， 及 jw(ro) 天 0， 
其 中 ro = 5(ri +m2) 满足 (ro) = 0. 因此 有 


det Dau(7,z) 关 0， 在 (>, z) = (ro 天 ) ， 了 一 … Wi 


92uw， Our 
8z0 Dr2 加 kn 
det go me cos? 本 (7) * 


OzOr Or2 
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对 所 有 边界 点 (7,z) = (ri,jL/k),i=1,2,1<j<k. 

这 样 ， 向 量 场 (8.4.84) 是 D 正则 的 . 由 定理 8.2 可 知 向 量 场 (8.4.84) 是 结构 
稳定 的 . 

第 三 步 ， 要 证 明 (8.4.70) 和 (8.4.69) 的 第 一 特征 向 量 (8.4.71) 中 的 场 


4 一 (a COS EZR(r), — sin DO ) (8.4.85) 
是 拓扑 等 价 于 (8.4.84), 这 里 D. = 全 + ,hr) 满足 下 面 方程 ， 它 是 由 (8.4.72) 


导出 


1 了 
DD, — al)h = —at Mn 攻 一 ) h 
| " 7 (8.4.86) 


h= Dh=0,， (DD, — a?2)?h =0， 在 r =”,1. 


当 采 用 尺 标 72 一 71 = 1 取代 72 = 1 在 (8.4.17) 中 ,方程 (8.4.81) 是 (8.4.86) 
的 近似 , 因而 I 一 hl 是 一 个 小 其 . 于 是 由 (8.4.84) 的 结构 稳定 性 可 推 知 (8.4.85) 
也 是 结构 稳定 的 ， 并 且 拓 扑 等 价 于 向 量 场 (8.4.84). 

第 四 步 . 由 (8.4.24), 1 一 上 是 一 个 小 量 ， 此 时 (8.4.22) 和 (8.4.69) 的 第 一 特 
征 向 其 (8.4.80) 逼近 (8.4.70)(8.4.69) 的 第 一 特征 向 量 (8.4.71), 即 jw 一 pl| 是 一 
个 小 其 . 

对 于 (8.4.80) 所 给 的 特征 向 量 wk, 有 


1 
= 一 《CC ®, 十 G ,® ) ; 
CQ [二 (®B, p1) (p1,B), pH 


其 中 下 满足 
(A4— NB)® = G(p1, 1), (8.4.87) 


这 里 算 子 A 和 B 由 (8.4.27) 所 定义 . 
由 (8.4.52), 有 
(G(®,p1), pH = 0, 
(CCPl， ®), p10H = —(G(p1, Pp1), DB)H. 
因此 从 (8.4.87) 推出 


1 


la 
1 


EE 
A 一 A0B 是 对 称 扇 形 算 子 ， 并 且 
G(p1, Pp1)1 ker(A— MB), Blker(A— MB). 


(G(p1 ; 1 站 TD)H 


((4 人 MB)G, PB)»H. 
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因此 推出 


| 
即 a < 0. 再 由 | 一 pi 是 一 个 小 基 可 知 ， 对 于 (8.4.71) 所 给 的 特征 向 其 ， 
由 (8.4.75) 所 定义 的 数 ao < 0. 这 样 ， 由 定理 8.19 推 知 Taylor 问题 (8.4.31) 和 
(8.4.69) 从 (wu, 入) = (0, Xo) 处 发 生 连 续 型 的 跳 迁 .此 外 再 由 第 三 步 的 结论 以 及 注 
8.3 和 定理 8.19 的 结论 (3) 便 可 推 得 该 定理 . 定理 证 毕 . 


((A — MBo)?®, (4 一 MBo)? EB)p. 


88.4.7 ”关于 流体 动力 学 的 解释 


Taylor 问题 在 物理 中 也 属于 非 平衡 相 变 范畴 , 该 相 变 的 物理 机 制 与 Rayleigh- 
Benard 对 流 不 同 ， 它 是 由 旋转 产生 的 离心 力 造成 的 . Taylorl9"| 在 1923 年 建立 
线性 理论 得 到 了 Taylor 数 和 临界 Taylor 数 . 1966 年 ， Velte 023 和 Iudovich (115l 
独立 地 对 z 周期 边界 条 件 的 Taylor 问题 建立 了 定 态 分 歧 理 论 ， 然而 ， 这 些 理论 
都 有 一 个 共同 的 缺陷 ， 就 是 不 能 解释 为 什么 产生 的 相 变 具有 稳定 性 ， 并 且 也 无 
法 说 明 相 变 的 类 型 及 其 跃迁 的 动力 学 性 质 ， 下 面 对 Taylor 问题 的 非 线 性 理论 进 
行 物理 解说 ， 以 加 深入 们 对 该 问题 的 理解 . 

1. z 周期 边界 条 件 和 自由 边界 条 件 

这 两 种 边界 条 件 下 ，Taylor 问题 具有 相似 的 相 变 性 质 . 正如 在 Benard 问题 
的 物理 评述 中 所 说 ，z 周期 边界 条 件 是 高 度 工 与 两 柱 体 之 间 间 隙 rz 一 r1 相 比 充 
分 大 情况 的 一 种 近似 ,自由 边界 条 件 (8.4.69) 是 边界 充分 光滑 及 流体 黏 性 系数 很 
小 或 流体 在 边界 附近 高 速 运动 等 情况 下 的 近似 描述 . 

定理 8.17~8.20 表明 ， 周 期 和 自由 两 种 边界 条 件 的 Taylor 问题 在 上 > 0 情 
况 下 只 有 连续 和 跳跃 这 两 类 跃迁 模式 . 相 变 发 生 的 稳 态 流 有 三 种 不 同类 型 

类 型 1 : = 0 代表 Couette 流 ; 

类 型 2: = C(T 一 Tc)3y +ol(|T 一 Tcl8) 代表 具有 单列 Taylor 洲 涡 结构 
的 稳 态 流 ; 

类 型 3 ， 在 Tc 附近 远离 v=0 的 稳 态 流 . 

当 a <0 和 ao <0 时 ， Taylor 问题 的 非 平衡 相 变 具有 下 面 动力 学 性 质 : 

(1) 只 有 一 个 相 变 临界 Taylor 数 Tc(= 3), 在 Tc 处 I 型 稳 态 流 与 工 型 稳 态 
流 之 间 将 发 生 状态 跃迁 ; 

(2) 在 Tc 处 的 相 变 是 连续 的 ， 也 就 是 说 ， 当 Taylor 数 了 连续 增加 地 超过 
Tc 时 ,流体 状态 将 从 Couette 流 中 生出 Taylor 洲 涡 ， 其 洲 转 速度 从 零 连续 地 随 
T 而 增长 .反之 当 了 减 小 地 穿 过 Tc 时 ， Taylor 洲 涡 会 连续 地 减弱 而 消失 ; 

(3) 相 变 的 临界 指数 (T 一 Tc)? 为 B= 5; 

(4) 在 小 间隙 情况 下 ， 参 数 a 和 ao 一 定 满足 a < 0 和 ao < 0, 这 是 因为 即 
使 外 圆柱 不 转动 ， 在 内 圆柱 高 速 转动 带动 下 ， 在 边界 r。 上 流体 转 0 > 0, 并 且 
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1 = na/0i 一 1， ri/(rs -mr1) 一 oo. 


由 定理 8.22 证 明 的 第 四 步 知 a < 0 和 ao < 0. 这 说 明 在 小 间隙 同 方向 转动 
圆柱 体 的 Taylor 型 实验 中 只 能 观察 到 单 排列 洲 涡 结构 的 相 变 现象 . 

当 a > 0 和 ao > 0 时 ，Taylor 问题 的 非 平衡 相 变 具有 完全 不 同 的 动力 学 性 
质 ， 根 据 定理 8.18 和 定理 8.20, 可 以 总 结 为 以 下 几 个 物理 性 质 : 

(1) 有 两 个 不 同 的 相 变 临界 Taylor 数 TE 和 7T2,T& < TE(T& = XTe = 6)， 
在 TL 和 了 7T2 处 只 存在 I 型 和 了 III 型 稳 态 流 之 间 的 状态 跃迁 ; 

(2) 在 TL 和 7T2 处 的 相 变 都 是 不 连续 的 ， 即 I 型 流 和 III 型 流 之 间 转 换 时 ， 
其 流速 之 间 存 在 一 个 间 际 ; 

(3) 当 Taylor 数 T < TG 时 ， 对 流体 的 任何 扰动 经 过 一 段 时 间 后 会 恢复 到 
Couette 流 状态 ; 当 T < T < 了 2 时， 一 个 大 的 扰动 可 能 会 产生 Couette 流 和 
II 型 流 之 间 的 跃迁 ， 而 当 TE < 工时 ， 任 何 扰动 都 可 恢复 到 III 型 . 

一 个 重要 的 问题 是 ， 是 否 存 在 a > 0 和 ao > 0 的 情况 .前面 我 们 看 到 ， 如 
果 aw>0 和 ao > 0, 那么 它 一 定 是 在 宽 间 际 的 条 件 下 发 生 . 由 于 理论 上 的 困难 ， 
这 个 问题 可 能 只 能 通过 数值 计算 和 物理 实验 来 确定 . 

2. 刚性 边界 条 件 和 自由 一 刚性 边界 条 件 


这 两 种 边界 条 件 在 物理 实验 中 最 容易 实现 . 从 数学 的 角度 , 定理 8.21 不 是 一 
个 好 的 定理 ,因为 条 件 (8.4.79) 不 容易 被 验证 . 然而 从 物理 的 角度 定理 8.21 非常 
有 意义 . 这 是 因为 在 物理 实验 中 能 被 观察 到 的 现象 在 数学 上 都 满足 条 件 (8.4.79). 
也 就 是 说 在 这 两 种 边界 条 件 下 ， 不 满足 (8.4.79) 的 情况 ， 即 下 面 关 系 


(G(V),w n=0 


成 立 的 条 件 在 物理 实验 中 既 不 能 被 观察 到 也 不 能 被 实现 . 

从 定理 8.21 可 以 看 到 另 一 种 非常 不 同 的 相 变 模式 : 混合 型 跃迁 . 虽然 在 第 七 
章 关 于 二 元 体 相 分 离 的 研究 中 遇 到 过 混合 型 跃迁 ， 然 而 那里 的 情况 有 些 特殊 . 
主要 原因 是 初 值 条 件 的 变化 是 由 状态 的 涨 落 造 成 ， 变 化 幅度 小 ， 并 且 不 易 人 为 
控制 ， 然 而 流体 情况 就 不 一 样 了 ， 方 程 的 初始 条 件 可 通过 扰动 而 任意 改变 , 这 样 、 
混合 型 相 变 的 动力 学 特征 就 可 以 通过 物理 实验 而 观察 到 . 

现在 根据 定理 8.21 关于 混合 型 相 变 总 结 成 下 面 几 个 物理 的 动力 学 性 质 : 

(1) 有 两 个 不 同 的 相 变 临界 Taylor 数 T&L < TE(TS = A"?,T2 = 60),Taylor 数 
T 在 TL <T<7T2& 内 只 有 1 型 流 与 于 型 流 之 间 的 跃迁 ,在 TE<T<TeE+6(56>0 
为 某 一 数 ) 仅 有 工 型 流 与 全 型 流 之 间 的 跃迁 ; 

(2) 在 T2 处 的 相 变 是 不 连续 的 ， T2 处 既 可 能 发 生 连 续 性 相 变 又 可 能 发 生 
不 连续 的 相 变 ; 
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(3) 当 工 增 大 地 穿 过 T2 时 ， 只 有 较 大 的 扰动 才 可 能 从 Couette 流 跃 迁 到 本 
型 流 状态 ,而 当 了 降低 地 越过 TS 时 亚 型 流 状 态 一 定 会 跃迁 到 Couette 流 状 态 ; 

(4) 当 工 增 大 地 穿 过 T2 时 ， Couette 流 状态 或 者 路 迁 到 世 型 流 上 ， 或 者 跃 
迁 到 亚 型 流 上 上， 而 当 7 了 降低 地 穿 过 T2 时 ，I 型 流 状 态 一 定 会 跃迁 到 I 型 流 态 
上 , 但 重型 流 状 态 需 要 一 个 较 大 的 扰动 才 可 能 路 迁 到 I 型 流 状态 上 ; 

(5) I 型 流 相 变 的 临界 指数 8= 1 ; 

(6) 在 小 间 际 情况 下 ， 由 定理 8.15 和 8.16, 人 们 很 难 从 实验 上 区 分 世 型 流 和 
开 型 流 ， 因 为 它们 都 是 被 第 一 特征 向 基 所 控制 ， 此 时 了 与 TIE 也 非常 接近 . 这 
再 一 次 说 明 在 小 间 际 同 轴 圆 柱 体 同 向 旋转 的 古典 Taylor 实验 中 ， 无 论 是 什么 物 
理 边界 条 件 ， 所 观测 到 的 相 变 都 是 在 Couette 流 和 如 图 8.8 所 示 的 Taylor 洲 涡 
流 之 间 进 行 . 

3. 关于 pj<0 情况 


当 / < 0, 也 就 是 内 柱 体 与 外 柱 体 的 旋转 不 同方 向 时 ， 物 理 实验 表明 情况 要 
复杂 得 多 . 特别 是 当 | 较 大 时 ， 相 变 不 再 是 轴 对 称 的 . 此 时 必须 考虑 三 维 摄 
动 方 程 ， 而 二 维 摄 动 方 程 (8.4.10) 不 再 有 效 . 然而 当 |w| 较 小 时 ， 还 能 保持 轴 对 
称 , 但 是 数值 计算 表明 Taylor 湾 涡 在 径 向 r 的 排列 不 再 是 单一 的 . 这 说 明 分 别 由 
(8.4.50) 和 (8.4.75) 定义 的 参数 a 和 ao 一 定 是 大 于 零 的 , 即 a > 0 和 ao > 0l8,11. 

4. 关于 三 维 初 值 扰 动 

所 有 关于 Taylor 问题 的 相 变 定理 (定理 8.15~8.22) 全 是 轴 对 称 条 件 下 获得 
的 . 这 种 假设 是 建立 在 物理 实验 的 基础 之 上 ， 也 是 Taylor 线性 理论 所 采用 的 . 

这 种 假设 对 人 > 0 是 合理 的 . 

值得 指出 的 是 ， 定 理 8.15~8.22 只 适用 于 轴 对 称 的 初 值 扰动 ， 即 初始 条 件 
u(0) = uo 必须 与 9 无 关 、 作 者 对 小 间隙 情况 证 明了 Taylor 问题 相 变 的 三 维 摄 动 
理论 [9, 从 而 完整 地 从 数学 上 理解 了 小 间隙 同 向 旋转 的 Taylor 问题 ， 
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88.5.1 ”赤道 上 的 Walker 环流 


由 地 球 表面 与 大 气 层 顶部 的 温差 而 产生 的 热 对 流 是 大 气 物理 与 气象 学 的 主 
要 研究 对 象 之 一 ， 它 对 整个 地 球 的 气候 演化 与 变迁 起 到 重要 作用 ， 并 且 与 地 球 
自转 一 起 构成 大 气 环流 的 主 驱 动力 . 

在 大 气 环流 中 ， 一 个 重要 的 现象 就 是 赤道 上 的 Walker 环流 ， 它 是 由 Walker 
根据 气象 观测 资料 提出 的 一 种 理论 9. 由 于 地 球 赤道 的 地 理 位 置 关 于 地 球 自转 
轴 以 及 南半球 与 北半球 温度 分 布 具有 一 种 对 称 性 , 很 自然 地 , 从 理论 上 人 们 可 以 
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推测 地 球 大 气 层 在 赤道 的 截面 关于 大 气 环流 应 该 是 一 个 不 变 的 环 面 ， 这 一 点 也 
可 从 全 局 大 气 环流 动力 方程 得 到 证 实 ( 见 后 面 详细 讨论 ). 又 由 于 上 下 温差 的 作 
用 ， 在 这 个 赤道 大 气 层 环 面 上 产生 对 流 . 这样 就 形成 了 赤道 上 的 Walker 环流 . 
具体 Walker 环流 的 结构 如 图 8.10 所 示 . 


0° 东经 90* 180° 西 经 90” 0° 
图 8.10 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环流 


虽然 Walker 环流 的 提出 是 建立 在 大 基 气 象 观 察 资 料 上 ,并 且 具 有 合理 的 理 
论 基础 ,然而 该 理论 没有 得 到 任何 严格 地 数学 推 证 . 在 地 球 这 样 一 个 大 尺度 上 ， 
任何 气象 观测 资料 都 不 能 作为 Walker 环流 存在 的 充分 证 据 . 同时 大 气 物 理 实验 
也 很 难 模拟 大 气 环流 的 动态 演化 ， 因 而 从 地 球 物理 大 气 基本 方程 的 角度 ， 对 大 
气 环流 动力 学 进行 研究 ， 并 建立 相应 的 数学 理论 是 一 个 具有 非常 重要 意义 的 课 
题 . 

这 一 节 的 目的 就 是 从 理想 化 的 大 气 基 本 方程 出 发 ， 根 据 地 球 物理 原理 及 问 
题 本 身 特点 作 必 要 的 简化 ， 然 后 从 数学 上 证 明 赤 道上 环流 的 存在 性 ， 这 类 环流 
相似 于 Walker 环流 ， 并 且 得 到 一 些 相关 动力 学 性 质 . 


88.5.2 ”大 气动 力学 基本 方程 


控制 大 气 环流 的 动力 学 方程 是 由 球 坐标 下 考虑 地 球 自转 的 Navier-Stokes 方 
程 与 热力 学 方程 相 耦 合 的 系统 .在 全 球 尺寸 上 ， 由 于 大 气 运 动 中 的 空气 在 局 部 
的 可 压缩 性 对 全 局 的 宏观 影响 可 以 忽略 不 计 ， 因 而 可 以 近似 地 认为 全 球 大 气 运 
动 是 不 可 压缩 的 . 

全 球 坐 标 为 (wp,9,7), 其 中 o 代表 径 度 ， 0 代表 纬度 及 7 代表 球 径 向 坐标 . 
或 者 更 直观 地 说 ， w 代表 了 地 球 东西 向 的 角 坐 标 ， 9 为 南北 向 的 角 坐 标 ， r 为 
地 球 中 心 到 大 气 层 的 半径 ， 其 对 应 的 流体 速度 为 v = (we,ueur). 这 样 ， 在 球 坐 
标 下 考虑 地 球 的 Navier-Stokes 方程 为 


Ou Uo Ud 
pvt 


一 20sinb 有 
3 - tg0 sin tug + 20 cosOu 
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z 1 Op 


一 NAtue rcos6 dw’ (8.5.1) 
p 的 二 要 + wo tb + 2Q singuo| a 二 (8.5.2) 
2 ee (8.5.3) 

p pn ulUr costuyp | = HAUr Br pg) 9 


div = 0, (8.5.4) 


其 中 (yp,0,7) & (0,27) x (了, 也) x (royro + 站 ,ro 为 地 球 半径 ， h 为 大 气 层 高 
度 ， 为 黏 性 系数 ，p 为 质量 密度 ， 9 为 地 球 自转 角速度 ， 为 压力 ，9 为 重 
力 加 速度 ， 在 球 坐 标 下， 微分 算 子 V。 = u. V,divu 和 A 定义 如 下 

上 woo | 0 


eB ro ror’ 
EL 1 Ol(uecost) 1] Ouy 
I "7 Wr rcosg 60 rcosb Dp 
KK Our. 2sing Oug Uo 
up r2cosb Dop eT Op rr?cos20" 
(8.5.5) 
A A __2 dup 
“TOTTI00 rcos0 r2cos0 Op 
四 2uy. 2 0O(wecost) 2 Oue 
Oh T2 rr2cos0 O00 7r2cos0 Ow 
_ 1 5 ( ji. 人 六 ) 
ricos000\” r2cos20Dp2 720Dr Or 
球 坐 标 下 的 热力 学 方程 为 
9 vy T=kAT+O, (8.5.6) 


ot 


其 中 微分 算 子 Vs。 和 A 如 (8.5.5) 中 所 定义 ， Q@ 为 内 部 加 热 率 ，。“ 为 热 扩 散 系 
数 , 了 为 温度 . 
在 流体 是 不 可 压缩 情况 下 ， 质 基 密 度 满足 下 面 经 验 关系 


j= pi(l — a(T ~ 70)), (8.5.7) 
其 中 po 为 温度 Tb 时 的 质量 密度 ， a 为 热 膨 涨 系数 . 


。 ”在 地 球 物理 流体 动力 学 中 ， 需 要 对 方程 (8.5.1)~(8.5.7) 进行 简化 . 首先 ， 在 
大 气 层 中 内 部 加 热 率 Q 通常 是 由 火山 爆发 、 工 厂 排 热 及 太阳 对 大 气 层 热 辐 
射 加 温 效应 产生 .由 于 空气 的 可 穿 透 性 ， 太 阳 热 辐射 直接 对 空间 产生 的 加 
热效应 很 小 ， 而 就 地 球 整 体 而 言 ， 火 山 爆 发 及 工厂 排 热 等 热源 可 以 忽略 不 
计 ， 因 而 可 令 
Q@ =0 在 (8.5.6) 中 . 
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。 其 次 , 由 于 大 气 对 流 层 主要 分 布 高 度 大 约 为 10~15km, 这 与 它 的 水 平方 向 尺 
度 和 地 球 半 径 ( 约 6000km) 相 比 很 小 ， 因 此 可 以 用 区 域 5? x (ro,ro 十 h) 作 
为 大 气 层 定 义 域 ， 用 地 球 半 径 ro 取代 (8.5.1) ~(8.5.5) 中 的 变 基 7. 这 一 近 


似 过 程 在 大 气 科学 中 广泛 采用 ， 并 证 明 具 有 良好 精确 性 . 


。 ”最 后 就 是 关于 方程 (8.5.1)~(8.5.3) 采用 Boussinesq 近似 . 这 里 流体 热 对 流 问 
题 中 普遍 采用 的 方法 .由 于 对 一 般 流体 热 膨 涨 系数 a 非常 小 ， 通 常 在 10-3 
到 10-4 范围. 在 温度 变化 不 大 (在 10° 数量 级 ) 情况 下 ,作为 4 的 系数 p 可 
以 挖 取 为 po. 但 是 作为 重力 加 速度 的 系数 p 不 能 近似 取 po, 而 必须 取 (8.5.7) 


在 上 述 简化 下 ， 就 得 到 下 面 大 气 环流 的 动力 学 基本 方程 


du =vAu -2 xu— VP-(1-a(T- To0))gk, 


at 

df -AT (8.5.8) 
dt 

divu = 0, 


这 里 (e,g,z) € M = 5? x (ro,To +h),u = upey + Ugeg 十 ttzez'(eeeg,ez) 为 球面 
坐标 系 中 的 局 部 规范 基 ，v = HA/po 为 动力 黏 性 系数 ， 有 & = (0,0,ez) 为 高 度 z 方 


向 单位 向 基 ， 


(党 + (WU: V)uw 十 i eretgg ) eo 
dt 70 


十 (党 二 (LV)ue+ 一 一 + ) eg 


Ou > uz 十 1 
+ (多 + (LU V)u> 站 


oT 
= + (wu: V)T, 


dt 


Au= (Aup + Bus 2sing Due uy )e 


cosg Op ricos20 Op recos20 

Du: ug 200 ua, 
i O00 r2cos0  r2cosb Re) a 
(Au 2uz 2 0(ue cos0) 2 Be) 


ri ricos0 00 ricos0 Op 


w Xu= (NcosOu, — Nsinbue)ey 十 Qsinbguoeeb ~ WcosOuyez, 
1 Op 1 Op Op 

~ rocosg Do 到 70 36 Be 
1 Quy 和 1 QO(wuecosb) 
rocos0 Op rocos0 00 Oz 


divu 一 
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其 中 微分 算 子 (u.V) 和 A 表达 为 


二 
本 rocosg5p 7000 “5z， 
1 8 国 0 0? 


~ r2cos0 Op fa Cod D0 (0 86) Y B27 


对 于 大 气 环 流 运动 ， 合 适 的 物理 边界 条 件 有 刚性 和 自由 - 刚性 边界 条 件 . 
为 了 简单 这 里 只 考虑 刚性 边界 条 件 
(2 在 z = ro， ro 十 h， 


(8.5.9) 
T=Th 在 =r0，T=， 在 z = ro 十 h， 


其 中 了 代表 大 气 层 顶部 温度 ， To 代表 地 球 表面 温度 ， To > TI. 


88.5.3 ”赤道 上 大 气 环流 方程 


为 了 讨论 Walker 环流 ， 需 要 作 一 个 基本 的 大 气 物 理 假设 ， 后 面 的 整个 理论 
就 是 建立 在 这 个 假设 基础 之 上 的 ， 该 假设 陈述 如 下 : 

假设 A 大 气 层 的 赤道 截面 是 大 气流 体 运动 的 一 个 不 变 环 面 . 或 等 价 地 说 ， 
大 气 环 流速 度 场 u = (wy, uo,uz) 在 赤道 9 = 0 上 纬度 分 晤 wo = 0. 
假设 A 的 大 气 物理 意义 就 是 南半球 或 北半球 的 气流 不 会 越过 赤道 进入 男 一 

个 半球 中 去 . 这 个 假设 是 建立 在 气象 观测 资料 基础 上 的 . 如 果 这 个 假设 不 成 立 

则 Walker 环流 的 理论 就 不 会 是 正确 的 . 

根据 假设 A. 令 9 = 0,ue = 0, 则 从 大 气 环流 原始 方程 (8.5.8), 得 到 下 面 赤 道 
大 气 环流 方程 


Ou UpUz _ 2 Ou> 2uw 四 1 Op 
可 + (u.V)ue 十 Uv (au 十 人 二 
Du: i 2us 2 Be ) 
et . | Nd 
Fi + (u: V)u: 和 v ( u a 
+ 2 一 Es (1 ~ a(T ~ To0))y, (8.5.10) 
po Oz 
+ (Lu: V)T = kAT, 
1 Ouy Ou _ 0 
roOp Oz 
其 中 
Lo ud 
i ro Ow “Oz 
Ee 
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赤道 截面 的 环形 区 域 为 M = 5S? x (ro,ro 十 族 ). 
为 了 方便 ， 记 
(zl zz) = (79,z) 及 (wi, v2) = (wp, uz). 
然后 再 关于 方程 (8.5.10) 进行 无 基 纲 化 如 下 
=hr (z= £1,72), 
t= ht /ns, 
4 = KU fh, 
T= Bh(T’/VR) + To — Bhz’, 
p= por2p’/h? — gpo(hz2 十 GDBj (72)° /2), 
P= ys 


这 里 8 = (一)/h,To > 如 (8.5.9) 所 定义 ，P; 为 Prandtl 数 ， 民 为 Rayleigh 
数 定 义 为 


R= on. 
KL 
省 去 上 撤 ， 方 程 (8.5.10) 的 无 基 纲 形式 可 写 为 
Ee ina | 2p_2u_2nw_ 如 
P. | 元 二 (WU: VY)ui+ 人 | 二 Ai 十 人 72 2u2 Br 
2 
每 +t | vu | ig no 
PI ro .76 ro Oz Or2 (8.5.11) 
y | 
+(u VT=AT+ V Riu, 
Oui Ou2 
Ori Dr D, 


这 里 定义 域 为 (zi,zz)EM = (0, 工 ) x (ro,ro 十 1), 其 中 ro 和 工 分 别 为 以 h 为 单 
位 的 地 球 半 径 和 赤道 周 长 ， 及 


0 0 
(wu: V) = + Wa gr 
02? 0 
A 


此 时 ， 边 界 条 件 (8.5.9) 变 为 zl 方向 是 周期 的 ， za 方向 是 自由 - 刚性 边界 条 
件 . 具体 表达 为 如 下 形式 
| u(x1 + kL,z2) = wv(z), T(z1+kL,z2)= T(z), VkeN, 


(8.5.12) 
二 T= 二 0， 在 rz2 = 二 70， 7o 十 |. 
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88.5.4 ”Walker 环流 及 其 稳定 性 
对 赤道 大 气 环流 问题 (8.5.11) 和 (8.5.12), 建立 空间 如 下 
有 H= {(v,T)€ D2(M, RS)| divu = 0,(u,T) 是 z1 周 期 的 }， 
Hi = {(v,T) e 五 2(M, RS)N 五 | (uv,T) 满 足 (8.5.12)}. 
算 子 I = -4+ Bs 和 G :Hi 一 HH 定义 如 下 


-AV=P{ (Au+ Ea- 各) (ae- 丈 -下 外， aT), 


ro Ox1 70 70 TO OT1 


BM 一 P{—2u2,20u] 十 和 了， Mu2} 9 (8.5.13) 
GY =P { (@: V)ul 十 me ) (we V)u2 一 和 )， (wu: V)T 上 
这 里 入 = VR,w= (wu,T)€ Hi,P: 2(M,R3) 一 万 为 Leray 投影 . 
这 样 ， 在 (8.5.13) 的 定义 下 问题 (8.5.11) 和 (8.5.12) 化 为 下 面 形式 
了 人 十 GUY. (8.5.14) 
考虑 下 面 特征 值 问 题 
Av = BY, (8.5.15) 


在 后 面 将 证 明 特 征 方程 (8.5.15) 是 对 称 的 ， 因 而 所 有 特征 值 是 实 的 ， 并 且 第 一 特 
征 值 Xi 满足 


0 < Xi < Xo <… (不计 重 数 ). (8.5.16) 
定义 临界 Rayleigh 数 Rc 为 
Re = 和 2. (8.5.17) 


下 面 定 理 提供 了 方程 (8.5.11) 和 (8.5.12) 的 Walker 环流 的 存在 性 与 稳定 性 . 

定理 8.23 问题 (8.5.11) 和 (8.5.12) 在 ((w,7T), R) = (0, Rc) 有 一 个 连续 性 
的 跃迁 ， 并 且 下 面 结论 成 立 ; 

(1) 该 问题 从 ((w, 了 T), R) = (0, Rc) 在 民 > Rec 分 歧 出 一 个 圆圈 吸引 子 二 PR = 
5S1 并 且 DR 由 奇 点 构成 . 

(2) 对 任何 wo = (wo,Tb) e 互 /(TU 瑟 ), 存在 一 个 时 间 to > 0, 对 问题 (8.5.11) 
和 (8.5.12) 以 wo 为 初 值 的 解 w(t, wo) 对 任何 t > to 是 拓扑 等 价 于 图 8.11(a) 或 
者 (b) 所 示 的 结构 ， 这 里 工 是 (w,T) = 0 的 稳定 流 形 在 五 中 有 余 维 2, 及 


p={(uT)eA|/ wdz=0!. 
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(a) 一 个 朝 东 的 行 波 流 


(b) 一 个 朝 西 的 行 波 流 
图 8.11 行 波 流 环绕 地 球 进行 全 局 行走 


注 8.6 定理 8.23 关于 下 面 边界 问题 也 是 成 立 的 


u, T 是 z1 周 期 的 ， 
u = 了 T=0， 在 x2 = 7o0， (8.5.18) 
wa =T = 0, Sur 在 za 二 ro 十 1. 

OT2 


条 件 (8.5.18), 称 为 自由 一 刚性 边界 条 件 ， 描 述 了 大 气 层 顶 部 是 自由 滑动 的 ， 而 
在 地 球 表面 是 不 动 的 .从 实际 问题 看 条 件 (8.5.18) 比 (8.5.9) 更 符合 大 气 环流 的 
情况 . 但 对 两 个 边界 条 件 的 定理 证 明 都 是 一 样 的， 只 是 刚性 边界 条 件 的 证 明 可 利 
用 前 面 的 一 些 结果 . 
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定理 的 证 明 分 为 下 面 几 步 进行 . 


第 一 步 . 方程 (8.5.11) 的 等 价 形式 . 因为 对 每 一 个 定义 在 M = S51 x (ro,70+1) 
上 的 向 基 场 w， 


divu = 0 在 ML 上 ， 
存在 一 个 流 孙 数 多 , 使 得 
Ov By 


一 = U2 一 一斑 一 . 
Or2 Drl 
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因此 方程 (8.5.11) 中 的 向 量 场 
| (29u2,20u) = 29Vy， 
(二 澡 _2 i _ 2u% (8.5.19) 
roBri’” roar/ ro br 


都 是 梯度 场 ， 这 意味 着 (8.5.11) 等 价 于 下 面 方程 (为 了 方便 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 
P. = 1) 


Oul 1 12 2u] Op 

一 一 全 

i 十 (人 .V)ui 十 U1 机 Bz 

Ou2 1 2u2 Op 

一 一 十 以.Vjw2 一 一 二 一 一 十 AT 一 去 一 ， 

Bi O72 (8.5.20) 


+ (uw V)T = AT + Xu, 


divu = 0. 


从 (8.5.19) 也 可 看 到 ， 由 (8.5.13) 定义 的 线性 算 子 内 = -4+ BM:Bi 一 H 
是 对 称 的 ， 因 而 (8.5.16) 成 立 . 

第 二 步 . 容易 看 出 方程 (8.5.20) 与 n= 2 的 Benard 问题 (8.3.8) 具有 相同 的 
结构 ， 即 在 方程 (8.5.15) 中 工 、 是 对 称 的 ，G 是 正 交 的 , 并 且 ZX 的 特征 值 8;( 和 ) 
在 (8.5.17) 给 出 的 临界 Rayleigh 数 Rc = X 处 满足 条 件 (6.2.1) 和 (6.2.2). 因而 
关于 Rayleigh-Benard 对 流 的 吸引 子 分 歧 定理 (定理 8.11) 对 赤道 大 气 环流 方程 
(8.5:20) 也 成 立 . 

第 三 步 ， 为 了 得 到 结论 (1) 和 (2), 需要 求解 下 面 特 征 方程 的 第 一 特征 向 基 


0 
,CP i eg 
70 


Orzl 
— Auz 十 = 2 XT, (8.5.21) 
To O72 
一 人 7 = Mz, 


再 配 以 边界 条 件 (8.5.12). 特征 方程 (8.5.21) 就 是 抽象 方程 (8.5.15) 的 具体 表达 
形式 ， 

类 似 于 方程 (8.4.38) 在 和 = 和 0o 的 第 一 特征 向 基 (8.4.44) 和 (8.5.12), 方程 
(8.5.21) 和 (8.5.12) 的 第 一 特征 值 Xi 是 m = 2 重 的 ， 其 特征 向 基 为 


一 Sin zhe2), 


2 2 
»= < COS 全 h(x2), (8.5.22) 


2k 
COS riB(z2), 
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cos ok (2), 


2KT 2KT 
7 sin 71h(z2), (8.5.23) 


> 
| 


网- 
sin zB(2), 


其 中 (P 更 ) 满足 


2 
( 一 ak 一 了 | h = Max®, 
70 


_ (PP- 吕 -也 ) ?= hh (8.5.24) 
大 r2 lki't, 
B=0，h=h =0， 在 xz2 = 7o0,7o 十 1， 
其 中 ok = 2k7x/L,D = d/dz,kk 是 一 个 取决 于 工 的 整数 . 
此 时 由 (8.4.50) 定义 的 数 a 为 
= -Tp (GW), Pm (8.5.25) 
其 中 vo 满足 
(A— Ba)P = G(Y), (8.5.26) 


这 里 G(w,y) 是 由 (8.5.13) 定义 的 G 生成 出 的 二 重 线性 算 子 . 因而 从 (8.5.25) 和 
(8.5.26) 可 得 


CQ 一 页 一 人 (4 一 B\,)y, Pp)H 


一 (人 (一 书 \ ) 吻 ， (A B:, )? 3y) 下 
<0 (由 于 4 一 B, 是 对 称 扇形 算 子 ). 


这 样 ， 类 似 于 定理 8.17, 我 们 可 以 证 得 结论 (1). 
， 第 四 步 . 吸引 子 解 的 结构 ， 由 第 二 步 的 结论 可 知 ， 问 题 (8.5.11) 和 (8.5.12) 
从 ((4,T),R) = (0, Rc) 分 歧 出 的 吸引 子 2R 中 元 素 PE DR 可 表达 为 


= |B1(A)/ali (zy + yy) + ol|B1)), (8.5.27) 
其 中 几 和 是 由 (8.2.29) 和 (8.2.30) 给 出 ， 2 十 妨 二 1. 
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为 了 证 明 结论 (2), 需要 吸引 子 DR 中 元 素 yp = (e,T) 中 速度 场 e 的 拓扑 结 
构 ， 由 (8.5.27) 可 知 


| Mo T(z + Oh (z2) + o(r(A)), 


(8.5.28) 
TEA) sin TT (zy + 0)h(z2) + olr(N)), 
这 里 r(A) = (B1( 和 )/a)3,0 < 0< 2r, 由 (8.5.24) 可 知 ，h 满足 
— (D’* — a)h = 2h, 
(8.5.29) 
h=h = (D? 一 i 二 0， 在 x2 =ro,7ro 十 1，. 


2 
其 中 a= ak + -3,8 二 Nak 
0 


显然 (8.5.31) 的 第 一 特征 向 基 户 与 (8.4.81) 的 第 一 特征 向 基 具 有 相同 形式 . 
即 h 可 表达 为 


h(7) = Bo cos ao 上 + Bi cos haié cos oo + fo sin haé sin Qa2é, (8.5.30) 


其 中 &=7 一 ro 一 5,Bi 和 asi 是 由 (8.5.31) 中 边界 条 件 确定 ， 因 为 以 大 气 层 高 度 
h 为 单位 的 地 球 半径 ro ~ 200, 故 75? ~ 10 数量 级 . 因此 (8.5.30) 的 系数 B; 和 
Qi 与 (8.4.83) 的 相近 ， 大 约 为 

Do]1, Bi 守 —0.06, fs ~ 0.1, 


Qo 3.97, al 5.2, aa 2.1. 


因此 由 定理 8.22 的 证 明 可 知 速 度 场 (8.5.28) 是 DD 正则 的 对 Rc < R< Rec+e 对 
某 个 e>0. 
(8.5.28) 的 第 一 阶 速度 场 


zr, 
是 拓扑 等 价 于 如 图 8.12 所 示 的 结构 . 由 结构 稳定 性 定理 可 知 ，eo 是 结构 不 稳定 
的 ， 因 为 在 边界 zz = ro 的 鞍点 是 与 不 同 连通 分 支 ?2 = ro + 1 的 鞍点 相连 接 . 
第 五 步 .证 明 由 (8.5.28) 所 给 速度 场 e 是 拓扑 等 价 于 (8.5.31) 的 速度 场 eo， 
即 e 有 如 图 8.12 所 示 结 构 . 
为 此 目的 ， 将 证 明 互 中 的 子 空 间 


也 r0 十 1 
E= {neal/ 下 tdrlidzro 一 0 
0 TO 


| r(A) cos (ol + Oh (z2), 
en 一 


(入 ) sin (2 + 0)h(z2), 
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Z2= fo 十 1 
OIO T= Ty 
图 8.12 
是 关于 问题 (8.5.20) 和 (8.5.12) 是 不 变 的 .只 需 证 明 
L r0 十 1 
/ / (u.V)udr =0, vueH, (8.5.32) 
0 T 
7r0 十 1 
/ / uiudr =0, vuEeEH (8.5.33) 
0 TD 


对 任何 ve Hi, 存在 流 函 数 ” 使 得 


ee (说 Op 
和 Dr Di 


因此 有 
pp0p Op Pp ) 
a | We 加 站 ( 吕 Dr2 ozl OT107T2 
= 0 (由 分 部 积分 ). 


因此 ， 等 式 (8.5.32) 得 证 . 
对 任何 u€ H,wu = (ui,u2) 有 Fourier 展开 
Wl 一 pT cosakgTih’ (T2) — yr sin QkT1h (72)), 
(8.5.34) 


k=0 
D0 
ta 二 (Zkak sin QkTihy (72) + YkQk COS AkT1hE), 

kK 二 0 

i 2KTT ,，,. 

这 里 ak = -六 . 注意 到 

L 
| sin QkZ1 CosQjzZldrl = 0, YK, 7 > (0， 
0 
L 志 
[ sin akZ1 SinQjiZldrl a COS QKZ1 COSQjT1d7T1 =0, vi ~" 


0 0 


TO 十 1 
hi (rz2)hy (7T2)dr2 = 0, vK 过 0 


ro 
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从 (8.5.34) 可 推 得 (8.5.33) 成 立 . 
事实 上 ， 五 在 互 中 的 正 交 补 空间 E+ 为 


E+ = 全 ca 办 = (sin Er(za 一 ro),0,0)， 大 = 志 数 | . 


k=1 


因此 由 (8.5.32) 和 (8.5.33) 容易 看 出 ， 方 程 (8.5.20) 和 (8.5.12) 的 奇 点 一 定 是 在 
中 ， 因 而 (8.5.28) 的 向 量 场 e = (el,ez) 满足 


| a (8.5.35) 
M 


由 Ma 和 WanglS2 的 连接 引 理 (connection lemma), 从 (8.5.35) 可 推出 e 是 拓扑 
等 价 于 eo. 
第 六 步 . 结论 (2) 的 证 明 . 对 任何 初 值 wo = (uo,Tb) e H/E, 则 wo 可 表达 为 


wo = 》 ,akyok 十 时 o， TPoE€EE, 
k 


md 


Vork = (sin kn(z2 一 ro),0,0)， 大 = 奇数 . 
由 (8.5.32) 和 (8.5.33) 可 以 看 到 
(G(%), or) =0,， vw eH. 


这 里 G 由 (8.5.13) 给 出 ， 这 意味 着 (8.5.11) 和 (8.5.12) 以 wo 为 初 值 的 解 有 下 面 
形式 


v(t, wo) = > QE Orypk 十 Bl(t, Wo), (8.5.36) 
k 


其 中 争 € E,Bk = 1272 十 所 
0 
另 一 方面 , 对 每 一 个 初 值 wo e H/T 存在 分 层 吸 引子 2R 的 元 素 pe ZR. 使 
得 (8.5.11) 和 (8.5.12) 的 解 
lim w(t, wo) — pller = 0， (8.5.37) 


对 某 个 给 定 的 + > 1. 

令 有 = min{klaw 关 0,k = 奇数 }, 则 对 任 初 值 如 e H/(BUT), 由 (8.5.37)， 
存在 to > 0, 使 得 问题 (8.5.11) 和 (8.5.12) 的 解 V(t, wo) = (w(t, po),T(t, wo)) 中 
速度 场 u(t, wo) 是 拓扑 等 价 于 下 面向 量 场 对 任 t > to， 


=e+ (Qake hr sin kr(za 一 ro),0)， (8.5.38) 
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其 中 e 是 由 (8.5.28) 所 给 向 基 场 . 

由 第 三 步 知 e 是 D 正则 的 . 再 由 第 四 步 是 拓扑 等 价 于 如 图 8.12 所 示 的 结 
构 ， 通 过 应 用 Ma 和 Wangl62'63 通 点 连接 的 打 断 方法 ， 能 够 证 明 由 (8.5.38) 定义 
的 向 量 场 嫌 是 拓扑 等 价 于 如 图 8.11(a) 或 者 (b) 所 示 的 拓扑 结构 当 ak > 0 或 者 
ok <0 时 . 这 样 就 证 明了 结论 (2). 定理 证 毕 , 


§8.5.6 ”关于 大 气 物理 的 评论 


对 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环流 真正 意义 上 的 数学 严格 证 明 应 该 是 对 三 维 大 
气动 力学 基本 方程 (8.5.8) 进行 ， 即 首先 证 明 其 跃迁 存在 ， 然 后 证 明 跃 迁 的 稳 态 
解 在 赤道 截面 9 = 0 上 具有 Walker 环流 ， 但 是 ， 由 于 三 维 原始 问题 的 困难 性 与 
复杂 性 ， 即 使 人 们 在 数学 上 能 够 处 理 也 使 得 Walker 环流 的 本 质 难以 清晰 地 表现 
出 来 . 我 们 应 该 注意 这 一 事实 , 即 如 果 三 维 大 气动 力学 基本 方程 从 临界 Rayleigh 
数 Rc 处 跃迁 出 一 个 稳定 状态 (0, yp,z), 那么 少 在 赤道 9= 0 上 的 限制 


Wo(P, 2) = (0, p, 2) 


一 定 是 赤道 大 气 环流 方程 (8.5.10) 在 Rc 跃迁 出 的 一 个 稳定 状态 .因此 ， 在 这 
里 关于 赤道 上 大 气 环流 方程 (8.5.10) 所 建立 的 数学 理论 是 具有 大 气 物理 学 意义 
的 .当然 这 里 有 一 个 先决 条 件 就 是 前 面 关 于 大 气 物理 所 作 的 基本 假设 A 必须 成 
立 . 这 一 点 得 到 气象 观测 资料 的 支持 . 

我 们 有 必要 说 明 一 下 ， 应 用 第 六 章 建 立 的 状态 跃迁 理论 ， 人 们 并 不 困难 地 
可 以 证 明 三 维 大 气动 力学 基本 方程 在 临界 Taylor 数 Rc 处 发 生 跃 迁 ， 困 难 的 是 
确定 跃迁 的 类 型 和 跃迁 出 稳 态 解 的 结构 .此 外 三 维 临界 Taylor 数 Rc 与 二 维 环 
流 方程 (8.5.10) 的 临界 Taylor 数 Re 可 能 是 不 同 的 ， 但 它们 满足 关系 


RL < Ro, (8.5.39) 


并 且 Ro 一 定 是 (8.5.10) 的 一 个 分 歧 点 . 关系 式 (8.5.39) 可 由 线性 算 子 特征 值 理 
论 得 到 证 明 . 如 果 RL < Rec, 那么 这 意味 着 对 赤道 大 气 环流 方程 (8.5.10) 的 所 有 
临界 特征 值 处 的 动态 分 歧 研究 都 是 具有 大 气 物理 意义 的 . 

然而 不 论 怎 样 , 定理 8.23 所 确立 的 大 气 物理 学 意义 是 重要 的 , 因为 它 以 严格 
的 定理 方式 给 出 了 Walker 环流 一 个 清晰 的 图 像 ， 并 且 以 最 简单 的 数学 形式 ( 相 
对 而 言 ) 揭示 出 该 环流 的 许多 有 价值 的 特性 . 我们 将 从 下 面 岂 点 对 定理 8.23 的 
意义 给 予 大 气 物 理学 的 评论 ; 

(1) 定理 8.23 结论 (2) 的 一 个 重要 性 质 就 是 给 出 赤道 上 大 气 层 的 Walker 环 
流 的 全 局 结构 是 如 图 8.11 所 示 的 图 案 . 这 个 结构 与 大 气 物理 学 家 心目 中 想像 的 
如 图 8.10 所 示 的 结构 有 一 个 显著 的 差别 就 是 图 8.11 中 的 环流 结构 中 存在 一 个 全 
局 的 行 波 流 ， 这 个 行 波 流 从 每 一 个 环流 圈 旁 边 经 过 绕 地 球 一 周 行走 ， 它 在 所 有 
环流 圈 之 间 进 行 热 交 换 ， 起 到 热平衡 的 作用 ，; 
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(2) 定理 中 关于 跃迁 是 连续 型 的 结论 对 大 气 物 理 是 非常 有 意义 的 .. 它 意味 着 
地 球 风暴 的 起 落 强 度 有 一 个 连续 变化 的 过 程 ， 不 会 有 这 样 的 现象 发 生 ， 即 一 个 
十 二 级 大 风 突 然 生起 或 停止 ; 

(3) 我 们 注意 到 ， 定 理 8.23 的 结论 (1) 在 地 球 物 理学 上 的 解释 就 是 Walker 
环流 的 环流 圈 位 置 ， 称 为 相位 ， 可 以 在 赤道 上 变动 , 它 依赖 于 外 界 对 气候 条 件 的 
干扰 这 与 气象 观测 情况 不 同 ， 气 象 学 资料 显示 赤道 上 Walker 环流 的 相位 基本 
上 是 固定 的 . 图 8.10 引 自 Saibyls9, 从 图 中 可 以 看 到 自 径 度 为 零 到 东经 90°, 即 
非洲 大 陆 这 一 段 有 一 对 对 流 圈 ， 从 东经 90° 到 西 经 90。 这 半 个 地 球 尺度 上 存在 
两 个 对 流 圈 ， 而 从 西 经 90° 到 经 度 为 零 这 一 段 又 有 两 个 对 流 圈 . 这 种 理论 与 实 
际 的 差别 主要 是 由 模型 的 理想 化 造成 的 . 在 理论 上 ,地 球 表面 被 光滑 化 ,温度 分 
布 也 是 均匀 的 . 而 实际 情 则 不 然 ， 海洋 与 高 山 对 大 气 环 流 有 一 个 明显 的 影响 ， 温 
度 分 布 也 不 是 均匀 的 . 理论 与 实际 的 差异 正好 显示 出 地 球 表 面 非 均 匀 性 的 地 理 
与 物理 条 件 在 气候 上 产生 的 效应 . 理想 条 件 下 的 精确 理论 是 实际 情况 的 一 个 参 
照 系 ; 

(4) 另 一 个 理论 与 实际 的 显著 差异 就 是 赤道 上 对 流 圈 个 数 的 不 同 , 实际 观测 
到 的 对 流 圈 个 数 为 6 个 ， 而 从 理论 上 计算 其 个 数 ( 即 (8.5.22) 中 的 波 数 ) 大 约 
在 60~200 个 之 间 . 这 个 差异 可 能 与 赤道 环流 方程 是 二 维 模型 也 有 关系 ; 

(5) 最 后 ， 我 们 需要 说 明 一 点 ， 从 (8.5.27) 式 可 以 看 到 ， 在 环流 发 生 的 临界 
Rayleigh 数 Ro 附近 ， 环 流 强度 与 Rayleigh 数 必 之 间 的 关系 为 


lel ~ | 及 一 Rels, 


这 里 e = e(”p, z) 为 赤道 上 环流 速度 场 . 


88.6 评 注 


88.1 关于 二 维 不 可 压缩 向 其 场 的 几何 理论 的 材料 可 参见 文献 [62 ~ 70]. 

§8.2 本 节 的 内 容 是 建立 在 文献 [52 , 59] 的 基础 上 . 

88.3 这 一 节 内 容 取 自 [52 , 54 ~ 56]. 关于 周期 边界 条 件 的 Benard 问题 定 
态 分 歧 的 结果 可 参见 参见 文献 [37 , 86 ,113，114]. 

$8.4 这 里 介绍 的 结果 来 自 文 献 [56 ~ 58]. 关于 z 周期 条 件 的 Taylor 问题 
定 态 分 歧 参 见 文献 [37 , 98 , 102 , 115]. 

$8.5 这 些 结果 是 作者 新 证 明 的 . 关于 地 球 物理 流体 动力 学 方面 的 专著 可 参 
文献 [83 , 89]. 
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